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kh  habe  bei  Abfassung  meiner  Schrift ,  die  unter  dem  Titel: 
>,Die  Anzahl  der  Parallel^tellungen  und  jene  der  Coin« 
cidenzfttellungen  eine8  jeden  denkbaren  Raumdinges 
mit  seinem  Ebcnbilde  und  mit  seinem  Gegenbilde  etc." 
bei  Fischer  in  Kassel  im  vorigen  Jahre  erschienen  ist,  mich  be- 
«cbäftigt  mit  der  Anzahl  aller  denkbaren  Schwerlinien,  mithin  mit 
der  Anzahl  aller  denkbaren  Schwerebenen  eines  homogenen  Kör- 
pers, oder,  was  dasselbe  bt,  ein^s  nicht  schweren  Raumgebildes, 
Mwie  aoch  mit  der  Anzahl  aller  jeuer  Scbwerlinien  desselben, 
(fie  m  einerlei  Ebene  liegen,  also  auch  mit  der  Anzahl  aller  Schwer- 
ebenen  des  Raumgeblldes,  die  zu  einer  und  derselben  in  ihm  vor* 
liandeocn  Schwerebene  senkrecht  sind. 

Die  erste  dieser  beiden  Zahlen,  welche  identisch  Ist  mit  der 
Wahl  aller  denkbaren   Durchmesser   einer   Kugel   habe  ich  be- 

>^^ef  mit  ^  (zu  lesen:  Grossall);  die  andere,  welche  gleich  ist 
«^  Anzahl  aller  möglichen  Durchmesser  eines  Kreises,  bezeichne 
M  nH  9  (zu  lesen :   Kleinall). 

Es  fragt  sich  nun ,  in  welcher  Weise  diese  beiden  Zahlen  von 
«iuan^er  abhfingen. 

Th«il  XTCIV.  I 
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Ist  die  Ebene  eines  grössten  Krei>-es  der  berOcksicbtigten 
Kugel  horizontal,  so  kann  man  alle  grössten  Kreise  dieser  Kugel 
unterscheiden  in : 

1)  diesen  einen  eben  genannten  horizontalen; 

2)  solche,  welche  in  verticalen  Ebenen  liegen; 

3)  solche,  deren  Ebenen  weder  horizontal  noch  vertical  sind, 
die  wir  kurz  als  geneigte  bezeichnen  wollen. 

Was  die  Anzahl  der  verticalen  grössten  Kreise  betrifft,  so  Ist 
diese  offenbar  so  gross,  als  die  Anzahl  aller  Durchmesser  des 
horizontalen  grussten  Kreises,  mitbin  =  G;  denn  durch  jeden  Durch- 
messer des  horizontalen  grussten  Kreises  lässt  sich  ein  verticaler 
ffdsster  Kreis  legen. 

Die  geneigten  grussten  Kreise  kann  man  verbinden  m  Crrup- 
pen,  deren  jede  diejenigen  geneigten  grussten  Kreise  enthält, 
welche  einen  und  denselben  horizontalen  Durchmesser  gemein 
haben,  d.  h.  in  einem  und  demselben  Durchmesser  des  horizon- 
talen grussten  Kreises  sich  schneiden. 

Die  Anzahl  der,  einer  solchen  Gruppe  angehurigen  geneigten 
grussten  Kreise  ist  aber  =@  — 2;  denn  würde  man  den  horizon- 
talen grussten  Kreis  und  jenen  verticalen  grussten  Kreis,  in  wel- 
chem der  horizontale  Durchmesser  der  betreffenden  Gruppe  liegt, 
nicht  ausschliessen,  so  würde  die  so  um  zwei  grüsste  Kreise  er 
weiterte  Gruppe  die  Gruppe  aller  grussten  Kreise  sein,  die  den 
betreffenden  horizontalen  Durchmesser  gemein  haben.  Die  Anzahl 
der  grussten  Kreise  dieser  so  erweiterten  Gruppe  ist  aber  =  0, 
mitbin  die  Anzahl  der  geneigten  grussten  Kreise  einer  solchen 
Gruppe  =0  —  2. 

Die  Anzahl  der  Gruppen  geneigter  grusstcr  Kreise  ist  aber 
gletch  der  Anzahl  der  Durchmesser  des  horizontalen  grussten 
Kreises,  denn  zu  jedem  solchen  Durchmesser  gehurt  eine  derar- 
tige Gruppe.    Die  Anzahl  dieser  Gruppen  ist  also  =G. 

Es  ist  demnach  die  Anzahl  aller  geneigten  grussten  Kreise 
«9(0-2). 

Es  besteht  also  die  Anzahl  aller  grussten  Kreise  einer  Kugel 
aus  folgenden  drei  Zahlen: 

1)  der  Zahl  1,  die  dem  horizontaleo  grOssteo  Kreise  entspricht ; 

2)  der  Zahl  O»  welche    die   Anzahl   aller   verticaleo   grössteD 

Kreise  Ist; 
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^  4er  Zahl  @(€— i),    welche    die    Atizabl    «der   geoeigten 

grussten    Kreise   angiebt. 

SW  lü  sonach  =l-|-e-|-e(e— 2),   mUbin 

Man  hat  daher  aach  fffr  die  Anzahl  ^  der  sämmtlicben  Dvrch- 

MMer  «ioer  Kugel*  in  Beziehung  zur  Anzahl  O  der  sSinmtlicheo 
DwrcbmeiMicr  eines  Kreiaes»  die  Gleichong: 

©  =  6*~G+I. 


GoBstnietioii  der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  von  Kruoi- 

mungskreisen. 

Von 

Herrn  Dr.  H.  Meyer^ 

Lehrer  an  der  öffentlichen  Handelulehranttalt  sn   Leipsig. 


l)  Nicht  aeltea  koninien  bei  der  Darstellung  technischer  and 

Gegenatftnde  etc.  Kegelschnitte ,   namentlich  Ellipsen  vor» 

wi  decfa   selbst  die  Projection  des  Kreises  eine  Ellipse;   werden 

{  dieselbe«  anch  zuweilen  noch ,  anhekummert  um  ihre  Eigenschaften 

ib  Kegelschnitte,   wie  jede  andere  Curre  durch  einzelne  Punkte 

asi  der  za  projictrenden  Raumgrosse  abgeleitet,  90  ist  diess  doch 

dm  weniger  so  empfehlende  Weg,  weit  besser  ist  es»   pur  dio 

Axeo  «der  conjugirte  Durchmesser  0.  a.  zu  projiciren  und  aus  diesen 

dann  dieCnrve  vermöge  ihrer  bekannten  Eigenschaften  zu  zeichnen. 

Für    die   Zeicbnong  der   Kegelschnitte   lassen   sich  nun  Im 
AAganeinen  x«vel  Hsaptmethoden  unterscheiden,  je  nachdem  issa 
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blos  einzelne  Punkte  oder  sogleich  grSssere  Theile  der  Cnrve  i.  Th. 
genau  Ondet. 

Auf  die  Zeichnang  der  Kegelschnitte  aus  einzelnen  Punkten 
wollen  wir  hier  nicht  weiter  eingehen ;  eine  Zusammenstellung  der 
bis  jetzt  bekannten,  sowie  auch  einiger  neuer  Constructionen ,  wird 
im  Anhang  der  Axonometrie  (3.  Lieferung)  mit  erscheinen. 

Die  Construction  der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  von  Kreisbogen 
zerßillt  wieder  in  zwei  Theile,  je  nachdem  man  beabsiehligt, 
wirkliche  Ellipsen  o.  a.  zu  erhalten,  wobei  aber  die  freie  Handzeichnung 
und  wohl  auch  noch  die  Bestimmung  einzelner  Punkte  der  Curve 
nicht  ganz  zu  vermeiden  ist,  oder  lieber  etwas  von  der  Genauigkeit 
opfern  und  die  Ellipse  nur  annähernd  ganz  aus  Kreisbugen  construiren 
will.  Die  erstere 'dieser  zwei  Verfahrungsweisen  beruht  auf  der 
Construction  der  KrOmmungsk^^ise,  und  sie  ist  es,  auf  die 
wir  hier  etwas  genauer  eingehen  wollen.  Ganz  mathematisch  genaue 
Kegelschnittlinien  erhält  man  zwar  bei  dieser  Construction  auch 
nicht,  da  die  KrOmmungskreise  immer  nur  in  drei  (resp.  vier)  El» 
roenten  mit  den  wirklichen  Curven  zusammenfallen,  man  aber  bei 
der  Construction  ein  ziemliches  Stuck  des  Kreisbogens  benutzt; 
berücksichtigt  man  jedoch  die  beim  Zeichnen  Oberhaupt  nur  mögliche 
geringere  Genauigkeit,  so  dOrfte  doch  diese  Methode  noch  richtigere 
Ellipsen  liefern ,  als  selbi«t  die  Bestimmung  durch  einzelne  Punkte, 
bei  welcher  man  vermöge  der  beim  Bestimmen  vieler  Punkte  Aich 
anhäufenden  unvermeidlichen  kleinen  Fehler  selten  schone  Ellipsen 
erhält;  auch  werden  die  beim  Zusammenziehen  einer  durch  einzelne 
Punkte  bestimmten  Ellipse  etc.  aus  freier  Hand  eintretenden  Fehler 
zum  grossen  Theil  ganz  vermieden,  z. Th.  verringert,  indem  durch 
die  vorhandenen  Kreisbögen  die  freie  Handzeichnung  sehr  erleichtert 
wird. 

2)  Zwei  Kegelschnitte  können  sich  in  vier  Punkten  durchschnei- 
den*), haben  sechs  gemeinschaftliehe  Secanten  ,  vier  gemeinschaft- 
liche Tangenten  und  sechs  gemeinschaftliche  Vielstrahlen,  doch  sind 
nicht  selten  imaginäre  Werthe  darunter.  Fallen  zwei  dieser  Schnitt- 
punkte  zusammen,  so  geht  die  gemein8<:haftliche  Secante  in  die  ge- 
meinschaftliche Tangente  Ober,  die  beiden  Kegelschnitte  bilden 
eine  Osculation  der  ersten  Ordnung.  Fallen  drei  gemeinschaftliche 
Punkte  beider  Kegelschnitte  in  einen  Punkt  zusammen,  so  giebt 
diess  die  Osculation  der  zweiten  Ordnung;  die  Kegelschnitte  haben 


*)  Eine  sehr  deutliche  Daritelinng  über  die  Verhältnitie,  in  denen 
iwei Kegelschnitte  in  einander  stehen  I5nnen .  •.  Gh.  Fnulus:  ,,Grond-- 
Ifatea  *da^  naoerea  ebenvn  Geometrie*^  pag.  280^243. 
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ein«  f^eraeinschaftHche  Tangente,    durchschneiden   sich   aber   Im 

Bcrffhratigspankte.    Fallen  alte  vier  gemeinschaftlitben  Punkte  be^ 

der  Kegelschnitte  in  einen  Punkt  zusammen,  so  giebt  diess  eine  Os« 

ealaüoa  der    dritten   Ordnung;    beide  Kegelschnitte  haben   eine 

^emcifischaDliche  Tangente  und  der  eine  liegt  ganz  in  der  Fl8che 

des  isdem.     Die  Curven  zH-eier  Kegelschnitte  schmiegen  sich  bei 

^Oseulation  der  zweiten  Ordnung  inniger  an  einander  an,    ala 

kä  Atf  einfachen  Berührung,    und  bei  der  Oscdation  der  dritten 

Ordnung  nieder  inniger,  als  bei  der  Osculation  der  zweiten  Ord- 

BOBg;    d.  b.  es  ist  nicht  möglich,    zwischen   die  Curven  zweier 

Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  zweiten  Ordnung  vollziehen, 

dneo  Kegelschnitt  zu  zeichnen,    der  eine  Berührung  der  ersten 

Ordnimg  hervorbringt,   und  ebenso  ^chliesst  sich  die,  eine  Osco- 

btioD  der  dritten  Ordnung  vollziehende  Kegelschnittscnrve  enger 

in  den  g^ebenen  Kegelschnitt  an,  als  die  mit  ihm  eine  Osculation 

der  zw^ten  Ordnung  bildende  Curve. 

Ist  der  mit  einem  Kegelschnitt  eine  Osculation  höherer  Ord« 
uDg  eingehende  zweite  Kegelschnitt  ein  Kreis,  so  nennt  man 
Aesen  Krffmmungskreis.  Da  drei  Punkte  die  Lage  eines  Krei- 
ses bestimmen,  so  Ist  f(ir  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  immer 
Bor  ein  KrilmmungskreiA  möglich;  eine  Osculation  der  dritten 
Ordnnng  findet  zwischen  einem  Kegelschnitt  und  einem  Kreise  nur 
hl  de«  Scheitelpunkten  der  Axen  statt,  dagegen  ist  hier  die  Oscu- 
latiefl  der  sweiten  Ordnung  ausgeschlossen. 

Die  Bestimmung  des  Krilmmüngskreises  fiir  einen  gegebene» 
Punkt  eines  Kegelschnitts  kann  entweder  durch  höhere  Mathematik 
oder  durch  die  neuere  Geometrie  erfolgen ;  wir  beginnen  mit  letz- 
tcver,  dorch  welche  im  Allgemeinen  die  Lehre  von  den  Kegel« 
sehaitten  an  Klarheit  und  Zusammenhang  viel  gewonnen  hat. 

3)  Zwei  Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  ersten  Ord» 
Boag  vollziehen,  sind  perspectlvisch  collineär:  erstens  für  den  Be- 
rthtungspunkt  O  (Taf.  1.  Fig.  l.)  als  Collineations- Centrum  und 
die  Tangente  RS  als  Collineations-Axe  *);  zweitens  für  O  als 
Celihieations  •  Centrom  und  J^X  als  Collineations- Axe;  drittens  fär 
einen  ansserhalb  RS  liegenden  Punkt  O'  als  Collineations-Centrum 
osd  RS  als  Collineations -Axe  und  viertens  für  O'  als  Collineations* 
CcntnuD  ond  MX  als  Collineations  •  Axe  **)•    Sind  daher  von  einem 


*)  Wa«  jedoch  nicht  benatzt  irerden  kann,  da  hierdnrch  alle  Punkte 
•fsea  KegeltchniUs  mit  0  des  anderen  als  homolog  tirh  ergeben. 

**)  Ob  noeh  andere  gemeinschaftliche  Vielitrahlen  gleichartiger  T^age 
•lad,    deren  Scheitel  dann  auf  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
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K^gekohniCte,  4er  m\%  etoem  gegebenen  K^gielschmtte  ABC  in 
O  ^ine  Oscalation  der  ersten  OrdiMmii;  vollziehen  soll^  noch  drei 
Punkte  Aiy  Bit  C|  gegeben,  »o  können  die  weiteren  Punkte  ge. 
funden  werden,  indem  man  zn  Ai,  B^,  C^  die  homologen  Pankte 
Ai  B,  C  und  somit  die  homologen  Richtungen  AB,  AiB^;  BC, 
BiCii  AC$  AiCi  bestimmt;  die  Verbindungslinie  der  Convergenz- 
punkte  a,  ß,  y  liefert'  die  Collineaüons-Axe  XX  für  O  als  Colli* 
neations-Centrnitt.  Umgekehrt  lässt  sich  diess  zur  Construction 
der  Kegelschnitte  b^otzen,  sobald  ausser  einer  Tangente  RS 
nebäl  Jbrem  Berührungspunkte  O  noub  drei  Punkte  A,  B^  C  der 
Curve  gegeben  sind:  Man  zieht  durch  O  einen  beliebigen  Be* 
rfihruugskreis,  bestimmt  fOr  O  als  Collineations-Centrum  die  homo- 
logen Punkte  Alf  Bi^  Ci'iuk  Kreise,  und  hiernach  wie  oben^  die 
Collineations-Axe.  Der  dem  beliebigen  Punkt  Fj  des  Kreises 
entsprechende  Punkt  F  des  Kegelschnitts  wird  als  Schnitt  des 
Collineations- Strahls  OF^  mit  der  zu  (^iP]d  homologen  Linie  CFd 
erhalten,  welche  letztere  durch  C  und  den  Convergenzpunkt  d  der 
homologen  Richtungen  in  der  Collineations  Axe  bestimmt  ist. 

4)  Zwei  Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  zweiten  Ord- 
nung Vollziehen,  sind  per^pectivisch  collineär:  erstens  für  den  B«* 
ruhrungspunkt  O  (Taf.  L  Fig.  2.)  als  Centrum  und  Tangente  RS 
als  Axe,  was  wiederum  aus  oben  angegebenem  Grunde  nicht  ou 
benutzen  ist;  zweitens  fClr  O  als  Collineations-Centrum  und  die 
gemeinschaftliche  Secante  OB  als  Axe;  drittens  für  den  Durch* 
schnitt  O'  der  Tangente  RS  mit  der  zweiten  gemeinschaftlichen 
Tangente  EO'  als  Collineations-Centrum  und  RS  als Collincations- 
Axe  und  riertens  fiir  (y  als  Collineations-Centrum  und  OB  als  Axe. 

Sind  daher  von  einem  Kegelschnitte,  der  mit  einem  gegebenen 
eine  Osculation  der  »weiten  Ordnung  vollziehen  soll^  noch  zirei 
Punkte  gegeben,  so  ist  derselbe  vollkommen  bestimmt,  da  der 
Convergenzpunkt  a  der  homologen  Richtungen  AC  und  A^Ci  den 
einen  und  O  den  zweiten  Punkt  der  Collineations-Axe  OB  für  O 
als  Centrum  bestimmt. 

Da  drei  Punkte  einen  Kreis  bestimmen ,  so  giebt  es  ffir  jeden 
Punkt  der  Kegelschnittscurve  nur  einen  Krümmungskreis.  Die 
Be&timmong  dieses  Krümmungskreises  für  einen  beliebigen  Punkt 
einer  gegebenen  Curve  ist  nach  Paulus  pag.  242.  folgende:  ^»Zieht 
man  vom  Collineations  •  Ceutrum  O  (Taf.  I.  Fig.  3.)  aus  OD±OC, 
so  entspricht    die   Sehne   CD  des  Kegelschnitts    offenbar  einem 


gente  liegen,  hängt  davon  ab,  ob  awisckoD  Kreis-  nad  KegelechniU  noch 
reeUc  gemeinschaftliche  Punkte  und  Tangenten  vorhanden  eind  oder  nkbi. 
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üurctoi€cs€F  des  gesuchtei»  Kreises.  Construirt  man  noch  eine 
zweite  solciie  SeliDe  AB  im  Kegelschnitt,  so  wird  der  CoiiTer- 
getizpoAkt  M  dieser  zwei  Selineii  dem  Mittelpunkte  Mi  des  ge* 
SQcblen  Kreises  homolog  sein.  Dann  ist  aber  auch  die  Polare  a6» 
welche  dem  Punkte  M  des  Kegelschnitts  entspricht,  der  Polaren 
honolog,  \relche  dem  Mittelpunkte  Mi  des  Kreises  entspricht 
Ke  letztgenannte  Polare  ist  aber  eine  Gerade  des  unendlichen 
Aaumes,  folglich  ist  die  Polare  ab  in  dem  Systeme  des  Kegel* 
Schnitts  die  Gegenaxe  bei  der  Collineation  des  Kegelschnitts 
und  des  gesuchten  Kreises.  Die  Axe  der  Collineation  geht  aber 
immer  der  Gegenaxe  parallel,  und  weil  dieselbe  bei  einer  Ösen- 
lation  der  zweiten  Ordnung  auch  durch  den  Punkt  O  geht,  so  ist 
die  Gerade  OIF,  w«  Iche  durch  0\\ab  gezogen  wird,  die  Axe  der 
Collineation.  Durch  das  Centrum  O,  die  Axe  OX  und  die  Gegen- 
axe ab  ist  aber  die  Collineation  vollkommen  bestimmt,  und  man 
kann  sogleich  den  Kreis  oder,  wenn  man  lieber  will,  auch  den 
Mittelpunkt  desselben,  welcher  dem  Punkte  M  homolog  ist,  con- 
stmiren.  Zieht  man  z.  B.  durch  M  die  Richtung  yc  und  an  den 
Schnittpunkt  c  mit  der  Gegenaxe  ^en  Collineations-Strahl  Oc  und 
nun  durch  den  Schnittpunkt  y  mit  der  Axe  yMi  \\  Oc,  so  sind  yM 
und  yMi  homologe  Richtungen  der  zwei  Systeme  und  der  Colll- 
neations  -  Strahl  OM  bestimmt  auf  y^|  den  Mittelpunkt  Mi  des 
gesuchten  Kreises. 

Ist  die  Tangente  des  Punktes  O  bekannt,  ST,  so  ist  MO±  ST^ 
iwd somit  zur  Bestimmung  von  M  blos  eine  Sehne  zu  ziehen  nOtbig. 

Will  man  diese  Construction  zur  Bestimmung  des  Krfimmnngs- 
balbmessers  für  den  Punkt  E  (Taf.  1.  Fig.  4.)  einer  durch  zwei  conjugirte 
Durchmesser  gegebenen  Ellipse  (o.  a.  Curve)  benutzen,  so  muss  man 
zunächst  die  GrOsse  der  auf  Eß  winkelrecht  gezogenen  Linie  EF 
bestimmen.  (Bei  der  Ellipse  kann  diess  mit  Hilfe  eines  um  AS 
geschlagenen  Kreises  durch  Affinität  geschehen,  bei  andern  Cur- 
fen  kann  man  einen  perspectivisch  collineär  liegenden  Kreis  zeich« 
neu  (s.  3.)  und  von  diesem  aus  die  Bestimmung  vornehmen);  M 
ist  der  dem  gesuchten  Mittelpunkt  des  Kreises  homologe  Punkt 
in  der  Ellipse.  Zur  Bestimmung  der  Polare  braucht  man  noch 
eine  zweite  durch  M  gehende  Linie;  diese  ergiebt  sich  jedoch 
leicht,  indem  man  EG±ED  und  DM  zieht.  Die  zu  PBund  GD 
bestimmte  Polare  bestimmt  die  Richtung  der  durch  E  gehenden 
CoHineations-Axe;  die  weitere  Construction  ist  sodann  wie  oben. 

Diese  ConstrnctioH  lässt  sich  auch  zur  Angabe  der  Krflm- 
— gshalhmenser  für  die  Endpunkte  der  conjugirten  Dnrehmesser 
sdiMt  tenntBen.   (Taf.  L  Fig.  6.) 
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Dd  die  Polare  die  Eirm  Halbmesser  MK  conjugirte  RkbluDg 
besUzt,  flo  kann  man  auch  nofort  die  Collineatioos-Aze  dureh  C 
parallel  dem  zu  MK  conjugirten  Durchmes^ier  ziehen. 

Sind  die  Hauptaxen  der  Ellipse  gi^eeben  und  für  E,  (Taf.  I. 
Fig.  6.)  der  Kriininiun<;skreis  zu  bestimmen,  so  ergiebt  sieh  das 
rechtwinkelige  Dreieck  EHF  sogleich  durch  die  Ordinaten«  und 
der  zu  FH  conjugirte  Durchmesser  bestimmt  sogleich  die  Rich- 
tung der  Collineations-Axe.  Da  der  conjugirte  Durchmesser  pa- 
rallel der  Tangente  in  F  ist,  so  kann  man  auch  die  Collineations- 
Axe  parallel  der  Tangente  FL  ziehen,  welche  letztere  sich  leicht 
sofort  durch  die  Lage  der  Tangente  EL  ergiebt;  da  LR  =  RN^ 
80  kann  man  auch  sofort  iV  bestimmen  un(1  mit  E  verbinden. 
Zieht  man  nun  zwischen  EH  and  EF  durch  y  eine  Linie  so,  dass 
sie  von  E31  halbirt  wird  (was  leicht  geschieht,  indem  man  EO 
in  <$  halbirt  und  mit  JS  durch  y  eine  Parallele  zieht),  so  ist 
diess  der  Durchmesser  und  Mi  der  Mittelpunkt  des  gesuchten 
KrOmmungskreises.  Die  in  F  gezogene  Tangente  niuss  sieh  mit 
der  des  homologen  Punktes  f  in  der  Collineations-Axe  schneiden, 
LF  ist  aber  parallel  der  Collineations-Axe,  somit  auch  diese 
Tangente  parallel  der  Collineations-Axe.  Diese  Tangente  steht 
aber  winkelrecbt  auf  Mif,  folglich  sieht  yMt  JL  auf  der  Collineations- 
Axe,  was  man  mit  Vortheil  für  die  Construction  benutzen  wird. 
Da  wir  von  der  Länge  der  Hauptaxen  nicht  besonders  Gebrauch 
machen,  so  ist  diese  letztere  einfachere  Construction  auch  an- 
wendbar, sobald  nur  die  Richtung  der  Hauptaxen  und  sonst  hin- 
längliche Stücke  zur  Bestimmung  der  Tangenten  gegeben  sind. 
Die  Bestimmung  der  Richtung  der  Hauptaxe  ist  aber  mit  Hilfe 
der  Kreis -Involution  ziemlich  leicht  (s.  Paulus). 

Der  gefundene  Kruniniungskreis  lässt  sich  dann  auch  zur  An- 
gabe einzelner  Punkte  der  Ellipse  für  E  als  Centrum  und  Ey  als 
Collineations-Axe  benutzen.  Dieselbe  Construdion  gilt  auch  lur 
die  Hyperbel  und  Parabel  (s.  Taf.  1.  Fig.  7.  und  Fig.  8.). 

5)  Zwei  Kegelschnitte,  die  eine  Osculation  der  dritten  Ord- 
nung vollziehen,  sind  für  den  Berührungspunkt  als  Collineations- 
Centrum  und  für  die  gemeinschafllicbe  Tangente  als  Collineations- 
Axe  auch  für  die  einstimmige  Lage  der  homologen  Elemente 
per»-pectivisch  collineär,  es  lüsst  sich  daher  dieses  Verhalten  sofort 
zur  Construction  des  zweiten  Kegelschnitts  benutzen,  sobald  von 
diesem  noch  ein  Punkt  gegeben  ist  Der  Kreis  konnte,  wie  be« 
reite  erwähnt,  nur  in  den  Scheitelpunkten  der  Axen  eine  Oscula- 
tion der  dritten  Ordnung  vollziehen ;  die  Bestimmung  dieses  Krfim- 
maogskreises,  der  fSr  die  Zeichnung  nun  besonders  wichtig  wird» 
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bM  atu8er  aaf  dem  allgeneinen  Wege  durch  Bestimmang  des 
Mittelponktes,  wie  oben  nach  Paulue  angegeben,  sehr  einfach 
dadorefa  erfolgen,  daas  man  den  zweiten  Endpunkt  des  Durch- 
messers des  Kreises  bestimmt. 

Sind  AB,  CD  (Taf.  I.  Fig.  9.)  die  Uauptazen  der  Ellipse,  so 
epebt  sich  der  Kruramungskreis  ftlr  C,  indem  man  DB  bis  »ir 
Cilimeations-Aze  Cy  verlängert  und  vom  Schnittpunkte  y  auf  CB 
6»  Normale  fllillt;  C/>i  ist  der  Durchmesser  and  Jfi  somit  der 
Hittelpnnkt  des  gesuchten  Kreises;  denn  die  homologen  Linien 
D£  m)d  DiBi  müssen  sich  in  der  Collineations  Axe,  d.  i.  in  y, 
durchschneiden 9  und  CBiD^  muss  als  Peripheriewinkel  im  Halb- 
kreise ein  rechter  sein.  Ist  fiir  B  ein  anderer  Punkt  gegeben, 
so  bringt  diess  naturlich  eine  Aenderung  nicht  hervor.  För  die 
Seheitel  A  und  B  bleibt  die  Constrnction  ungeändert,  wie  in  der 
Figur  pnoktirt  angegeben. 

Dasselbe  Verfahren  ist  auch  bei  der  Hyperbel  und  Parabel 
zor  Construction  des  Krömmungskreises  im  Scheitel  anwendbar, 
Bar  iüt  darauf  Rucksicht  zu  nehmen ,  dass  bei  der  Hyperbel  zwei 
Punkte,  bei  der  Parabel  ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt. 

Ist  Rir  den  Scheitel  C  (Taf.  I.  Fig.  10.)  der  Hyperbel  der 
KrfiDioMingskreis  zu  zeichnen,  wenn  noch  ein  beliebiger  Punkt  B 
der  Hyperbel  gegeben  ist,  so  zieht  man  zunächst  die  Collineations- 
Aze  Cy^  verbindet  B  mit  C  und  D  und  zieht  vom  Schnittpunkte 
^'der  Linie  DB  mit  der  Collineations- Axe  yDi  ±CB.  COi  ist 
der  Dorchniesser  des  gesuchten  Kreises.  Der  Beweis  ist  der 
obige,  sobald  man  beachtet,  dass  Z>|  im  Kreise  dem  zweiten 
Scheitel  />  der  Hyperbel  homolog  ist. 

Ist  statt  des  Punktes  B  die  Asymptote  KS  (Taf.  1.  Fig.  11.) 
der  Hyperbel  gegeben,  so  ist  der  unendlich  entfernte  Punkt  der 
Lhiie  KS  ein  Punkt  der  Hyperbel,  und  hiernach  wird  Z>|  sofort 
erhalten,  indem  man  Dy  ||  der  Asymptote  KS  zieht  und  in  y 
die  Normale  yD^  errichtet.  (7,  sind  die  Punkte  des  Kreises,  die 
den  anendlich  entfernten  Punkten  der  Hyperbel  entsprechen.  Da 
Cr=  Ty,  so  kann  man  auch  sofort  im  Durchschnitt  T  der  Asym- 
ptote und  Collineations- Axe  eine  Normale  errichten  und  im  Durch- 
schnitt mit  der  Aze  den  Mittelpunkt  Mi  des  KrOmmungskreises 
hestimroen. 

Bei  der  Parabel  entspricht  D^  (Taf.  I.  Fig.  12.)  des  KreUes 
fitem  unendlich  entfernten  Punkte  D  der  Parabel;  die  Linie  DB 
wird  demnach  hier  eine  durch  den  gegebenen  Punkt  B  gezogene, 
nit  der  Axwirichtung  CE  parallele  Linie ;  fiUlt  man  nun  von  /  auf 
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d  eine  Normale,  fto  erhSit  man  In  Cl^   den  gesuchten  DureiH 
messer  des  KrQmmangskreises. 

Da  der  so  gefundene  Krümmangskreis  mit  dem  Kegelschnitt 
fSr  den  Berührungspunkt  als  Centrum-  und  die  Tangente  als  Axe 
perspectivisch  collineär  ist,  so  kann  man  diesen  Kreis  dann  auch 
zur  Bestimmung  einzelner  Punkte,  welche  zum  Zusammenziehen 
der  Curve  noch  nOthig  erscheinen  dfirften,  benutzen.  Wie'num 
einzelne  Punkte  übertragen  kann,  ist  als  bekannt  voraQSzasetzen,> 
jedoch  auch  in  3)  beispielsweise  gezeigt  *). 

6)  Die  Ableitung  der  KrOmmungskreise  durch  höhere  Mathe* 
matik  bietet  fiir  einzelne  Fälle  noch  einfachere  Resultate  dar. 

Bezeichnet  p  den  halben  Parameter  (Hauptparameter)  und  a 
die  halbe  Hauptaxe,  so  gilt  fiir  die  Kegelschnitte  hei  rechtwink- 
liehen  Coordinaten  vom  Scheitel  aus  gezShIt  allgemein  die  Formel: 

und  hiernach  wird  der  Krümmungshalbmesser: 

Für  a:=0  wird  Q=^p,  d.  h.  für  die  Scheitelpunkte  der 
Hauptaxe  ist  der  Krümmungskreis  gleich  dem  halben 
Parameter.  Der  Parameter  ist  aber  bei  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel die  dritte  Proportionale  zur  grossen  Axe  (Hauptaxe) 
und  kleinen  Axe  (Zwerchaxe),  bei  der  Parabel  vier  Mal 
so  gross  als  die  Brennweite.  Bezeichnet  a  die  halbe  Haupt- 
axe, b  die  halbe  zweite  Axe,  so  ist  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel 
a:b=^b:p,  d.  i. 

b^ 

bei  der  Parabel  /i  =  2x  Brennweite,  d.  i.  =  Abstand  des  Brenn- 
punktes von  der  Directrize.  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ergiebt  sich 
demnach   folgende  Construction :     Man   errichtet  auf  der   Verbin« 


')  Aehnliche  Conttructioncn  enthält  OÜTier:  „Conipl^neDit  de 
g^om^trie  descriptiire'^  pag.  461—467.  mit  Benutzung  der  höheren 
Mathematik. 

")  Für  a  positiv  giebt  sie  dits  Ellipse,  fär  a  negatW  die  HyperAdl, 
fdr  9=^9*di«  Fanihel,  fdr  as:ip  den  Krei«. 

**>  6.  Llttr«ws  „AAleUvngsarhöhereiiMa(haBi«tik'*p.  IST. 


••I 
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dnngfllhiie  J/>  (Taf.  II.  Fig.  13.  and  14.)  in  Z>  eine  Normale ;  if  £  ist 
der  Krommongshalbmesser  fOr  die  Scheitel  A  und  B. 

Sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel  gegeben,  so  kann  man 
Mfort  in  G  (Taf.  Ib  Fig.  14.)  eine  Normale  errichten,  Sf  ist  der 
Mittelpunkt  des  KrGmmungskreises  *).    Wenden  i^ir  obige  Fprmel 

ipeciell  fflr  die  Ellipse  an»  indem  wir  für  p  den  Werth  —  ein- 
Mtxeoy  80  ergiebt  sich: 

,=t.(.^?)+?<i-fw.-^=t.<«-f)4'f-j)'i'x: 

1    a 
Ffir  j?=a  wird 

e=[a(2-l)+-(l--)«]l-y-  =  -^-  =  y. 

Somit  ergiebt  sich  der  Krümmungshalbmesser  für  die  Enden 
der  kleineo  Axe,  indem  wir  auf  die  Sehne  AD  (Tat  II.  Figp.l3*)  in 
A  eiae  Normale  «^richten;   LK  ist  der  Krümmungshalbmesfler» 

Ist  der  Brennpunkt  F  gegeben  und  man  errichtet  In  F  eine 
Normale  FU±Fi),  so  bestimmt  diese  sofort  den  Mittelpunkt .  AI 
des  Krumniungskreises  für  D,  denn  FD=a. 

Fär  die  Hyperbel  wird  die  Formel,  wenn  wir  fär#  sofort  den 
segaÜTeo  Wertb  herstellen: 


*)  Ist  das  VerhaUiiist  der  Axen  bekiintiC,  wie  et  t.  B.  bei  den  uti* 
■melrieelMn  KIlipeea  hAnfig  Torkonmil,  so  kann  man  die  Mittelpoakte 
te  KfiHDniBngskreiae  saweilen  nonti  emfacher  finden;  s.  B.  bei  der  iio» 

»etricchen  Elllfee  iet  das  Verhiltnira  der  Axen  a:^r=1^äc1,    eomh  de* 
kriainiangthalbBiet«er  q  für  die  Kaden  der  kleinen  Axe  =-=r^ — ^-^=3^; 

thr  die  Scheitel  der  grossen  Axe  ^i  = — = -•  Bei  dem  monodirnetrischen 

Verhütnise  1 : 1 1  i  ist  in  der  Griradebene  4ie  kletne  Axe  =:  |  de#  gvear 
MB)  demnacb  der  KrümniangshalbnieMeK  ;.   .    \ 

etc. 
AatliliHidier  hierüber  s.  Lehrbneh  der  Axonometrie.     4.  Lief. 
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d.  i.  für  p  =  — : 

,=i^+f)+^'(i+f)^..:^. 

För  die  Parabel  ist  a%=oo,   demnach 

^=:(2a:+/i)«-7^- 

7)  Einfachere  Constructionen^  als  sich  durch  obige  Formeln 
fär  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve  ergeben,  erhält  man 
durch  EinfOhrung  der  Normale 


setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Formel  ein ,   so  wird  q  =  —;^^ 

Wie  man  diese  Formel  auf  einfache  Weise  construiren  kann 
ist  vom  Herrn  Fabr.-Comniissionsrath  A.  Brix  abgeleitet»  wir  be- 
gnügen uns  daher  mit  der  Angabe  des  Resultats:  »«Es  sei  F 
(Taf,  II.  Fig.  15.)  der  Brennpunkt»  Q  ein  beliebiger  Curvenpunkt» 
QN  die  Normale.  Man  ziehe  durch  Q  und  F  die  Secante  FQ, 
errichte  in  N  das  Perpendikel  NM  auf  QiV,  welches  die  Secante 
in  ^schneidet;  dann  ziehe  man  MO  senkrecht  auf  QM  und  ver- 
längere die  Normale  bis  zum  Durchschnitt  O  mit  dieser  Senk- 
rechten, so  ist  QO  der  Krümmungshalbmesser  des  Curvenpunk- 
tcs   Q." 

8)  Diese  Construction  setzt  die   Brennpunkte,   also  auch  die 

Hauptaxen    als    gegeben    %oraus;     sind    blos    zusammengehfirige 

Durchmesser  bekannt,    so  lassen  sich  allerdings  ans  diesen  die 

Hauptaxen  auf  ziemlich  einfache  Weise  finden,  in  einzelnen  Fäl* 

len  dürfte  es  aber  doch  vortheilhafter  sein,   sogleich  die  KrOm* 

mungskreise    der    Enden    der    zusammengehörigen    Durchmesser 

zeichnen  zu  können,  und  iSsst  sich  hierfiir  das  im  Folgenden  näher 

entwickelte  Verfahren  benutzen.    Es  ist  dasselbe  selbst  bei  gege« 

benen  Hauptaxen  fiir  beliebige  Punkte  anwendbar,  da  es  ziemlich 

einfach  ist:    Bezeichnen  wir  die  conjugirten  Durchmesser  durch 

/  und  m  und  den  Winkel,  den  sie^  einschllessen,  durch  z,  so  ist 

der  Kriimmungsbalbmesser  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  (ilr  die 

p 

Enden  des  Halbmessers  m   r— -•     FOr  die  Enden   des   Halb* 

m.sinz 

messers  /  der  Ellipse  wird  q'  =^    .  ^'     FOr  die  Parabel  bt  der 
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Krfiinniangsbalbinesser  s:-?^,    wenn  p^   den  Parameter   fiir   die 

insaminengehririgen  Durchmesser  bezeichnet.  Wir  haben  also  die 
fSr  rechtwinkelige  Axen  gefundenen  Werthe  nur  durch  sinz  zu 
diridiren,  nm  diese  Formeln  für  conjugirte  Durchmesser  benutizen 
so  koonen.  —  Hiernach   ergeben    sich    folgende   Constructionen. 

Ffir  die  Ellipse  und  Hyperbel:  Man  ßllt  vom  Endpunkte  A 
(Taf.ll.  Flg.  ]&  und  Fig.  17.)  die  Normale  AE,  trägt  EGzizKC  ab  ood 

P 

errichtet  in  G  die  Normale  GH  auf  AG;   EH=i  — : —  ist  der  ire- 

m  sm  z  ° 

suchte  Krümmungshalbmesser  fiir  A  und  ß. 

Durch  gleiche  Construction  erhält  man  bei  der  Ellipse  den 
fdr  C  und  D  geltenden  Krümmungshalbmesser,  wie  schon  daraus 
folgt,  dass  man  ja  jeden  der  beiden  Durchmesser  als  Abscissen- 
Unie  annehmen  kann,  aber  auch  durch  die  Formel  gefunden  wird; 
\ü  Taf.  11.  Fig.  16.  ist  diese  Construction  punktirt  angegeben. 

Soll  für  einen  beliebigen  anderen  Punkt  der  Krummungskreis 
besttrorot  werden,  so  kann  man  für  diesen  erst  zwei  conjugirte 
Dorcfamesser  bestimmen  und  dann  wie  so  eben  gezeigt  verfahren. 

FOr  die  Parabel  ergab  sich   der  (ilr   C  (Taf.  H.  Ffig^l80  gel* 

teade  KrOromangshalbmesser  als  -t-^.     Der  halbe  Parameter  für 

^  sin  2 

die  zasammengchurigen  Axen  pi   ist  aber  gleich  2CE  oder  auch 

=z\LK(=:LG=zGK),  wenn  LK  eine  paraHel  der  Tangente  von 

C  durch  den  Brennpunkt  F  gezogene  Linie  ist,  =  EG,    Es  lässt 

sich  dieser  Parameter  auch  leicht  aus  einem  gegeboBen  Punkte 

der  Parabel  ableiten,  indem  yi*=2/?,:r, ,  d.  i.  p,  =  J^.  —  Aus pi 

ergiebt  sich  der  Kriimmungshalbmesser  (lir  C  nun  folgend:  Man 
sieht  GH}_  CD  und  LH±LK±  TT;  GH  ist  der  gesuchte  KrOm- 
mnngshalbmesser.  BerOcksichtigt  man  noch  die  Congruenz  der 
Dreiecke  CNJH  und  LGH,  so  lässt  sich  noch  leichter  sofort  /If 
bestimmen,  indem  man  CN=a  halbem  Parameter,  d.i.  r=:LG=sEG, 
aufträgt  und  in  N  eine  Normale  auf  CN  errichtet. 

Der  Beweis  för  die  Richtigkeit  dieser  Angaben  lässt  sich  fol- 
gendermaassen  führen: 

Sei  CO  (Taf.  11.  Fig.  19  )  eine  beliebige  Curve,  C  der  durch  die 
scbiefwinkeligen  Ordinaten  x  und  y  bestimmte  Punkt,  für  welchen 
der  Krtlromongskreis  gesucht  werden  soll;  A  der  Anfangspunkt 
der  Absclssen;  ferner  M  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Krflm- 
rovngskreises,  er,  ß  die  Chdinaten  desselben  und  q  der  Halbmes- 
Die  Kreisgleichung  wird  unt^r  diesen  Voraussetzungen: 
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(1)  (a:-a)«  +  (y-/J)«-2(a:-.a)(y— i5)co82=^^«. 

Die  weitere  Ableitung  kann  nun  ganz  analog  der  in  Littrow 
p.  180.  für  rechtwinkelige  Coordinaten  angegebenen  erfolgen :  Diffe- 
rentiirt  man  diese  Gleichung  zwei  Mal  nach  einander  und  setzt  das 
erste  PiflTerential  dx  constant,  so  erhält  man: 

(2)  (jr— a)a^+(y— /S%-cosr(ar— a)a!y— cosz(y— /3)3x=:0 

und 

(  Sa:*— cos2.8a:8y +  8y*  +  (y— /5)8^  — co8t.8y8.T 

(3)  1 

(  —  cos  2(0:— «)  3*^=0. 

Aus  (2)  und  (3)  folgt,   wenn  3a:*  +  8y*=3«*  gesetzt  wird: 

(cos  Jdx  —  dy)  (ds^  —  2co828jr&y) 

""  (cosx*— l)3d?.3^ 

^ (dx  —  cos  I  &y)  (85*  —  2  cos  z  dx  dy) , 

^""^"^  (COS2«— l)aa:.a*y 

und  hiemach : 

(^ = [(cos  zdx — 9y)*+(8x— COS  28^)*— 2  cos  2(cos  280:— 8y)(8a: — cos  28y)  J 

/85»-2cos2 . 8:r  8y  Y 
\  (cos 2* — l)Bx3^J 

_  (ai«-^2cosx8aa8y)sin2g(85*~2cosg.aT8jr)»_(af«--2cog2.8ar8y)»siP2» 
""  [(cos2a-l)8x.8^]«  "■     (— sin2«.8a:'8«y)«     ' 


_  V  (8r>— 2cos28jr8y)» 
^"~         — sin  2. 8ar  8^ 

Wenden  wir  non  diese  für  schiefwinkelige  GoordhiateR  abge- 
leitete Formel  des  Krümmungshalbmessers  auf  die  GleiduMig  det 
Kegelschnitte  aus  zusammengehörigen  Coordinaten  an: 

Die  zusammengehörigen  Durchmesser  seien  /  und  m^  m  Abscis- 

P 
senaxe.    Bezeichnen  wir  den  Werth  —    bei  der  Ellipse  und  Hy- 
perbel durch  pi9  und  ebenso  den  Parameter  der  zusammengehurigen 
Durchmesser  bei  der  Parabel  mit  pi ,  so  hat  man  für  die  gemein- 
same Gleichung  dieser  drei  Curven: 


y«=2p,*-&^; 
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sie  gehSrf  fQr  die  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nachdem  m 
poaitivy   negativ  oder  uoeodlich  gross  ist. 

Durch  zweimaliges  Differentiiren  erhält  man: 


8*«=[y«+ft'(i-^)']-^" 


ond 


a^=-[J.,Hp.«(i-S)'1^5 


und  hiernach : 


^^  |[y'W(i-|)']^1^-2co„.8..(i-|)g^i ' 


*  = 


(y2+p,.(l  _£)«_2c(wz{l  -  |)pjy)l 


und   wird  ^  in  d;  umgesetzt: 


[:r(2-|)-Hp.(l-|)«-2co»(l-|)  V  2p,.-g^* 

sin2.;i^ 

Für  x=0  wird  allgemein  ^=-?^,  d,  i.  für  die  Ellipse  und  Hy- 

perbel  =  — -t — ;  fiir  die  Parabel  =  -^  - 

ml 
Für  die  Ellipse ^wird  ferner  für  a?  =  iit  ft=^; j,  d.i.  weoo 

fllr  pi^z—  eingesetzt  wird : 
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ml  inß 


Qi- 


Vl'p     Isim' 
m 


8ID 

V    m 

9)  Für  das  nach  Angabe  mehrerer  Krfimroungskreise  oocb 
erforderliche  Zusammenziehen  aus  freier  Hand  ist  zu  beachten, 
dass  nur  die  Krfiromungskreise  in  den  Scheiteln  der  Axen  ganz 
innerhalb  oder  ausserhalb  der  Curve  des  Kegelschnitts  liegen,  \n 
allen  andern  Punkten  aber  der  Kruromungskreis  die  Curve  durch- 
schneidet. Die  KrOmmungskreise  in  den  Scheiteln  der  Hauptaxe 
(grossen  Axe  bei  der  Ellipse)  liegen  ganz  innerhalb  des  Kegel- 
schnitts; der  Krömmungskreis  für  die  Scheitel  der  kleinen  Axe 
umschliesst  die  Ellipse.  Die  Krümmungshalbmesser  werden  um 
so  grr>sser,  je  weiter  der  Punkt  von  den  Scheiteln  der  Hauptaxe 
entfernt  liegt;  bei  der  Ellipse  6ndet  der  grusste  Krümmungshalb- 
messer bei  j;=:a  statt,  wie  sich  durch  Nullsetzen  des  ersten  Dif- 
ferentialquotienten  der  Gleichung 

e  =  [a.(2-f)+p(l-f)«]J 

ergiebt;  bei  der  Parabel  und  Hyperbel  für  a:=ac. 

Man  muss  daher  beim  Zusammenzieheu  der  Kegelschnitts- 
curve  aus  freier  Hand  bei  dem  nach  dem  Scheitel  der  grossen  Axe 
zu  gerichteten  Theile  des  KrOmmiingskreises  stets  herein,  bei 
dem  vom  Scheitel  abgewendeten  Bogen  des  Kriimmungskreises 
heraus  gehen»  oder  mit  anderen  Worten:  der  Krümmungskreis 
durchschneidet  die  Kegelschnittscurve  so,  dass  der  nach  dem  Schei- 
tel  gewendete  Bogen  des  Krümmungskreises  ausser  die  Curve, 
der  vom  Scheitel  abgewendete  Bogen  in  die  Curve  föllt.  Mathe- 
matisch lässt  sich  diess  leicht  durch  Aufsuchen  der  dritten  Diffe- 
rentiale nachweisen,  und  wird  au<;h  durch  einen  Blick  auf  die 
Figur  bestätigt,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  der  Krummungs- 
kreis  die  Kegelschnittscurve  nur  noch  in  einem  Punkte  schnei- 
den kann,  wie  oben  durch  die  neuere  Geometrie  bereits  gezeigt* 

10)  Will  man  nur  wenig  Krümmungskreise  zeichnen,  so  thut 
m»n  gut,  zwischen  den  gezeichneten  Krümmungskreisen  noch  ein- 
zelne Punkte  der  Curve  anzugeben,  und  hierzu  kann  man  dann 
mit  Vortheil  die  zwischen  dem  Krünimungskreise  und  der  Kegel- 
schnittscurve  bestehende  Collineation  benutzen,  wie  oben  gezeigt. 
Allerdings  lässt  sieb  hierzu  auch  jedes  andere  Verfahren  der  Be- 
stimmung einzelner  Punkte  aus  gegebenen  Grössen  imwenden. 
Hieraof  genauer  einzugehen,  liegt  nicht  in  der  Absicht  dieses  Auf- 
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Mtie9,    und  geben  wir  daher  nur  noch  speeiell  fSr   die  Ellipse 
dnige  hierher  gehörige  Constructiooen  an. 

Es  lassen  sich  nämlich  fSr  die  Ellipse  sehr  leicht  die  zasam- 
mengehorigen  Durchmesser  bestimmen,  die  in  die  Diagonalen  eines 
ÜB  die  gegebenen  Durchmesser  beschriebenen  Parallelogramms 
laDeo,  und  diess  sind  eben  Punkte,  in  welchen  die  für  AB ^  CD 
(Taf.  U.  Fig.  20.)  construirten  Krtimmungskreise  schon  bedeutend 
abweichen  werden.  Dass  diese  Diagonalen  wieder  zusamroenge- 
kSrige  Durchmesser  geben,  geht  schon  daraus  hervor,  dass,  wie 
leicht  zo  beweisen,  AC\\FF  und  AHz=iHC  ist.  Die  Grosse 
der  auf  diese  Diagonalen  fallenden  Durchmesser  beträgt:  Diagonale 

X  VI,  d.  i.  JK=GK.  VI,  KL^KF.  VI  ♦).  Man  kann  also  diese 


^  Der  Beweis  für  den  Satx,  daM  die  auf  die  Diagonale  eines  nm 
rvei  svsammengehörige  Durchmesser  beschriebenen  Parallelogramms 
fmlleodeo   zasammengchorigen   Durchmesser    gleich    der    Diagonale    mal 

V^  'ind ,  lässt  sich  am  einfachsten  dadurch  führen ,  dass  man  die  El- 
lipse als  Projection  eines  Kreises  betrachtet;    die   Diagonale   eines  um 

des  Kreis  beschriebenen  Quadrats  =  Halbmesser .  V2I  Es  lässt  sich  die- 
ser Sau  jedoch  auch  sofort  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  ableiten  9  wie 
folgt: 

Beteichoen  a  and  ^  die  halbe  grosse  nnd  halbe  kleine  Axe  der  El- 
lipse, 1  einen  mit  der  Hauptaxe   den  Winkel  a  einschliessenden  Dnrch- 
(TaLll.  Fig.  22.),   so  ist  die  Mittelpnnktsgleichung  der  Ellipse: 


. aT g*^* (s.  Lehmus,  Cnryen- 

y   ö«sina«+d«cosa«'  lehre.  J.  171.) 

~^*Y  ^•+sina»(fl«--d«)' 

Vm  hicraiis  snnächst  die  Mittelpunktsgleichung  der  Elüpse  für  znsam- 
■Magchörige  Halbmesser  /  nnd  /, ,  welche  den  Winkel  %  einschliessen, 
■«  erlttUen,  setsen  wir  in  obige  Gleichung  für  a  ^-f-fti  ein,  wenn  ^  den 
Wiakel  xwiacheo  A  und  /  beseichnet,  diess  giebt: 


X^ab\l  — — ^ - s » 

Y   ö^-{-ia* — ^^)(sin^cosai'-|'Ainai^cos^-f2sin^cosJsina|COsai) 

d.  L »    da  nach  der  Mittelpnnktsgleichnng 

Tkwl  XXIV.  a 
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Lungen  teicbt  erhalten «  indem  man  in  den  Halbirungfipoiikteii 
H,  H^  Perpendikel  HJSzzzHK  und  H^JS^^^H^K  emehtet  und  die 
Hypotenusen  NK  und  N^K  auf  die  Diagonalen  GG,  FF  aufträgt. 
Da  GK^^WAD^    FK=^\\ACf    so  kann  man  die  Zeichnung  des 


aUo 


ist: 


•ö 


5* 

I« 

10 


n 


II 


II 


II 


10 


10 


9 

m 

10 

'S" 

I 

+ 
10 


M 

I 

10 


s 


I 

K 


•s. 

le 

I 


^ 
^ 


o 

HB 


10 

10 


ä 


10 


s 


10 

SD 


9 


10 
19 


10 
10 


10 
I 

10 


19 

19 
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19 
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I 
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PMIelograroiBs  eivpareD:  Man  zieht  mit  AC  nod  AD  Paralle- 
les ond  bestimmt  sodann  ähnlich  wie  oben  fOr  die  Diagonale  OG 
iDYi  and  fiir  FF  AC.  VI. 


EfMiOB  ferner: 
Uglidi 


•=V"'-^'-V(^^)'-'-'' 


»(bin: 


««(/" 


«ad 

flt  (/«  _  ^.)  _  ^9  (ö«  _ /•)  = /«  (/a  ^. /j «)  —  2/% «  Bin  »•• 

Dtrdi  Sobttitution  dieser  Werthe  in  obige  Gleichung  folgt,    wenn  man 
to  Kane  wegen 

«i/  j  2  If  4  2 

+/*/,«tinS*y 
1      ^'^i  *i°  * 


ttin^cos^ 
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Bei  gegebenen    rechtwinkeligen  Axen   erhält  man  auf  diese 
Welse  die  gieichgrossen  conjugirten  Durchmesser;  die  för  die 

Endpunkte  derselben  geltenden  Krümmungshalbmesser  sind  -; — » 

jedoch  werden  In  den  meisten  Fällen  vier  Krümmungskreise  und 
▼ier  dergestalt  bestimmte  Punkte  zur  Construction  der  Ellipse 
ToUkommen  hinreichen.    Uebrigens  ist  der  Krümmungshalbmesser 

-; —  leicht  zu  construiren^  indem  man  nur  nuthig  hat^  von  /  (Taf.  II. 


//]«in8 


V^/i««io»*  +  8iiia«(/*+/,*— 2/i*8iii»*)  +  2«io^.co8^./i*«in».co«» 

//i  sin  % 
"*  t^/,  •  («in  8« .  CO«  2^  +  «in  2^ .  sio  » .  co«  2)  +  «in  B'  (J^  +  /i  *)' 

Bei  Be«timmang  der  Grösse  lUJ  wird  S=Si,    folglich,    da 


/i  sing 
^«?^i=/-/,cos» 


ist: 

//,  «ins 


Jf/= 


V''-(-'»«'T^+''"'-"-TTäT^>+^^+''*>l|^' 


«  ,_ l^i  «in  » 


.      •  /■  — /,*  +  2/,«cos»^— 2//,cosa 

/»  +  /l«— 2//iC0S3 


+  sin».cos»   /2^^^2_2//,cosa  +/«+/,»-2//jCos» 


/sin  s ^/«  +/i «—2//,  cos  s 


.  A    I  sina^C/^-Zi^  +  a/i^cosa«— 2//,cosa)  1 

^     (     +sin».cos«.2/i8ln»(/— /,cos8)  +  (^+/,«)/,«8ln»«     J 

/sin  »  Vl*-^  /i  *  —  2//,  cö^ 
""  1^2/«  «in  ä» 


_Vl^  +  li*'-2lliCOB9 

"  V2 

=V /•  +  /,«  — 2//,  cos».  Vi 

sxiWr.Vi. 

Ebenso  lässt  «ich  beweisen,   dass  iVZ  =  JfA'cV^  ist. 
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Rg.  21.)  eine  Normale  auf  LR  zu  fällen  und  in  K  eine  Normale 
auf  JK  so  errichten ;  RJ  ist  der  gesuchte  Krfimmungshalbroesser 
Md  swar  sogleich  in  der  gewünschten  Lage^  d.  h.  R  ist  sofort 
Mittelpunkf  des  Kfuromungskreises. 

Bei  rechtwinkeligen  Axen  lassen  sich  noch  vier  Punkte  sehr 
lödt  angeben^  die  ebenfalls  fär  die  Construction  aus  Krfim- 
■migskreisen  günstig  liegen;  nämlich  die  Endpunkte  der  durch 
den  Brennpunkt  gehenden  Ordinate,  d.  i.  der  Parameter  p.    Der- 

Mibe  ist  oSmlich  =  — »  d.  i.  gleich  der  Grusse  des  Krfimmungs- 

bilbmesssers  für  die  Scheitelpunkte  der  Hauptaxe.  Diese  Punkte 
lassen  sich  auf  gleiche  Weise  auch  bei  der  Hyperbel  und  Parabel 
bestimmen  und  benutzen. 


III. 

lieber  den  Vortrag  der  Lehre  von   dem   physischen 
Pendel  and  von  den  Momenten  der  Trägheit. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Ich  glaube»  dass  der  Vortrag  der  Lehre  von  dem  physisches 
Pendel  und  von  den  Momenten  der  Trägheit»  so  wie  derselbe 
lecwuhnlich  in  den  Lehrbüchern  der  sogenannten  höheren  oder 
analytischen  Mechanik  gegeben  wird»  einiger  Verbesserungen  und 
Vereinfachungen  fähig  ist,  namentlich  wenn  man  diese  Lehre  weniger 
ans  dem  Gesichtspunkte  der  reinen  Mechanik»  als  vielmehr  aus 
dem  Gesichtspunkte  ihrer  grossen  Wichtigkeit  för  die  Physik 
darzostellen  beabsichtigt»  wobei  es  wohl  ganz  unnOthig  ist»  auf 
die  grosse  Mangelhaftigkeit  der  meisten  gasgbaren  physikalischen 


t3  Grüner t:    üeber  den  Yortra{f  der  Lehre  tan  dem 

Lehrbücher  in  dieser  Beziehung ,  auA  denen  kein  Anfönger  eine  oar 
einigermaassen  richtige  und  deutliche  Vorstellung  von  diesem  Gegen- 
•t^de  belcommen  wird  /  hier  noch  besonders  hinzuweisen.  Insbesoo- 
dere  in  der  Lehre  von  den  Momenten  der  Träghcpit  hat  mir  immer  die 
Verbindung  einiger  elementaren  Betrachtungen  mit  den  Anwendungen 
der  Integralrechnung  zweckmässig  und   der  Einfachheit   furderlich 
geschienen.      Die    Wichtigkeit   des    Gegenstandes,    insbesondere 
auch  für  die  Physik ,  veranlasst  mich,  denselben  hier  in  der  Weise 
zu  entwickeln ,  welche  ich  in  meinen  Vorlesungen  über  sogenannte 
höhere  oder  analytische  Mechanik  zu   befolgen  pflege»   was  dem 
Zwecke  dieser  Zeitschrift,    welche  besonders  auch  die  Verbesse- 
rung des    mathematischen  Unterrichts  sich   zur  Aufgabe  gemacht 
hat,   durchaus  nicht  entgegen  ist,    hauptsächlich  dann,    wenn  der 
Gegenstand  von  so  grossem  Interesse  und  von  so  grosser  Wich- 
tigkeit ist,    wie    der   vorliegende.      Um   die  Beurtheilung  diesen 
Aufsatzes   auf  den   richtigen  Standpunkt  zu  stellen,     wiederhole 
ich,  dass  ich  in  demselben  hauptsSchlich  und  zunächst  die  grosse 
Wichtigkeit  des  darin  behandelten  Gegenstandes   für  die  Physik 
im  Auge  gehabt  und  namentlich  deshalb  auch  möglichste  Einfach- 
heit zu  erreichen  gesucht  habe. 


§.  I. 

Dass  man  bei  der  Entuickelung  der  Lehre  vom  physischen 
Pendel  in  einem  Vortrage  über  sogenannte  höhere  oder  analytische 
Mechanik  von  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
Systems  von  Massen  ausgeben,  und  diese  Gleichungen  als  bekannt 
voraussetzen  muss,  versteht  sich  von  selbst.  In  meiner  Abhand- 
lung: Ueber  die  Stabilität  der  Schiffe  (Archiv.  ThI.XV. 
Nr.  I.)  habe  ich  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  entwickelt, 
und  kann  mich  daher,  auch  rücksichtlich  der  Bedeutung  der  iro 
Folgenden  gebrauchten  Zeicben,  auf  jene  Abhandlung  beziehen. 
Bei  der  Entwickelung  der  Theorie  des  physischen  Pendels  brauchen 
vrir  jedoch  nur  die  eine  Gleirhung,  welche  dem  Falle  entspricht, 
wenn  das  System  der  Massen  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist. 
Diese  Gleichung  ist  (a.  a.  O.  S.  13.),  wenn  die  Drehungsaxe  als 
Axe  der  i,  hier  zugleich  als  horizontal,  angenommen  wird,  die 
folgende: 

(1)  2:tnix^-~y-^)=£m{xY-i,X). 

WO 9    wie  schon  erinnert,    die  Bedeutung  aller  Synbole  aas  der 
angefahrten  Abhandluog  zu  ersehen  ist ;  und  diese  Gleidmog  ist 
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^es  n\ao»  von  der  wir  bei  der  Eotwickelung  der  Theorie  des  pby- 
«scfaen  PeodeU  lediglich  unseren  Aoslauf  nehmen  müssen. 

Bezeichnet  nun  G  die  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Schwere» 
und  sebnien  wir  den  po$iti?en  Theil  der  Axe  der  x  vertikal  ab- 
wirU»  die  Axe  der  y  also,  eben  so  wie  die  Axe  der  2»  borizon* 
tal;  so  ist  offenbar  in  den  in  der  angeftihrten  Abhandlung  eioge- 
flirten  Zeichen: 

JT'  =mG,    T  =0,  Z'  =0; 

Xi'=miG,  Fi'  =  0,  Z/=0; 

X^'=m^G,  Fa'=0,  Za'  =  0; 

Ä^^=m^G,  FV^O,  Zj'sO; 

u.     s.     w. 


X'  V  y 

X=^=G,     F=—  =0,    Z=—  =0; 

m  m  m         . 

*       m,  '        *       Uli         '       '        mj  * 

A«=^=G,     Fa=-^=0,    Z,  =  ^  =  0; 

jr,  =  ^=:G,     F3=^=0,     Z,  =  ^=:0; 

u.     s.     w. 

Daher  wird  die  Gleichung  (1)  unter  deu  gemachten  VorauS' 
•etxungen : 

(2)  ^ni{x^^-y^^)^^GZmy, 

weil  nan  natfirlich  das  constante  G  vor  das  Summenzeichen  neh- 
neo  kann 

Bezeichnen  wir  aber  durch 


T^t    ^1  >    •'a »    ''3 »    •'4 


9  •••• 


£•  Entfernungen  der  sämmtlich  auf  ihre  Schwerpunkte   redndrt 
•der  in  denselben  vereinigt  gedachten  Massen 

nty  Yiin  fi?2>  iiis»  17149  •..• 

VM  der  horbontalen  Drehnngsaxe»    und  durch 
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<pf      <Plf      %>      fpZi      94»'"» 

die  voD  den  Linien 

mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  diese  Winkel  etwa  nur  von  0  bis  ISO^  zählt,  aber 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  die  entsprechen* 
den  Linien 

auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xz  liegen ; 
so  ist  offenbar,  wenn  wir  der  Körze  wegen  bloss  die  Masse  m 
in*s  Auge  fassen,   in  völliger  Allgemeinheit: 

a:  =  rco6  9,    y  =  r8\ng>; 

also,  weil  naturlich,  wenn  man  nach  t  differentiirt,  r  als  constant, 
g>  aber  als  veränderlich  zu  betrachten  ist: 

g^  =  -rsmg>g^,     g|=:rcos9-g^; 
folglich : 

^=-rsm9g^-.rcos9^g^J  , 
und  hieraus,   wie  man  sogleich  übersieht: 


8«y 

g^=     rcos 


S^y        o^x      Jl^w 
ö<2     ^  dfi^     dfi 


Folglich  ist  nach  (2): 


(3)  £mr^  ^  =  ""  ^^"^^  ®*'"  ^ ' 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  Massen 

m,    wii,    m^j,    iWs»    »»4; 


•••• 


von  der  Drehungsaxe  durch  /2,  •  und  durch  O  den  auf  ganz  ähn- 
liche Art  wie  vorher  die  Winkel 


9*    9i>    9a>    9^>    94>*"' 


genommenen  Winkel,  welchen  die  Linie  R  am  Ende  der  Zeit  i 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einscbllesst,  so  ist  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 


i 
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•••• 


m  +  f/ii + iwa + »13  + .... 
m  +  Uli  +  wia  + 1^8  + .... 


oder  kürzer: 


od  folglich: 


abo  Dach  (3): 


Zmrsmw      .,  .    _ 


Dmr  sin  9  =  /2  sin  <I>27m ; 


(4)  Zmt^  W^"  *'**'"  ^-^• 

Weil  aber  die  Winkel  q>  and  <I>  offenbar  immer ,  d.  h.  ffir  jedes 
tj  vm  dieselbe  constante  Grüsse  verscbiedeo  sind^  so  ist 

ud  natfirllch  ganz  eben  so: 

Qfi  -''^*    "S^  "^  8/«  '     8/«  ""  8<**' "* 
also  nach  (4)  offenbar: 

(5)  -Smr*.-g^=  — GÄsina>-Sm. 

Bezeichnen  wir  nan  die  Länge  des  einfachen  Pendels ,  welches 
scbe  Schwingungen  genau  in  derselben  Weise  vollendet,  wie  die 
Lbie  R  in  dem  Systeme  der  Massen 

tn,    tni,    m^f    tn^,    m^,...., 

durch  11,  und  den  materiellen  Punkt  dieses  einfachen  Pendels  etwa 
durch  fi;  so  ist  nach  der  Gleichung  (5),  wenn  man  sich  das 
System   der  Massen 

m,    iit| ,    m^,    m^f    11149 .... 

aaf  nur  eine  Masse  reducirt  oder  vielmehr  aus  nur  einer  Masse 
bestehend  denkt ,   offenbar: 

filP -gjj^  = — fiGM  sin  ^ , 
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oder,  wenn  man  aufbebt^  was  sieb  aufheben  lisst: 

(6)  »-g^=-G8in<I>. 

Dividirt  man  jetzt  die  Gleicbung  (5)  durcb  die  Gleicbung  (6),  so 
erbält  man  die  Gleichung: 

(7)  ^  =  RZ,n, 


oder 

Die  Summe,  welche  man  erhalt,  wenn  man  in  einem  beliebi« 
gen  Systeme  von  Massen  jede  dieser  Massen  in  das  Quadrat  der 
Entfernung  ihres  Schwerpunkts  von  einer  in  derfi  Systeme  belie- 
big als  Axe  angenommenen  geraden  Linie  raultiplicirt,  und  alle 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Producte  zu  einander  addirt>  nennt 
man  überhaupt  das  Moment  der  Trägheit  oder  das  Träg- 
heitsmoment der  in  Rede  stehenden  Massen  in  Bezug  auf  die 
angenommene  Axe. 

Bezeichnen  wir  ferner  in  dem  oben  betrachteten  Massensysteme 
den  Punkt,  in  welchem  die  horizontale  Drehungsaxe  oderSchwin- 
gungsaxe  von  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems,  den 
wir  von  jetzt  an  durch  S  bezeichnen  wollen,  gehenden,  auf  der 
Drehungsaxe  senkrecht  stehenden  Geraden  getroffen  wird,  den 
sogenannten  Aufhängepunkt,  durch  O,  und  tragen  nun  auf 
dem  in  Rede  stehenden  Perpendikel  von  dem  Aufhängepunkte  O 
aus  eine  der  oben  durch  H  bezeichneten  Läfige  gleiche  gerade 
Linie  auf:  so  heisst  der  Endpunkt  dieser  von  dem  Aufhänge- 
punkte  O  aus  aufgetragenen  Linie,  welchen  wir  im  Folgeodeo 
durch  Sl  bezeichnen  wollen,  der  Mittelpunkt  des  Schwungs, 
der  Oscillationspunkt  oder  der  Schwingungspunkt  des 
Massensystems. 

Dies  vorausgesetzt,  lässt  sich  nun  der  in  der  Gleichupg 

Zmr^ 
^^  RUm 

enthaltene  höchst  wichtige  and  merkwürdige  Satz  auf  folgende  Art 
aussprechen : 

Satz. 
Die  Entfernung  des  Osciilationspunkts  eines  Systems 
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TOD  Hassen  von  der  horizontalen  Drehungsaxe  des 
Systems  wird  erhalten^  wenn  man  das  Trägheitsnio- 
ment  der  Massen  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  durch 
das   Product   der   Summe   der   sämnitlichen   Massen    in 

die  Entfernung  ihres  gemeinschaftlichen  Schwerpunkts 

TOD  der  Drehungsaxe  dividirt. 


5.2. 

Von  den  TrSgheitsnioroeriten  iSsst  sich  ohne  Schwierigkeit 
«D  allgemeiner  Satz  beweisen,  der  für  viele  Untersuchungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist.  Zu  diesem  Satze  kann  man  leicht  auf 
folgende  Art  gelangen. 

In  dem  Systeme  der  Massen 

m,    iwi,    1112.    wi3>    0149... 

nehme  man  heliebig  zwei  einander  parallele  Axen  an»  von  denen 
jedoch  die  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  gehen  soll. 
Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt 
gebende  Axe  sei  (T,  dagegen  werde  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zog auf  die  nicht  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  durch  T 
bezdchnet.  Den  Schwerpunkt  nehme  man  als  den  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  j;,  y,  z  an,  indem  man 
die  Axe  der  1  mit  der  vorher  durch  den  Schwerpunkt  gelegten 
Axe  zusammenfallen  lässt.    Die  Coordinaten  der  Massen^ 

in  dem  angenommenen  Coordinatensysteme  seien  respective: 

ar,  y,  z;     ^|.yi>2:i;     x^f  V^f  ^'^     ^81  ^3*  «8 '» •••• 

Bezeichnen  wir  nun  noch  die  Coordinaten  eines  heliebigen  Punk- 
tes in  der  nicht  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axe  durch 
a^  b,  c,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Trägheitsmo- 
ments and  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  offenbar: 

T={(jr-a)«  +  (y-6)«!m  +  {(a:i-a)«  +  (yi-.6)»|mi 

+  l(a:8--«)*+(y8-W^ 
+ 

Md 
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+ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  leicht  durch  Snbtraction: 

r— C= — ^aimx-^-miXi  +iii2ara +11155:3 +  ....) 
—U  (my  +  wiiyi  +  tn^g^ + m^^  +  ....) 
+  (a*  +  6*)(m  +  IUI  +  m«  +  iWs  +  ...•)• 

Weil  nun  der  Schwerpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten  ist,  so  ist 
nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

mx  +  iii|d?|  -4-  m^ar^  -f-  m^x^  +  ••••  =0, 
w».y  +  w»iyi  +»%ya  +  ^8y8  +...=0; 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

r-8:=(a«+6*)(iit+iiii +/!!«+ 111,  +  ....), 

oder 

r— 8:=:(a*+6«)2?m, 

oder 

r=:(r+(a«+6«)i:^. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  der   beiden  parallelen  Axen  von 
einander  durch  E,  so  ist  offenbar 

also   nach  dem  Vorhergehenden: 

Mittelst  dieser  Formel  kann,  wenn  man  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt 
des  Systems  gehende  Axe  kennt,  immer  leicht  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  jede  andere  dieser  Axe  pa- 
rallele Axe  gefunden  werden. 

•        5.  3. 

Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  den  in  $.  1.  angestellten  Betrach- 
tungen zurück  und  bezeichnen  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  aof 
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die  Drehangsaxe  darch  T^  das  TrSgheitsrooment  in  Bezug  anf 
eme  dorch  den  Schwerpunkt  S  gelegte,  der  Drehungsaxe  paral- 
lele  Axe  durch  (T,  so  ist»  wenn  wie  früher  Oden  Aufhfingepunkt, 

Sl  den  Oscillationspunkt  bezeichnet >  nach  dem  in  §.  1.  bewiesenen 

Sitxe: 

Nach  $.  2.  ist  aber 

also  nach  der  vorhergehenden  Gleichung: 

woraus  auch  zugleich  hervorgeht»  dass  immer  OSl^  OS  ist»  d.  h. 
iass  immer  der  Oscillationspunkt  tiefer  als  der  Schwerpunkt  des 
Systems  liegt 

Wir  wollen  nun  einmal  den  Oscillationspunkt  Sl  zum  Aufhfin- 
gepunkte  machen  und  dann  den  entsprechenden  Oscillationspunkt 
durch  9  bezeichnen.    Dann  ist  natQrlich  ganz  eben  so  wie  vorher: 

wo  iricder  S19  >  SIS  ist 


F8g.  1. 


O 


Sl 


-Ä 


]>«t  erste  Fall  ist  in  Fig.  I.,  der  zweite  Fall  ist  in  Fig.  2.  dargestellt. 
Nun  ist  im  ersten  Falle,  wobei  Fig.  1.  zu  Tergleichen : 

Oa  SS  OS + Ä5  =  05 + -gjy^ , 
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alao 

Q^ ff  1         OS.Zm 

Führt  man  dies  in  diB  obige ,    dem  zweiten  Falle  entsprechende 
Gleichung 

ein,  80  wird  dieselbe 

und  vergleicht   man  diese  Gleichung  mit   der   dem  ersten  Falle 
entsprechenden  Gleichung 

SO  erhält  man  auf  der  Stelle  die  folgende  überaus  merkwürdige 
und  wichtige  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Wenn  man  in  einem  beliebigen  Massendysteme  den 
Aufhängepunkt  mit  dem  Osciltationspunkte  verwech- 
selt, so  schwingt  in  beiden  Fällen  die  den  Aufhänge- 
punkt mit  dem  Schwerpunkte  verbindende  gerade  Linie 
auf  völlig  gleiche  Weise. 

Dieser  Satz  hat  bekanntlich  die  Veranlassung  zu  der  wichtigen 
Erfindung  des  Reversions  -  Pendels  gegeben. 

§.  4. 

Bei  der  Bestimmung  der  Momente  der  Trägheit  Ist  uns  die 
Summe  der  Reihe 

l«,  3«,  5«,  r», ....,  (2n— 1)« 

nOthig»   die  wir  daher  jetzt  in  der  Kürze  entwickeln  wollen. 
Es  Ist 

l«+2«+a*+4«+5«+....  +  (2n)« 
=P+3*  +  5«+7«+....  +  C2n-l)«  +  2«  +  4»  +  6»f8«  +  ....  +  (2«)« 
-.l«+3a+6«+7«+„.,  +  (2«~l)«  +  4(l*+2»+3*+4«+...  +  n«) 


i-d- 


pk^tiickm  Pendel  und  pon  den  Momenten  der  TrdgheiU        31 

oder 

P+3a+52+7«  +  ....  +  (2n— 1)« 

=l*+2«+32+42  +  ....+(2ii)2  — 4(1« +  2« +  3«+4H  ...-+»•). 

«a^  daher   nach  der  allgemein  bekannten  Formel  fiir  die  Summe 
d«r  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen: 

ia-|-32^.5ii^724...„  +  (2«— 1)« 

2iiC2n+l)(4n4l)     .  ii(n+l)(2n-f  1)     w(2ii+l)(4i>  +  l  — 2n->.2) 
-  6  •  6  ~  3 

also 


§.5. 

Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie  in  Bezug 
aaf  einen  in  ihr  oder  in  ihrer  Verlängerung  nach  der 
eioen  oder  nach  der  anderen  Seite  bin  liegenden  Punkt  *). 

Die  gerade  Linie  sei  AB^  der  in  ihr  oder  in  einer  ihrer  Ver- 
iSogernngen  liegende  Punkt ,  in  Bezug  auf  welchen  das  Trägheits- 
moment bestimmt  werden  soll^   sei  O. 

Erster    Fall. 

Der  Punkt  O  liege  in  der  Verlängerung  der  geraden  Linie  AB 
fiber  deo  Punkt  A  hinaus: 


O  A  B 

MaB  theile  die  gerade  Linie  Aß  in  n  gleiche  Theile  und  bezeichne 
jeden  dieser  Theile  durch  t;   auch  setze  man  der  KOrze  wegen 

OA=:a,    OB^b. 

Ist  nun  T  das  gesuchte  Trägheitsmoment  der  Linie  AB  \n  ße- 
zag  auf  den  Punkt  O,  und  bezeichnet  hier  und  im  Folgenden 
immer  d  die  Dichtigkeit  der  Materie,  aus  welcher  der  Körper, 
dessen  Trägheitsmoment  gesucht  wird,  bestehend  gedacht  wird, 
•o  ist  offenbar  T  die  Gränze,   welcher 


^  EigeolUch  in  Beeng  auf  eine  in  diMem  Punkte  auf  der  geraden 
Liaie  eeskreckt  «teheode  Axe.  Diete  Bemerkong  hat  man  auch  im 
Folgenden  sn  beachten. 
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sich  nähert,  wenn  man  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt,  wobei 
man  sich  zu  erinnern  hat,  dass  immer  die  Masse  gleich  dem  Pro* 
ducte  der  Dichtigkeit  und  des  Volumens  ist.  Vorstehende  Grosse, 
deren  Gränze  för  in's  Unendliche  wachsende  n  gesucht  wird,  ist 
aber,  wie  man  leicht  findet: 

«aa.m  f  *a{l  +  3  +  5  +  7+....  +  (2n— l)}t« 
+  i«|l+3*+5«+7«+....  +  (2«-l)«it» 

=  oa*.nt+oa.n*i»  +  o. js ir 

und  nimmt  man  nun,  indem  n  sich  dem  Unendlichen,  also  t  sich 
der  Null  nähert,  die  Gränze,  so  erhält  man  auf  der  SteHe: 

oder 

r=*(6— ii)ta«+a(6-ö)  +  i(*— «)*1. 
also,  wie  man  sogleich  findet: 

r=id(6-a)(aa+a6  +  6«), ' 
oder 

Zweiter    Fall. 

Der  Punkt  O  Wege  in  der  Verlängerung  der   geraden  Linie 
AB  fiber  den  Punkt  B  hinaus: 


A  B  O 

Setzt  man  wieder 

OA  =  a,     OB  =  b 

und  bezeichnet  das  Trägheitsmoment  der  geraden  Linie  AB  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  auch  wieder  durch  T,  so  erliSit  man  ganm 
wie  vorher: 
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oder 

r= ;«(«»— 6»). 

Dritter    Fall. 
Der  Paokt  O  liege  in  der  geraden  Linie  AB  selbst: 


A  OB 

Aach  jetzt  setze  man 

OA^a,     OB  =  b 

■■4  beseichne  das  Trägheitsmoment  der  Linie  AB  in  Bezug  auf 
de«  Paukt  O  durch  T,  Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  Trägbeits« 
aoneote  von  OA  und  OB  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  respecti?e 
dircb  S  und  (T';  so  ist  offenbar: 

ttd  nach  dem  Ersten  Falle  ist,  wenn  man  dort  0  =  0,  6=a 
nd  11=0»   6  =  6  setzt: 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


7=  \i{a  +  6)  (a«-^ a6  +  6«). 

Bezeichnet  man  die  Länge  der  geraden  Linie  AB  durch  /  und 
betrachtet  in  den  beiden  ersten  Fällen,  d.  h.  wenn  O  in  einer  der 
beiden  Verlängerungen  der  geraden  Linie  AB  über  ihre  Endpunkte 
hisaas  liegt,  a  und  b  beide  als  positiv  oder  beide  als  negativ,  in 
4ea  dritten  Falle  dagegen,  wenn  O  in  der  geraden  Linie  AB  selbst 
liegt ,  die  eine  der  beiden  Grossen  a  und  b  als  positiv,  die  andere 
als  negativ;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  ganz  allgemein: 

r=JW(ö«+fl6  +  62). 

§.  6. 

Trigheitsmoment  einer    geraden    Linie   in   Bezug,  auf 

eine  ihr  parallele  Axe. 

Man  tbeUe  die  gegebene  gerade  Linie,  derea  Länge  wir  durch  /, 

TktU  XXIV.  3 
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ihre  jEntferDung  vod  der  gegebenen  Axe  durch  a  bezeichnen  wol- 
len» in  n  gleiche  Theile,  deren  jeder  t  sein  mag;  so  ist  das  gesuchte 
Trägheitsmoment  T  offenbar  die  Gränse»  welcher  ina^i=^8d^.ni 
sich  nähert»  wenn  n  in*s  Unendliche  wächst  Weil  nun  aber  nt=:  / 
ist»  so  ist  offenbar 


§.  7. 

Trägheitsmoment    einer   geraden  Linie  in  Bezug  auf 

einen  beliebigen   Punkt. 

Durch  den  gegebenen  Punkt»  den  wir  durch  O  bezeichnen 
wollen»  lege  man  zwei  Axen,  von  denen  die  eine  auf  der  geg^ 
benen  geraden  Linie  senkrecht  steht,  die  andere  ihr  parallel  tsi. 
Sind  nun  die  Trägheitsmomente  der  gegebenen  geraden  Linie  im 
Bezug  auf  diese  beiden  Axen  respective  (T  und  S'»  und  wird  du» 
gesuchte  Trägheitsmoment  der  gegebenen  geraden  Linie  in  Bezu|^ 
auf  den  Punkt  O  durch  T  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  mit  Hülfe 
des  pythagoräischen  Lehrsatzes  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 

Bezeichnen  wir  aber  die  Länge  der  gegebenen  geraden  Linie  durch 
/»  die  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Entfernungen 
ihrer  Endpunkte  von  der  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Axe  durch 
a  und  ß,  und  ihre  Entfernung  von  der  ihr  parallelen  Axe  dorA 
a;  so  ist  nach  §.  5. 

vod  nach  §.  6.  ist 

Also  ist  nach  dem   Vorhergehenden: 

§.  8. 

Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  in  Bezug  auf  ein» 
in  seiner  Ebene  liegende  und  einer  seiner  Seiten  pa*> 

rallele  Axe. 

Zf#ei  zusammeaetoBsende  Seiten  des  ReebtedbB  mitHi  a  md  6. 
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vnd  die  Axe»  in  Bezog  auf  welche  das  TrSgbeitsmement  des 
Recbteek«  beathnnit  werden  seil»  sei  der  Seite  a  parallel. 

Man  theile  die  Seite  a  in  m  gleiche  Theile,  deren  jeder  f  sein 
mig,  so  dass  a^=mi  ist,  trage  einen  dieser  Theile  auf  b  so  oft 
«■f ,  alf  e«  angeht,  und  ausserdem  noch  ein  Mal,  so  dass 

m<6<(n  +  l)i 

iit,  ond  siehe  durch  alle  auf  diese  Weise  auf  den  Seiten  a  und  b 
erhaltene  Theilpankte  Parallelen  mit  den  Seiten  des  Rechtecks» 
90  erbMit  man  ein  Metz  von  Quadraten,  welche  alle  die  Seite  i 
haben.  Von  d^n  Mittelpunkten  aller  dieser  Quadrate  fülle  man 
aaf  die  Axe  Perpendikel  und  bezeichne  die  Summen  der  Quadrate 
dieser  Perpendikel  für  jede  der  m  auf  der  Axe  senkrecht  stehen* 
ieu  Schichten  von  n  und  n  -|- 1  dieser  Quadrate  mit  der  gemei»> 
sckaftlicben  Seite  t  respective  durch  S  und  S',  das  geeechte 
Trigheitsmoment  des  Rechtecks  in  Bezug  auf  die  angenommene, 
der  Seite  a  parallele  Axe  aber  durch  T.  Dann  ist  oCenbar  7*  die 
Grinse,   welcher 

dmSt^  oder  SmS^fl, 
iL 

iSi.mi  oder  iS'i.mi 

ndi  aShert,  wenn  m  in*s  Unendliche  wächst.  Well  nun  aber 
mnzizü  ist,  nnd  die  Gränze,  welcher  SSi  oder  dS'i  sich  nähert, 
wenn  m  ins  Unendliche  wächst,  oifenbar  das  Trägheitsmoment 
der  Seite  b  des  Rechtecks  in  Bezug  auf  die  angenommene  Axe 
bt;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  wir  das  letztere  Träg^ 
keitsiDoment  durch  (  bezeichnen, 

T  =  atL 

BesHchoen  wir  nun  die  gehörig  als  positiv  und  negativ  betradi* 
telen  Entfernungen  der  Seite  a  und  der  ihr  parallelen  Seite  des 
Becbtecks  von  der  angenommenen  Axe  respective  durch  a  nnd  ß, 
st  ist  nach  §.  5. 

H^libiifi  +  aß  +  P), 

aieo  oaefa  dem  Obigen: 

T=i6ab(a^  +  aß+ß»). 

§.  9. 

Trigheitsmoment  eines  Rechtecks  in  Bezug  auf  einen 
beliebigen   Punkt  in   seiner  Ebene. 

Die  beiden  snsammenstossenden  Seiten  des  gegebenen  Reebt* 
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ecks  seien  a  und  b,  und  O  »ei  der  Punkt  in  seiner  Ebene,  in 
Bezug  auf  welchen  das  Trägheitsmoment  T  des  Rechtecks  be- 
stimmt werden  soll.  Legt  man  nun  durch  den  Punkt  O  zwei  den 
Seiten  a  und  b  des  Rechtecks  parallele  Axen,  und  bezeichnet  die 
Trägheitsmomente  des  Rechtecks  in  Bezug  auf  diese  beiden  Axen 
respective  durch  H  und  Ü' ;  so  ist,  wie  mittelst  des  pythagoräischen 
Lehrsatzes  auf  der  Stelle  erhellet: 

T^H  +  H'. 

Bezeichnen  wir  die  gehörig  als  positiv  öder  als  negativ  betrach- 
teten Entfernungen  der  Seite  a  und  der  ihr  paralleleti,  Seite  des 
Rechtecks  von  der  mit  der  Seite  a  parallelen  Axe  durch  «  und  ß, 
die  gehurig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteten  Entfernungen 
der  Seite  b  und  der  ihr  parallelen  Seite  des  Rechtecks  von  der 
mit  der  Seite  b  parallelen  Axe  durch  a^  und  ßi ;  so  ist  nach  §.  8. 

r  =  Ma6(ai«+a,A+ft«); 
also  nach  dem  Obigen: 


§.  10. 

Trägheitsmoment    einer    beliebigen    ebenen  Figur   in 
Bezug  auf  einen  Punkt  in  ihrer  Ebene. 

Wir  wollen  zuerst  wieder  das  im  vorhergehenden  Paragraphen 
betrachtete  Rechteck,  unter  Beibehaltung  aller  dort  gebrauchten 
Beaseichnungen ,  in's  Auge  fassen.  Bezeichnen  wir  das  Trägherts- 
moment  irgend  einer  in  diesem  Rechtecke  mit  der  Seite  b  parallel 
gezogenen  Linie,  deren  gehurig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
trachtete Entfernung  von  der  durch  den  Punkt  O  mit  der  Seite  b 
.  parallel  gezogenen  Axe  im  Allgemeinen  durch  a  bezeichnet  wer- 
den soll ,  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  durch  Tx ;  so  ist  nach  §.  7. 

Integrirt  man  nun   das  Differential 

Tsdx^db\w*  +  i(a^  +  aß  +  ß^)]dT 

zwischen  den  Gränzen  0|  und  ßi,    wobei  ^i  < /9|   sein  soll,    so 
etbält  man: 
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o^,  wie   man  sogleich   findet: 

y^^'r,3a:=l*(ft-ai)*(a*  +  «/J  +  /3*  +  «i«+ail5i+A»). 

«• 

«Uo  y   weil  offenbar  allgemein  /?|  •—  »i  =  a  ist : 
Daher  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 


=/^'  r^.. 


a 


Nadi  der  Theorie  der  bestimmteo  integrale  ist  aber,  wenn 


n 


gesetzt  wird  9  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,    f&r  in's 
Oneodliche  wachsende  n: 

r^'  Tjda:=Um.i(TaATa,H+  ^«i+«+   ...  +  Ta.^m); 
also  ist  auch  für  in*s  Unendliche  wachsende  n: 

Haben  wir  nun  eine  beliebige  ebene  Figur,  deren  Ttigheits* 
Boment  T  in  Bezug  auf  einen  in  ihrer  Ebene  liegenden  Punkt  O 
bestimmt  werden  soll.  So  bezeichne  man  das  Trägheitsmoment 
einer  beliebigen  Sehne  oder  Chorde  dieser  Figur,  deren  gehurig 
ak  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Punkte 
0  im  Allgemeinen  durch  a:  bezeichnet  werden  soll,  in  Bezug  auf 
im  Punkt  O  durch  Tx<  Sind  dann  die  gehörig  als  positiv  oder 
ak  negativ  betrachteten  Entfernungen  der  beiden  äussersten  Chor- 
den der  Fi^r,  welche  der  vorhergehenden  parallel  sind,  von  dem 
gegebenen  Punkte  a  und  6,  wo  a<6  sein  soll;  so  erhellet  aus 
dem  Voriiiirgdhenden  und  aus  der  Tlieorle  der  bestimmten  Inte* 
grale  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich,  dass,  wenn 


38  Qrunert:   Leber  den  Vortrug  der  Lekrt  vom  dem 

6-a      . 

=  t 

n 

setzt»  fttr  in's  Unendlich  wachsende  n 

7'=Lim.t(r.  +  TaH+  T^v+....+  T^^i), 

also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Integralen 


=/* 


T^x 


Ut 


§.  11. 


Trägheitsmoment  eines  Kreises  in  Bezog   aof  seineD 

Mittelpunkt. 

Der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  sei  r ;  die  gehurig  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  einer  seiner  Seh- 
nen von  dem  Mittelpunkte  sei  im  Allgemeinen  x;  dann  wird  nach 
§•  7.  das  Trägheitsmoment  dieser  Sehne  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkty  welches  wir  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  Tx 
bezeichnen  wollen ,  durch  die  folgende  Formel  bestimmt: 


oder  kürzer: 

Sr.rsMVr«— ar«U«+i(r«-x«)|, 
also 

T.=;Ä(r»+ar«)V^;2rz:Si. 

Bezeichnet,  nun  T  das  gesuchte  Trigheitsmoment  des  gegebenen 
Kreises  in  Bezug  auf  seinen  Mittelpunkt,  so  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen: 

Nun  ist  aber: 

und  mittelst  einer  bekaaaleo  Redactioasformel  der  IntegralraclH' 
nang  erh&lt  man 


pkftiKken  PeHdil  umd  ttm  den  Momenten  Oer  TrO^telt.       99 

abo  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 
sich  sogleich 


«giebt.    Daher  Ist  nach  den  Obigen: 

r=«r»y    ^'8»Vr»— a«. 


«» 


— r 


Beseiehnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  unsere  Kreises  durch  F, 
fe  ist  Dach  der  Lehre  von  der  Quadratur  der  Curven   bekanntlich 


\f=r  ^  aarVr«-««; 


— r 

ibA  da  DUO  F^i^  ist,  so  ist 

«as  sieh  auch  elenientar  beweisen  lisst  ^. 

5.  14. 

Trlgheitsmoment  eines  rechtwinicligen  Paralleleplpeds 
in  Bezug  auf  eine  seiner  Kanten* 

Die  drei  in  einer  Eclce  zusammenstossenden  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Paralleleplpeds  seien  a,  b,  c,  und  c  sei  die  Kante» 
hl  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des  Parallefepipeds 
hestiromt  werden  soll.  Die  auf  der  Kante  c  senicrecht  stehenden 
Sdbnitte  des  Parallelepipeds  sind  Rechtecke  ipit  den  Seiten  a,  6. 
Das  Trägheitsmoment  eines  jeden  dieser  Rechtecke  in  Bezug  auf 
4ib  Kante  c  ist  nach  $.  9.  offenbar : 


^  H  ••■Mhi  Lehrhveh  derPhjtik  afelt  voraagllehetBikk^ 
iicht  aal mathematlfcheBegrandoDg.  ThI.I.  IififB.18A5.  S.tOO. 


^  Gruneri:    üe^er  den  Ycrtrag  der  Lehre  wm  dem 

wobei  man  ßn  beliebten  hat,  4a68  im  yorliegenden  Falle  eine  der 
Grossen  o,  ß  in  §.  9.  b  und  die  andere  0,  eine  der  GrOssen  «i,  ßx 
in  §.  9.  a  und  die  andere  0  ist.  Bezeichnen  wir  nun  das  gesuchte 
Trägheitsmoment  des  Parallelepipeds  In  ßezug  auf  die  Kante  c 
durch  ^,  so  ist  offenbar 

also 

Die  Trägheitsmomente  des  Parallelepipeds  in  Bezug  auf  die  Kan- 
ten a,  b,  c  sind  also  respective: 

Bezeichnen  wir  die  Masse  des  Parallelepipeds  durch  M,  so  ist 
ja  z=  dabc,  und  die  drei  vorstehenden  Trägheitsmomente  sind  also 
auch: 


•  t       t 


§.13.     . 

Trägheitsmoment   eines  geraden  Cylinders  in  Besug 
auf  einen  Durchmesser   einer   seinen    beiden   Grund- 
flächen. 

Der  Halbmesser  den  Grundfläche  und  die  Höhe  des  gegebe- 
nen Cylinders  seien  respective  r  und  A.  Die  auf  dem  Durchmes- 
ser der  Grundfläche,  für  welchen  das  Trägheitsmoment  gesucht 
wird»  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Cylinders  sind  Rechtecke. 
Für  das  Rechteck«  welches  die  Entfernung  a:  vom  IMittelpunkte 
der  Grundfläche  hat,  ist  nach  §.  9.  das  Trägheitsmoment  in  B^ 
zug  auf  die  angenommene  Axe: 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

Folglich  ist«  wenn  T  das  gesuchte  Trägheitsmoment  des  Cylin- 
ders bezeichnet: 
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t  • '  1      t 


o 

Nack  $.  11.  ist 

%fieb 


'       '      •  1 1       ."       i 


4 

folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Beieichnen  wir   aber  den   Inhalt  der  Grundfläche   des  Cy linders 
durch  F^  3o  ist  oach  der  Lehre  you  der  Quadratur  der  Curveo: 

o     . 

also  nach  dem  Obigen: 
odtT,  well  F^r'ht  ist: 

.  ■■  ... 

Bexdcbnet  M  die  Masse  des  Cylinders,  so  ist 

M=Skfln, 

r  =  (lA«,+ir«)ilf. 
§.14. 

■ 
» 

Trfigheitsmoroent  eines  Kugelsegroents  in   Bezug   auf 

seine  Höhe. 


t  * '  I 


t  't 


'     (  •  »    f ; 


Die  auf  der  Axe  der  Momente  senkrechten  Schnitte  des  Ku- 
gelsegments sind  Kreise.  Das  Trägheitsmoment  eines  dieser  Kreise» 
dessen  Halbmesser  q  sein  mag,  in  Bezug  auf  die  angenommene 
Axe  ist  nach  §.11. 


42  Grunert:   Oeber  den  Yortrag  4er  Lekte  m»  4em 

Ist  nun  X  die  Entferniing  dieses  Kreises  von  der  Gmndfllche  des 
Segments,  h  dessen  Hohe,  und  r  der  Halbmesser  der  Kugel,  von 
welcher  das  Segment  ein  Theil  ist,  so  ist  nach  einem  bekaont^p 
Satze  vom  Kreise  oifenbar 


und  folglich,  wenn  das  gesuchte  Trägheitsmoment  des 
ments  durch  T  bezeichnet  wird,  nach  dem  Obigen: 

T=\i^f   |V(A— a:)(2r-.(A— «)))*SdF, 


« 


also 

Die  Entwickelung  dieses  Integrals  eines  ganzen  rationalen  alge- 
braischen Differentials  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  und 
man  erhfilt  nach  leichter  Rechnung: 

T=  WA%(ir«-  Ar + 4A«). 

Das  Volumen  des  Kugelsegments  ist  bekanntlich 

nf  *  { V(A-ar)(2r-A  +  ar)|«aar = »  /*  *  (A— Jt)(2r-A+ar)ar, 

also,  wie  man  leicht  findet: 

j7rA«(3r-A).      • 
Bezeichnet  also  M  die  Masse  des  Kugelsegments,  so  ist 

iir=5d«Ä«(3r— A), 
also 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

^     A(20r»~16Ar+3A«)^ 
^  -         10(3r— A)         ^• 

Ffir  die  ganze  Kugel  ist  A=2r,  also,  wie  man  leicht  findet: 
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§.  15. 

Tri|1ieit8nionieDt  eines  Ellipsoids   in   Bezug    auf  eine 

seiner  Axen. 


IHe  Gleichung  des  Ellipsoids  sei 

(f)"+(0'+cy-- 


od  das  Trigbeitsmoment  werde  in  Bezug  auf  die  Axe  der  z  gesucht. 

Wir  betrachten  einen  auf  der  Axe  der  2  senkrecht  stehenden 
Schnitt  des  Ellipsoids,  dessen  gehurig  als  positiv  oder  als  nega- 
tiv betrachtete  EntferViong  Tom  Anfange  der  Coordioaten  z  sei. 

In  diesem  Schnitt  betrachten  wir  femer  eine  auf  der  Ebene 
der  XX  senkrecht  stehende  Sehne  desselben,  deren  Entfernung 
f  ofl  der  Ebene  der  yz  wir  durch  x  bezeichnen  wollen ,  so  ist  nach 
}.  7.  das  Trägheitsmoment  dieser  Sehne  tn  Bezog  auf  die  Axe 
4er  2,   Wie  leicht  erhellen  wird: 


1 


»V>=©H;)> + "• 


-ex-©'  • 


•d«r  kurzer: 


"'V'-G)'-(O'k^»'"-a)'-(0')| 

ilso  Ist  das  Trägheitsmoment  des  Schnitts: 


44  Grunert:    üeöer  den  Vortrag  äer  Lehre  von  äem 

Nun  ist  nach  einer  bekannten  Redactionsformel  der  Integral- 
rechnung : 

=-....,.-(ff-(0-,sr.-(ff-c)- 

.i..,.-(o-i/«-V'-(f):-a)"- 

also  offenbar: 


£ 


und  weil  nun    ^ 

■  J6^(l,-(O')  +  la»(l-^(I-(Q')  =  i(a«+6»)(l-(0') 
ist,  so  ist  das  obige  TrSgfaeitsniomeot :  . 

Bringt  man  aber  das  Integral 


Y*.vT<y- 


,,,^.  -V.-©--©' 

-V»^ 


auf  die  Form 


1      r+«VK=y      •     r  
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so  erhellet  au8  §.  11.  auf  der  Stelle,  dass  de)r  Wiertfa  dieales  Integrals 

l4««|l-@'!»=i««tl-(Q'}. 

-<;  .   .    ...  .      "  ■      .  ; 

ud  daf«   also  das  obige  Trägheitsmoment 


kt. 


i57ra6(a*  +  6^tl-(0V 


I    • , 


Bezeichnen   wir  jetzt  endlich  das  gesuchte  Trägheitsmoment 
des  Ellipsoids  durch  T,  so  ist  offenbar 


r= iÄ^raft  («2  +  6«)  /"  "^ V  -  0)^  )*8*- 


:i 


— c 

Aber 


/ii-(Q^«&=/(i-^+$)&=,-g+ii, 

also 

/4-c  /z\*  ^2        I  Iß 

tl-(-))«0x  =  2(c-3C+^e)  =  igC; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

r=^Äa6c(a«  +  6«)jr. 

Die  Trägheitsmomente  des  Ellipsoids  in  Bezug  auf  die  Axen, 
der  X,  jfy  z  sind  also  respective: 

4 

jgda6c(c2+a«)7r. 

4 

Wir  wollen  noch  den  Inhalt  des  Ellipsoids  suchen.    Der  In- 
halt des  Schnitts  ist: 


46  Gruneri:   üeöer  den  Vwlrug  der  lekre  van  dem 

alfo  oach  dem  Obigen: 

Folglich  ist  der  Inhalt  des  Ellipsoids: 

(1— ^8i; 


und  fveil  nun 


also 


/ 

— c 


/  0 -?)&  =  * -3?« 


ist,  so  Ist  xobcn  der  Inhalt  des  Ellipsoids.    Bezeichnet  folglich 
M  die  Masse  des  Ellipsoids,  so  ist 

4  \ 

^iaben  =  Af ,    Aiabcn  ±i  3fil ; 

also  sind  die  drei  TrSgheitsmomente : 

i(6Hc*)iir,     g-{c«  +  a«)Jlf,    g-(a«+6«)if. 

Die  Art  und  Weise,  wie  ich  in  diesem  und  in  einigen  der 
vorhergehenden  Paragraphen  die  mehrfachen  Integrationen  ausge- 
fOhrt  habe,  scheint  mir,  wenigstens  för  Anfänger,  einige  Vorzöge 
vor  der  gewöhnlichen  Verfahrungsweise  zu  haben,  weil  sie  den 
betreffenden  Gegenstand  gewissermassen  Schritt  fiir  Schritt  ver» 
folgt,  und  daher  an  Anschaulichkeit  gewinnt 


§.  16. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Pendel  denken ,  welches  aus  einer 
cyUndrischen  Stange  und  einer  daran  beflndlichen  Linse  besteht» 
und  wollen  die  Länge  des  einfachen  Pendels  bestimmen,  welches 
seine  Schwingungen  in  gleicher  Weise  wie  das  in  Rede  stehende 
physische  Pendel  vollendet,  vorausgesetzt,  dass  die  Drehungsaxe 
oder  die  Schwingnngsaxe  der  mit  der  grossten  Dicke  der  Linse, 
welche  wir  im  Folgenden  die  Axe  der  Linse  nennen  wollen,  pa» 
rallele  Durchmesser  der  Stange  an  ihrem  anderen  Ende  ist 


m. 


pk99Uekm  FenOei  und  von  den  Momenten  der  Trdffheit.        47 

Hiebe!  kommt  es  zuerst  und  vor  aileo  Dingen  darauf  an,  das 
Trigheitsmoroent  des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Scbwingungsaze 
CD  iadao. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser,  die  LSnge  und  die  Masse 
der  Peodelfftange  respective  durcb  q,  X,  ^\   so  ist  nacb  §.13. 

hiB  Trägheitsmoment  der  Pendelstange.  Das  Trägheitsmoment 
der  Linse  in  Bezug  auf  ihre  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende 
ixe  ist  nach  §.  14.,  wenn  die  Dicke,  die  Breite,  die  Blasse  der 
Linse  respecttve  durch  2a,  26,  m,  der  Halbmesser  der  Kugel» 
welcher  die  beiden  die  Linse  bildenden  Kugelsegmente  angeboren, 
4arch  r  bezeichnet  werden: 

a(20r^--15<ir-f3a«)   m 
^ iO(3r— a)  "2 

•der 

a(20r«~15iir-t-3a^ 
IÖ(3r-.a) 

Räch  der  Lehre  vom  Kreise  ist  aber 

6*=a(Äf— ö),  alsorta— ^— ; 

Mgfich  das  vorstehende  Trägheitsmoment,  wenn  man  diesen  Aus- 
druck von  r  in  die  obige  Formel  einführt: 

lü(a«  +  362)      ^ 

Wc9  DDD  l-f-6  die  EntfernoDg  des  Schwerpnokts  der  Linse  von 
im  Scbwingongsaxe  ist,  so  ist  nacb  §.  2. 

taH-ft)'-f      i0(ai-|-36')~^"' 

das  Trägheitsmoment  der  Linse  in  Bezug  auf  die  Scbwingungs- 
aze.   Daher  ist  nun 

das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Pendels  in  Bezug  auf  die 
Scbwingungsaze. 

Die  EatferiNiaig  des  Schwerpunkts  des  ganaea  Peadels  von 
da^  SdnriogBagsaze  Ist  nadi  der  Lehre  ton  Sehwerponklet 


48  Gruntri:   Veher  den  Vwtrag  der  Lekre  von  dem 

jAji^-f  (A-f  6)m 
'     .  ^  +  1»         * 

Folglich  ist  nach  §•  1.  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels, 
welches  .  ^eioe  Schwingungen  ganz  auf  dieseLhe  Weise  wl«  das 
physif che  Pepdel  vollendet: 

4i,.  +  a  +  6)m 

Bezeichnet  ö  daa  Gewicht  der  PendeUtange,  p  das  Gewicht 
der  Linse,  so  ist  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels: 

iiö  +  (A  +  b)p 

Wäre  die  Linse  so  dünn,  dasis  man  näherungsweise  ihre  Dicke 
2a  als  verschwindend  betrachten  könnte,  so  würde  vorstehende 
Formel : 

ap'+u')ö+ia+ft)«+'a6'ip 

Wäre  nun  auch  das  Gewicht  ü  der  Pendelstange  so  gering, 
das«  es  ohne  merklichen  Fehler  aU  verschwindend  betrachtet 
werden  könnte,  so  wfirde  vorstehende  Formel: 

oder,   wenn  man  il-f  6=:L  setzt,  wo  L  die  Entfernung  des  Mit- 
telpunkts der  Linse  von  der  Schwingungsaxe  bezeichnet: 

welches  eine  bekannte  Näherungsfortnel  ist.  ^ 

Geht  die  Linse  in  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  über, 
80  ist  im  Vorhergehenden  a  für  b  zu  setzen,  wodurch  wir  in 
diesem  Falle  für  die  Länge  des  einfachen  Pendels  den  folgenden 
Ausdruck  erhalten: 

Uö  +  a  +  G);> 

Wäre  die  Pendelstange  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped,  ihre 
Länge  X  und  die  eine  darauf  senkrecht  stehende  Kante  iky  die 
Schwingungsaxe  aber  eine  \ii  der  oberen  Grundfläche  der  Pendel- 
stange liegemle,  auf  der  Kante  2k  In  deren  Mitte  senkrecht  stebeivde 
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Linie,  das  Gewicht  der  PendeUtaoge  q;  80  wurde  man  nach  §.  12. 
im  Falle  einer  an  der  Pendelstauge  befestigten  Linse  für  die  Länge 
lies  seioe  Schwingungen  in  gleicher  Weise  vollendenden  einfachen 
Peidels  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  den  folgenden  Aus- 
teck  erhalten: 

Uö  +  (A  +  6);? 

€^t  aber  die  Linse  in  eine  Kugel  von  dem  Halbmesser  a 
iber,  so  muss  man  in  diesem  Ausdrucke  a  für  6  setzen,  wodurch 
«cb  in  diesem  Falle  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  der  Ausdruck 

UXa  +  ^^)5  +  ia+a)a-f|«^lp 
iAG)  +  (A  +  a);i 

fiir  die  Länge  des  seine  Schwingungen  in  gleicher  Weise  vollen- 
denden einfachen  Pendels  ergiebt. 


§.  17. 

In  seinem  Trait^  de  Geodäsie  T.  II.  Paris.  1819.  p.  322. 
giebt  Puissant  eine  Formel  zur  Reduction  des  physischen  oder 
materiellen  Pendels  auf  das  einfache  Pendel,  welche  im  Wesent- 
lichen auch  ganz  mit  der  von  Biot  in  seinem  Trait^  ^I^men- 
taire  d'Astronomie  physique.  T.  III.  p.  173.  gegebenen  For- 
net  fibereinstimmt.  Diese  bemerkenswerthe  Formel,  für  welche 
Paissant  eine  genauere  Entwickeluug  nicht  gegeben  hat>  will 
ich  nun  noch  entwickeln. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  das  Pendel  überhaupt  aus  meh- 
reren materiellen  Theilen  bestehe,  deren  Schwerpunkte  sämmtlich 
Ol  einer  und  derselben,  auf  der  Schwingungsaxe  senkrecht  stehen- 
den geraden  Linie  liegen.  Die  Gewichte  dieser  einzelnen  Theile 
d^  Pendels  wollen  wir  durch 

*i >     "^ a >     -'S»    i4 » . •  •  • 

bezeicbnen;    die  Entfernungen  ihrer  Schwerpunkte  und  ihrer  Os- 
ciUationspankte  von  der  Schwingungsaxe  seien  respective: 

^1»     ^y     -^3»      -L4,  ...• 

ud 

die  Trägbeitsroomente  dieser  einzelnen  Theile  des  Pendels  seien 
vespective 

Tiwu  XXIV.  4 
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*i  >     *a»     -'s»     J4>.... 
DaDD  haben  Trir  nach  §.  1.  die  folgenden  Gleichungen : 

^'— i7i^'  "^-z;^'  ^»-i^'  ^*=i:;;^ 

woraus 

fols^.  Bezeichnen  ivir  nun  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts 
nnil  des  Oscillationspunkts  des  ganzen  Pendels  von  der  Scbwin- 
gungsaze  durch  L  und  ji,  und  sein  Trägheitsmoment  darch  T»  so 
ist  nach  §.  L: 

. T 

Weil  aber  offenbar 

T=2Ti  +  T2+n+T^  +  ..,., 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

r=JLiy/,Pi+i2^^2  +  ^3^8^3+i4^i'4+----» 

und  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

I ^ifi  +  ^fii  "f  •^3Pa^^^4^4^^  "  " 

^-         Pi+P2  +  i's  +  i'4  +  .... 


ist»  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 


JL,^,Pi+/>»y/>iPa  +  L3^3P3  +  L4^4P4+.., 

^—  L|P,  +L.^P2  +  L3P3  +  JL4P4+.... 

welche  Formel  man  leicht  auf  die  Form 

"^""^^  /.,Pl  +  L2Pa  +  /^P3-p/.4^4+...  • 

oder  auf  die  Form 

*  1    I  ^^2    I   ^^8     ■    ^4^4    . 

^+iiPi+APi+XA^,  +•  •• 

bringt 

Das  von  Pnissant  und  Biet  betrachtete  Pendel  besteht Dttn 
aus  drei  Theileo«   nämlich  aus  1)  einer  Kugel;   2)  einer  klelneii 
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Calotte;    3)  einem   Faden,    welcher  «nittelst    der  Calotte    an    der 

Kugel  befestigt  ist.     Die  Gewichte  dieser  drei   Theile  sollen  im 

Obi^^eo    der   Reihe  nach   F^,  P^»  ^z  ^^i"*     ^^^   Halbmesser    der 

KQ|;el  sei  g,   die  Entfernung  des  Schwerpunkts   der  Calotte  von 

d«D  Mittelpunkte    der   Kugel  sei  8  und    die  Länge  des  Fadens 

werde  durch  X  bezeichnet.     Die  Entfernung*  des  Mittelpunkts   der 

Kveel  TOD    der   Schwingungsaxe,    nämlich  L^,    wird    sich   immer 

BesKen  und  aJso  als  bekannt  annehmen  lassen;  dann  ist  offenbar 

L^=Li^ö,  l*|  =  iX 

und  die  drei  Längen  Li,  L^,  L^  sind  also  bekannt.    Nun  kommt 
es  noch  darauf  an,  jii,  ^,  A^  zu  finden. 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  die  durch  ihren 
Schwerpunkt  gehende,  der  Schwingungsaxe  parallele  Axe  bt 
nach  §.  14. 

tho  ist  nach  §.  2.  das  Trügheitamoment  der  Kngel  in  Bezug  auf 
die  Schwioguiigsaxe : 


fAlglieb  aacb  S-  1- 


also 


(ii*  +  i9*)Pi . 


.  _  (i>,*+ie»)P, 


^1  =Xti  + 1  •  f- 


Den  Oscillationspunkt  der  sehr  kleinen  Calotte  lässt  Puis« 
•aot  näherungsweise  mit  ihrem  Schwerpunkte  zusammenfallen, 
so  dass  also  ^  =  £2,   und  folglich  nach  dem  Obigen 

Bezeichnet  nun  d  die  Dicke  des  Fadens,  so  ist  nach  §.  13. 
a^n  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Schwingungsaxe: 

nd  folglich  nach  §.  1. 


^•  = 


klPt 
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also  • 


^3=U  +  4.T 


Weil  £3  =  iAr  ist»  so  ist 


V 

oder,  wenn  man,  wie  Puissant  that,  wegen  der  Dünne  des  Fadens 
d  als  verschwindend  betrachtet: 

Nun  bat  man  alle  Grössen,   welche  nöthig  sind,   um  A  mit- 
telst der  Formel 

berechnen  sn  können.     Die  von  Biot  a.a.O.  der  Formel  gege- 
bene Gestalt  scheint  mir  eine  weniger  leichte  Rechnung  zu  gestatten. 
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IT. 

BemerkuDgen  Ober  HohenmessuDg  mit  dem  Barometer. 

Voo 

Herrn  Professor  /•  K*  Siec%kow$ki 

an  der  UnWersität  sa  Krakau. 
(Ana  einem  Briefe  an  den  Hemnsgeber.) 


lin  Jahre  1838,  als  ich  noch  Adjunct  auf  der  hiesigen  Stern- 
warte war,  habe  ich  für  den  Professor  Zeuschner,  welcher  da- 
aals  in  dem  Tatra-  und  Karpathen  •  Gebirge  wegen  geologischer 
Dntersocbungen  verweilte  ond  dabei  barometrische  Beobachtungen 
zam  Behufe  des  Nivellirens  dieses  Gebirges  anstellte,  die  correspon- 
£reiiden  Barometer-  und  Thermometer -Beobachtungen  gemacht 
Weil  ich  alle  xwei  Stunden  täglich,  von  6  Uhr  froh  bis  10  Uhr 
Abends  inclusive,  den  Stand  des  Barometers  und  Thermometers 
iB&eicbnete,  so  ist  es  mir  eingefallen,  ob  es  möglich  wäre  und 
i«  wie  fern  richtig,  aus  solchen  Beobachtungen^  den  Unterschied 
der  Erbebungen  znei  bedeutend  entlegener  Orte  in  wenigen  Tagen 
n  ermitteln.  In  dieser  Absicht  wandte  ich  mich  an  meinen  viel- 
gcflchStzten  Freund  Baranowski,  jetzigen  Director  der  Stern- 
warte  in  Warschau,  mit  der  Bitte,  er  wolle  die  correspondirenden 
Barometer-Beobachtungen  auch  alle  zwei  Stunden  täglich  anstellen. 
Als  er  dies  zugesagt  hatte,  fingen  wir  am  21.  August  an  und 
letzten  unsere  Beobachtungen  bis  zum  2.  September  inclusive  fort 
nd  erhielten  jeder  an  117  Aufzeichnungen.  Als  er  mir  die  sei- 
ugen  zuschickte,  habe  ich  sie  gleich  nach  der  Gauss 'sehen  Ta- 
fel der  Rechnung  unterzogen  und  ein  sehr  befriedigendes  Resul- 
tat erhalten,  aber  nachher  ganz  vergessen,  es  in  irgend  einem  Jour- 
nal zu  veröffentlichen ;  erst  vor  einem  JVIonate  ist  mir  wieder  dieses 
Resultat  durch  Zufall  in  die  Hände  gerathen,  und  weil  ich  schon, 
wie  ieb  mich  zu  erinnern  weiss,  in  Ihrem  schätzbaren  Archiv  eine 
feiigere  Abhandlung  meteorologischen  Inhalts  angetroffen  habe,  so 


94 


8tee%how$ki:    Bemerkungen  über  fföAenmessunff 


trug  ich  kein  Bedenken^  Ihnen  diese  Kleinigkeit  zu  schicken. 
Finden  Sie  sie  Ihres  Archivs  werth,  so  gönnen  Sie  ihr  ein  Plätz- 
chen gutigst;  erachten  Sie  sie  aber  für  geringfiigig,  so  lassen 
Sie  sie  ausser  Acht  und  glauben  nicht,  mich  dadurch  beleidigt 
zu  haben. 

Hier  folgen  die  Mittel  der  durch  13  Tage  angestellten  Beob- 
achtungen^ sowie  die  aus  ihnen  erhaltenen  Resultate. 

Mittel  der  Barometer-   und  Thermometer-Beobachtun- 
gen  in  Krakau  und  in  Warschau  zum  Behufe  des  Ermit- 
teins des  Höhenunterschiedes  dieser  zwei  Orte. 


Stunde 

K  r  a 

kau 

W  a  r  8 

c  h  a  u 

Höhen  nn- 
terachied 
in  Toisen 

(tnromcter 
bei  0«  U. 

riieriii«!- 

nieternacli 

Keaiiniiir 

Knrnmcler 
bei  U»  K. 

'Miernio- 

melernarh 

It^nnmiir 

6  Vorm. 

328'"-455 

+  80-94 

:331''345 

+  9»-70 

37-59 

8 

512 

1096 

429 

11-38 

38-12 

10 

575 

13-21 

543 

13-33 

39-21 

12 

541 

14  50 

551 

15-30 

4012 

2Nachm. 

542 

14-7-2 

445 

1532 

38-72 

4 

435 

1497 

511 

1465 

4101 

6 

482 

13% 

580 

1373 

41<»3 

8 

645 

1182 

687 

1180 

39-ai 

10 

666 

10  33 , 

728 

1081 

40«) 

Mittel 

32iV"-539 

^  \2W 

331'"  536 

+ 12  8ü 

3952 

Aus  eilfjhhrigen  Beobachtungen  1826-^1836  fand  ich  vormals  den 
Barometer-  und  Thcrmouieterstand 

in  Krakau     329'"-381  bei  0^  R.,  äusseres  Thermom.  +7<»-459  R-, 
in  Warschau  332'"-489   ..   ..    ..         „  ..  +6^075  R^. 


»f 


»f 


und  erhielt  daraus,  den  Unterschied  der  Erbebungen  =238  6  paris. 
Fuss^  also  nur  1*6  Fuss  anders  als  aus  IStägigen  Beobachtungen. 

Aus  der  obigen  Tafel,  in  ivelcher  für  die  einzelnen  Stunden 
die  Höhenunterschiede  berechnet  vorkommen,  kann  man  leicbt 
entnehmen:  1)  Dass  die  Beobachtungen  in  den  Vormittagsstun- 
den überhaupt  einen  zu  grossen,  und  die  in  den  Nach mittagss tun- 
den  «Aoefi  so  kleinen  Unterschied  der  Erhebungen  geben.    2)  l>«ysa 
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^  mn  10  Uhr  frfih  und  8  Ubr  Abends  gemachten  Beobachtun- 
geo  denselben  Unterschied  am  nSchsten  geben  >  und  zwar  die  erste 
gibt  den  Unterschied   bloss  um  -f  031   und  die  zweite  um  —0*32 
Tom  Mittel  abweichend,  so  dass  das  Mittel  dieser  zwei  Stunden 
genau   dem   allgemeinen  Mittel  gleich  kommt.    3)  Dass  man  sich 
taf  die  Beobachtungen  um  6  Uhr  Vor-  und  Nachmittags  am  wenig* 
«tra  Terlassen  kann,  indem  das  Resultat  der  ersten  sich  vom  End« 
resoltate  um  -f  1'^  und  das  der  zweiten  um  ^  1*51  Toise  unter- 
scheidet. 

Sollte  sich  also  mein  Versuch  bestätigen,  so  konnte  man,  da 
Warschau  40  Meilen  von  Krakau  entlegen  ist,  auf  diesem  Wege 
in  wenigen  Tagen  aus  zwei  täglichen  um  10  Uhr  Voi^und  8  Uhr 
Nachmittags  gemachten  Beobachtungen  eben  so  gut,  als  aus  viel« 
jihrigen  Beobachtungen  den  Höhenunterschied  zweier  bedeutend 
entlegener  Orte  ermitteln. 


V. 

ESgeDthumliche  Ableitung  der  Formeln  der  sphärischen 

'     Trigonometrie. 

Von 

Herrn  Doctor   Oskar  fVerner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


Die  Seiten  eines  ebenen  Dreieckes  seien  p,  q,  r  und  die  die- 
feo  Seiten  gegenüberstehenden  Winkel  P,  Q,  U^  die  180  Grad 
sieht  übersteigenden  Seiten  eines  sf^härischen  Dreieckes  dagegen 
s,  6,  c  und  deren  Gegenwinkel  A,  li,  C.  Diese  beiden  Drei- 
ecke mögen  in  einem  solchen  Zusammenhange  unter  einander 
ftehen,   dass 
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^      cos^  '    ^      8ID  ^  cos 

ist»  wobei  sich  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  be- 
ziehen sollen. 

Ueber  die  Möglichkeit  der  Construction  eines  solchen  ebenen 
Dreiecks  entscheiden  die  Determinationen 

P+^>r,    p  +  r>^  und  y  +  r>p, 

welche  verniuge  des  Obigen  ffir  beiderlei  Zeichen  ohne  grosse 
Rechnung  in  folgende: 

^     a-{-b'>C9    a^c'^b  und  6  +  c>a 

ifbergehen^  worin  der  Satz  enthalten  ist:  Die  Summe  zweier 
Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes  ist  grösser  als  die  dritte. 

Indem  wir  die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie: 
(1)  cosc  =  cosa.cos6-(-sina.sin6.cosC 

als  bekannt  voraussetzen,  wollen  wir  uns  jetzt  vornehmen,  die 
gebräuchlichsten  Formeln  des  sphärischen  Dreieckes  mit  Hülfe  des 
obigen  ebenen  Dreieckes  abzuleiten. 

Bekanntlich  ist 

r*=p*+  q^  —  2/»^. cos  12 
oder 

sin  ,  o,     sin  ,  «         ,  ,_ 

_„4c«=        ia*.cos46« 
cos  cos 

+  gjj,  4a*.sini6'«  — 2^^^  Ja.cosiö.g.^  \a.6\x\\b.cosR, 

folglich,   wenn  wir  die  goniometrischen  Formeln 

l."^^C08^  X~t~C0S«l7 

8inia:*= 5 und  cosla:*= ^ «n^  8infa:cosij:=lsiDX 

benutzen, 

4(lTcosc)=:i(ITcosa)(I+cos6)  +  J(l±co8o)(l  — cos6) 

—  i  sin  a  sin  b .  cos  R , 
oder 

2-f  2cosc=:lTcosa4-cos6=Fco8acos6-f  ldbco8a^co86 

=Fcosacos6  —  2sinasin6cos/2, 
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d«  i. 

C08  c  =  cos  a  cos  6  J:  sin  a  sin  6 .  cos  A. 

Durch  Vergleichong  mit  Formel  (1)  ziehen  wir  hieraus  das  Resultat : 

1800— fi  • 

Ferner  erhalten   wir  nach  dem  Vorhergehenden   ffir  die  oberen 
Zeichen: 

p  +  9+r=8ini(a  +  6)  -f  sinic  =28ini(a+6-Kc)  cosi(a4-6 — c), 

q-^-r — fi= sin  Ic  — sin  i(a — 6)  =  2cos4(a  +  c — 6)sin  4(6+0 — a), 

P'\-T — •^=8in4c  +  8in  .i(a  — 6)='28ini(a-f  c  •— 6)cos4(Ä-fc — a), 

p + ^  —  r = sin  i  (a  +  6)  —  sin  Je  =  2  cos  l(a  +  6  +  c)  sin  1  (a+6 — c); 

daher  hieraus  mit  Hülfe  des  Satzes  2 sin  Jjr .  cos io:  =  sin 4a; : 

(p+r  — y)(9+r— p)=sin4(^  +  c— a)sinKfl  +  <?— *)» 

sowie 

(p  +  7  +  *')(9'  +  *'— ;>)(P  +  ''— V)(P  +  ^-»') 
=:sini(a  +  Ä+c)sin4(6  +  c— a)sin4(a  +  c— 6)sin4(a-f  6  — c), 

ood  filr  die    unteren  Zeichen: 

P  +  y+»'=cosi(a — Ä)  +  cos4c=2cosJ(6  +  c  — a)cosl(a+c — 6), 

9+r — p=cosic— cosJ(o  +  6)  =  28ini(o  +  6  +  c)sin](a  +  6 — c), 

p+r— ^=cosic+cos2(a +  6) =2cosl(a  + 6  + c)co8j(a +6  — c), 

p+^— r= cos 4(a—6)—cos4c=2 sin  1(6  + c  —  a)  sin 4(0 +  c — 6); 

4aher  durch  Multlplication  mittels  der  Formel  2 sin  ^or. cos  |d;2=r sin  Jx: 

(p  +  r— y) (^  +  r  -p)  =  sin 4(a  f  b  +c)sin 4(a  +  6— c), 

(p  +  ^  +  r)(p  +  ^— r7=  sin  i(a  + c— 6)sin  4(6  + c—a),; 

•owie 

(p  +  ^  +  r)(^+r— p)  (p+r— ^)(p+7— r) 

=:8in4(a  +  6  +  c)  sin  4(6  +  c — a)sin  \{a  +  c — 6)sin4(a  +  6 — c). 

Setzen  wir  jetzt  diese  Ausdrücke  in  die  bekannten  Formeln  der 
tbenen  Trigonometrie: 
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\R=Sl 


und 


®**'**=9;;;;^<p+v+^)(^+*'— -pKp+i^— 9)(p+v— «•) 


ein,   so  erhalten  wir 

sin  4c«  =  sin  J(a  +  6)«8in  JC« +sin  i(a — Ä)«cos  4C«, 
cos  Je«  =  cos  \{a  +  6)*sin  J C«  +  cos  i(a— 6)2co8  i C\ 


(2) 


{ 


(3) 


SiniC=W    ; ; — 7 » 

T  Sin  asm  6 

4/^sini(a  +  ^  +  c)8ini(a+6  — c) 

cos4C=w  = • — I » 

^  sin  asm  6 


(4) 


sin  C:=  -r 


sin  a  sin  6 
X  V  sin4(a-f  ^-f  <?)8ini(6-(-c — a)sin  i(«+c— 6)8in4(a+6— c). 


und,  wenn  wir  in  der  Formel  (4)  C  mit  A^  daher  auch  c  mit  o 
vertauschen,  und  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Gleichung  durch 
die  unter  (4)  dividiren : 

(5)  sin  ^ :  sin  C=  sin  a:  sine. 

In  dieser  Formel  ist  der  Satz  enthalten :  Die  Sinus  sweier  Seite» 
eines  sphärischen  Dreieckes  verhalten  sich  wie  die  Sinus  der 
gegenüberstehenden  Winkel. 

Femer  ist 
sin(P  — Q)      sinP  sinQ  o     P        n     ?         n 

; — n =-r-ö»COS<? ; — sj  •  COS  P=  —  COS Q  — -*  COS  P 

sin  IC  sinÄ         ^      sin  Ic  .  r        ^     r 

_p  p«  +  r«— 9*      y   y^  +  r^-p*_(p  +  y)(jg— 9) 
r  '         ^pr  r '        ^Iqr  r*  ' 

d,  I. 


I 
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sinC  sin  ,  « 

h  Sluilicber  WeUe  finden  wir  mit  Rficksicbt  auf  den  Satz  (5) : 
mn(A'^ B)      ^\t\ A         „_sinB  sina   cos 6  —  cos« cos c 


= -r--3s.  COSÄ +- r-7> .  cos  ^  = -T 


Sin  V  8111 C  sin  C/ 


sine*        sina  sine 


sin  b   cos  a  —  cos  b  cos  c (cos  b  T  cos  a)  (l  +  cos  c) 

'sine'        sin  6  sine  sinc*^ 


d.  i. 


sinMT^),  cos^^^J^^^cos^^^Tft) 

sin  C  sin  ^  ^ 

cos*^ 

Hieraus  fo^t  durch  Vergleichung  mit  dem  nächst  Vorhergehenden 

sin(P-Q)  =  8in(^TÄ), 

also  entweder 

P^Q=A^B 
oder 

Bringen  wir  diese  Ergebnisse  mit  den  bekannten  Formeln  der  ebe- 
nen Trigonometrie: 

{p  +  q)  sin  iR  =r.  co^4(P—  Q) 

QBd 

(j»  — ^)  cos4Ä=:r.sin  i(/^— ö) 

b  Verbindung,    so  erhalten  wir  durch  einfache  Substitution  fol- 
gende beiden  Formelsysteme: 

iBin  1  /    I  t  \  sin  ,  ^^     sin  «  i  /  ^  -x-  »v 

cos  Uo±*)  ^08  i^=  cos*«^«"»  i(^  T-ß) , 


nid 


cö°si(aT*)^?„"iC=^;,';k.«nlMTÄ) 


(6) 
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Da  nur  einer  der  beiden  Werthe  für  P — Q  gelten  kann^  so 
müssen  wir  jetzt  noch  untersuchen,  welcher  von  diesen  beiden 
Werthen  für  die  oberen  und  unteren  Zeichen  richtig  ist. 

Was  zuvorderst  die  oberen  Zeichen  anlangt,  so  fährt  die  Sub- 
stitution a=6  in  der  zweiten  Gleichung  des  zweiten  Formelsystems 
auf  die  Absurdität  cosiM  — -ß)  =  0,  d.  i.  ^— jB=180o.  För  die 
oberen  Zeichen  ist  daher  P — Q^zA^-B  zu  setzen,  mithin  gilt 
hier  nur  das  erste  Formelsystem. 

Was  femer  die  unteren  Zeichen  betrifft»  so  führt  die  Subsü- 
tution  a-|-6  =  180^  in  der  zweiten  Gleichung  des  ersten  Formel- 
systems auf  die  Absurdität  sin^^-f  ^)  =  0,  d.  i.  ^-f  jB=360o, 
weswegen  für  die  unteren  Zeichen  P—  Q=180*^— (-^-f-Ä)  zu  setzen 
ist,  mithin  nur  das  zweite  Formelsystem  gelten  kann. 

Obige  Formelsysteme  geben  daher  nur  folgende  vier  Glei- 
chungen : 

sinl(a ^  6)  sin  iC=6in  4c. cos l(A—B), 
a\nl(a — Ä)cos2C=8inic.sinJ(^ — B), 
cosi(o~6)cosiC=cosic.8in|(^-f  JB), 
cos  i(a  -f  6)  sin  i  C= cos  Ic.  cos  i(A  -f  B), 
welche  die  Gaussischen  genannt  werden. 

Aus  diesen  erhalten  wir  durch  Division  je  zweier  derselben 
die  sogenannten  Nep  er 'sehen  Analogieen: 

__      sini(A — B)^   , 
♦S  *(«-*>= sin  K^  +  Ä) 's  i'^' 

*  '^     '     ^      cos  i(A  -i-B)  ^"^ 

Um  weitere  Schlussfolgerungen  aus  dem  vorliegenden  ebenen 
Dreiecke  zu  ziehen,  wollen  wir  vorher  seine  Winkel  P  und  Q  zu 
bestimmen  suchen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  für  die  oberen  Speichen: 

/>+Q=180o-C  und  P'-QzzzA^B, 


(7) 
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folglich         • 

P=90o— U^+C— >4)   und  ö=900-i(^+C— Ä), 

QDd  fvir  die  unteren  Zeichen 

/>+Q=Cund  P-Q  =  l80»-(^  +  JB), 

folglich 

P=900-4(^  +  B-O  und  Q=i(^  +  jB  +  C)-9Ü0. 

Aus  dem  Werthe  für  Q  im  letzteren  Falle  folgt  sofort 

4(^  +  jB+C)>90o,  d.  i.  ^  +  Ä+C>180*>, 

so  dass  die  Winkelsumme  eines   sphärischen  Dreiecks  jederzeit 
180  Grad  übersteigt 

Führen  wir  diese  Werthe  für  P  und  Q  in  die  bekannten  For- 
meln der  ebenen  Trigonometrie 

psinß  =  rsinP  und   ^sini2^:rsinQ 

ein,  so  erhalten  wir: 


(8) 


8iniacosi6sinC=sinic.cosi(S-f  C* — A)^ 
cosia8ini6sinC=sinic.cosi(^-f-  C^^B), 
cos  JacosiAsin  C= cos  ic.cos  i(i4 -f  Ä— C), 
siuiasinl6sinC=: — co8ic.cosi(-^+-B+C), 


md,  wenn  wir  die  erste  und  zweite,  dritte  und  vierte  dieser 
Gleichungen  mit  einander  multipliciren ,  die  anf  diese  Weise  ent- 
standenen Gleichungen  durch  sin  ^«  sin  i?  dividiren  und  zugleich 
beachten,  dass  nach  Satz  (5) 

sin  a  sin  b       sine* 
sin  A  sin  Ä""  sinC* 


Jsmc*  =  sm4c*. ^^ -. — ^  .    ^ — ' 


and 


smiism^ 
Hieraas  ergiebt  sich  wegen  lsinc*=  sinic^.cosio*: 
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(9) 


lc=V 


cos\{B-\-C—A)  cos  \  {A  +  C-^B) 

cos  AC  =  W    : — 1— : — S 


8inlC=   W    — -. — ;i— ; — 5 > 

*  T  s\nA»\iiB 


und  aus  (9)   durch  Multiplication  vermittels  sin  c  =  2810 ic. cos ic: 

2 

(10)  sin  c  =  -T — V— r-  s 
^    '^  siUilsin^ 

xV-co8i(^+Ä+C)co8i(Ä+C— ^)cos4(^+C^^cosi(^+JB-0- 

Quadriren  und  8ubtrahiren  wir  aber  die  Formeln    unter  (9)  und 
machen  dabei  Ton  den  goniometrischen  Relationen 

cosc  =  coslc* — sinic*  und   cos:r.co8j^= ^ —  ^^'  ' ^^ ^ 

Gebrauch»  so  folgt 

_  cos  C\  cos  {A--B)     cosC+co8(^  +  ig) 
28in^8ioi?        ^        28inilsin^ 

oder 

cos  A  cosB  -f  cos  C 

COSC=Z- ; 5 — ; 5 f 

Sin  A  Sin  B 
d.  i. 

(11)  cos  C=  —  cos  A  cos  Ä  +  sin  i<  sin  B  cos  c. 

Indem  wir  ferner  den  sphärischen  Excess,  d.  i.  den  Ueber- 
schass  der  Summe  der  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreieckes  fiher 
180  Grad,  durch  E  bezeichnen,  und  beröcksichtigen,  dass  iiir  die 
oberen  Zeichen: 

Q=:900-i(J  +  C-B)  =  B-j£, 

/>■  +  r*—  9-*= sin  la^cos  lÄ*  +  sin  Je*— cos  Jarsin  16* 
=sin  l(a  +  6)  sin  \(a  —  6)  +  sinic* 
= sin  Ja* — sin  iö*  +  sin  ic* , 

und  filr  die  unteren  Zeichen 

Q=l(A  +  B-i-C)-909=ziE, 

p«  +  r*— y«=cos  ia*cos  i6«  +  cos  ic*—  sin  ia«sin  \b* 
= cos  l(a  +  b)  cos  l(a  —  6)  +  cos  Ic* 
=  cos  Ja* — sin  46*  +  cos  Je* 
sscoB  ia*-f  eo8i6*-f  cosic*— 1 
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ist»  so  erhalten  wfr  mktels  der  bekannten  Formeln 

««  +  r«— o« 


«=v 


cos 


md  des  Vorhergehenden  leicht  folgende  Formeln: 

COS(Ä— i£)= ö-r-r ,.     .     ,  » 

^  2810  ia  COS  tOsiole 

(12)  ^ 

,  y,_cosio^  +  cosjfr^  -\r  cos  \6^ — 1 

'    *"         2  cos  4a  cos  1 6  cos  ic 

^         ^    '       2siu  Ja  cosi^sinic 
X  V  sin  i(a +6+ c)sini(Ä+ c  -  a)»in  i(a+c  -  Ä)sini(a  +6— c), 

sin  ^•£«= "ö i n i — 

^cosja  cos  ^o  cosic* 

X  V  sinUa+6+c)sin.l('^+c— a)sin4(o+c— 6)s)nl(a+*~c) ; 

bmer: 

sin(iÄ— i£) 


(W) 


=v 


4/  co8j(fl+^+c)»in!(^  +  c— 'Ocosi(«f  0—6)81  ni(ö+Ä— c) 


siniacosa^sinic 
8in}£: 


nd 


(15) 


_4rsinUfl+^+c)gini(6-|-c— o)sini(a-|-c— 6)sin](a-|-6— c) 
f  cos  ia  cos  ib  cos  ^e 

cos(il?-l£) 

_4fsinKfl+ft+c)co8i(^-fg~fl)*<in{(fl-fg~6)cosU^+6~c) 
f  siniacoss^sinic  ^ 

cosi£ 

Vcosi(fl+6-t-c)cosi(6-|-c— o)cosi(a4-c— 6)cosl(o+6^) 
cosiocöslScosIc 
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Aas  den  beiden  letzten  Formelsystem^n  erbaUen  wir  endlicb 
darcb  Division  die  eleganten  Ausdrücke: 


tcrri  Ä-i  J^  -  4/tgj(6  +  t— /i)tgU«  +  ^-e) 
(16)^^         4^;-Y  tgi(ci  +  6  +  c)tgKa-|-c-6)' 

tgi£=Vtgi(a+6+c)tgi(Ä+c-fl)tgUa+c-6)tgi(a  +  ft-c), 

von  welchen  man  letzteren  Simon  Lhuilier  verdankt. 

Aus  den  beiden  Ausdrucken  unter  (16)  erhSlt  man  leicht  die 
Formel: 

(17)  tg(4^— i^^= ^jj^ , 

wodurch  wir  eine  bequeme  Methode   erhalten,   aus  den  drei  Sei« 
ten  eines  sphärischen  Dreiecks  die  drei  Winkel  zu  berechnen. 

Man  berechnet  nämlich  zuerst  die  Grosse  \E  mit  Hölfe  der 
Formel 

tgl£=Vtgl(a  +  ^  +  c)tg](ft  +  c-a)tgi(a  +  c-6)tgi(a+6-c), 
und  hierauf  die  Winkel  A,  B,  C  mittels  der  Formeln: 

,„fiA    ,p._tgU«+g~^)tgK«+^-g) 
tg  (i^  -  i^ = ^-,  £ f 

tgaÄ-i£)=^Si(*±£r_|t|i(«+6-e)^ 

Zur  Controle  dient  die  Relation: 

il  +  B  +  C— I80o  =  JE:. 

Will  man  jedoch  von  einer  Controle  absehen,  so  kann  man 
auch,  nachdem  man  die  beiden  Winkel  A  und  B  gefunden  bat, 
den  dritten  Winkel  C  mit  Hülfe  der  Formel 

C=180o  +  £-(il  +  Ä) 

berechnen. 


Anmerkung. 

Die  trigonometrischen  Ausdrücke  für   den  zuletzt  genannten 
Winkel  finden  bei  folgender  Aufgabe  Verwendung: 
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Ans  den  drei  Seiten  des  sphärisclien  Dreiecices  in  Taf.  II.  Fig.25.y 
BC^a^  AC=^bf  AB:=C9  die  Lage  des  PoU  Pvom  umschriebenen 
Kreise  xa  finden. 

Em  sei  der  Winkel  ACFz^^i,  der  Bogen  APz:zBP=CP=a, 
Mist  wegen  der  gleichschenlcligen  Dreiecke  ACP,  BCP  und  ABP 

Naefe  Formel  (16)  i8t  aber : 


i2(46o^Y-\l  tgU^  +  c-o)tgi(a+^-c) 
ig^40      2;=\  tgi(a  +  6  +  c)tgi(a+c-6)* 


tg(,Ä-.^')-Y  ^i(^  +  6  +  c)tgi(a  +  c-6)' 
daher 

1. 

wodurch  fft  gefunden  wird. 

Um  endlich  den  Bogen  a>  zu  ermitteln,    haben  wir  aus  dem 
Dreieck  ACP: 

cos  AP=  cos  A  C,  cos  Pv+  sin  i^  C.  sin  PC,  cos  A  CP 
oder 

cos  o  =  cos  ö  cos  00  -f  sin  6  sin  u  cos  f* » 


tiso 


d.  i. 


cos(o(l  —  cos  6)^  sin  A  sin  00  cos  fi, 

1 — C086 

sm6cosfi      ^ 
daher 

n.  tg»=^A. 

"  COSfA 

Durch  die  Formeln  I.  und  II.  ist  jetzt  unsere  Aufgabe  vollständig 
get'ist  Indess  kann  man  in  letzterer  Formel  anstatt  cosft  noch 
einen  anderen  Ausdruck  einfuhren.  Zu  diesem  Zwecke  wenden 
wir  uns  an  Formel  (13) ,  wodurch  wir 

8in(g — ^jE)  =  co8f* 

_Vsini(a  +  6  +  c)sint(6  +  c— a)sini(a  +  <?— 6)sini(a  +  6— c) 
'^'  2sin4aQOsi6sini#;  ' 

abo  nach  II.: 
„  2  si  n  4a  sin  ^6  sin  ic 

'        Vsini(a-f6-|-c)8inKHc-a)sini(<r'fc-6)sini(a-|-6-c) 

ctkaMeD. 
ThtU  XXIV.  -       6 
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Von  den  Fonneln  unter  (13)  iSsst  sieb  folgende  Anwendung 
maeben:    Dividiren  wir  nämlich  diese  Formeln,  so  ergiebt  sich 

8in|£  .    ,      .    , 

worans  der  Satz  folgt :   Sphärische  Dreiecke  haben  gleichen  Flächen 
Inhalt,  sobald  sie  in  einem  Winkel  und  dem  Producte  der  Tan- 
genten der  halben  einscbliessenden  Seiten  öbereinstimmen. 


VI. 

Ueber  die  Hauptaxen  eines  beliebigen  Systems 

materieller  Punkte. 

Von 

dem   Herausgeber. 


§.  J. 
Wir  wollen  uns  ein  beliebiges  System  materieller  Punkte 

und  in  demselben  einen  gewissen  Punkt  O  denken.  Diesen  Punkt 
O  nehmen  irir  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  an,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte 

tn,    tttit    nis,    ffig,    1114, •••• 
in  Bezog  auf  dieses  System  respective  durch 

^*  y,  2;     ^A»  yi.  hy    ^2»  ^2»  H'y    ^8»  ys*  «3> 

Femer  legen  wir  durch  den  Punkt  O  eine  beliebige  Linie  oder 
Axe  AA' ,  und  bezeichnen  die  von  einem  der  beiden  Theile  ÖA 
oder  OA*  dieser  Axe  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordi- 
natenaxen  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  a,  ß,  y.    Die  Entfernungen  der  Punkte 
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TOD  der  Ax0  AA' ,  d.  b.  die  von  denselben  auf  diese  Aze  geßill- 
tn  Perpendikel  wollen  wir  respective  dnrch 

Wieichnen,  und  nun  einmal  etwa  r  zu  bestimmen  suchen,  indem 
oatorlich  zur  Bestimmung  der  Eotfernungen  aller  übrigen  Punkte  von 
der  angenommenen  Axe  ganz  dieselben  Betrachtungen  fahren  werden. 

Die  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  nach  dem  Punkte 
■  gesogene  Linie  wollen  wir  dnrch  p,  und  den  von  dieser  Linie 
■it  dem  der  beiden  Tbeile  OA  oder  OA'  der  Axe  AA' ,  auf 
welchen  sich  die  Winkel  er,  ß,  y  beziehen,  eingeschlossenen,  180^ 
■iebt  fibersteigenden  Winkel  durch  c3  bexeichneD ;  dann  ist  offenbar 

rspsinS, 
also 

r^=pa  sin  5*=p^— p^cos  5*. 
Nu  ist  aber  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

p«=:a:a  +  y2  +  i«; 

md  wenn  wir  die  von  der  Linie  p  mit  den  positiven  Theilen  der 
«bei  Axen  eingeschlossenen ,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 
darch  «,  A,  fi  bezeichnen,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 

cos  Q  =  cos  a  cos  )(  {- cos  ^  cos  X -|- cos  )f  cos  fi  , 

oder,  well  offenbar 

;r=:pCOS»,     ^=pCOSX,      fspCOSfl, 


ibo 


p  p        ^    p 


.     ^costt-f-^cos|9-f  2Cosy 
cos  G> = -^ ^t 

p 

b%lieh 

p  cos  S  s=  jr  cos  a -f  iy  eos /9 -f  2  cos /. 

Daher  erhält  man  nach  dem  Obigen  für  r^  den  folgenden  Aosdruck: 

I)  1*=^:*+ jjf«  + 1*  —  (xcoBu  -f  ^cos  ß  +  «cosyj*. 

Entwickdt  man  das  Quadrat 

(x  cos  a  +  y  cos  ß-{-t  cos  yj*, 

••  erhält  man  auf  der  Stelle  mittelst  einiger  ganz  leichten  Re- 
dnetkuien: 

6' 
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t  —  2yzeo8^co87— 2zjrco8/co0a— 2;rycoscroos/9. 

Weil  aber  bekanotlicb 

cos  a*  +  cos /P  +  cos  y* = 1 
nnd  folglicb 

sin  a* = cos  jS*  +  cos  y*, 
8in/3^=cosy*-|-cosa^, 
sin  y*= cosa*  +  cos  /5* 
Ist,  so  erhilt  man  aaf  der  Stelle  fiSr  r*  aucb  den  folgenden  Aasdniek: 

!r»=     (y«+2«|co6a«  +  (2*  +  a:«;cos/S*+C:r»  +  y«)cosy» 
— 2yzcos/3cosy— 2z^cosycosa — 2;r^cosaco8/9. 

Diesen  Ansdnick  kann  man  aber  offenbar  aadi  unter  der  fol- 
genden Form  darstellen: 

4)   r*=(ycosy— xcos/Sj^+(tcos«— «cosyJ^+flsrcos/J— ycos«>*. 

Bekanntlicb  nennt  man  die  Summe 

das  Trägbeitsmoment  der  Punkte 

In  Bezng  auf  die  angenommene  Axe  AA'.    Daber  ist,  wie  aas  den 
Formeln  3)  und  2)  sieb  auf  der  Stelle  ergiebt: 

'  — 2cos/3cosy^iityz— 2cosycosaZmza^  — 2cosacos/?2?mjry 
ond 

2?/itr*  =  sin  cfl£ma!^  +  sin  ß^Zm^  +  sin  y^Znu^ 
2cos^cosy2?myz— 2cosycosaJ?iitzj?— 2co8aeos/}2!nu:y; 
oder,  wenn  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

8)  D=£m^x,    E=zl!mxx,    F^Zmxy; 

9)  G=z£m3fl,    B=£mg^,    J=£m^ 
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•aiseo: 

l  ^2Dco8ßcoay^2EcoBycoaa — 2Fco5aco0/) 


•"i 


* 

— 2Z>co8/3co8/ — ^2£co8/co8tf— 2Fco8aco8/9. 


La88eii  wir  die  Aze  AA'  jmt  der  Axe  der  x  zasammeofaUeo» 
fo  ist  offenbar 

eosa^=±^l,    cosßs^O,    co0y=O; 
ibo  nach  10)  ßir  die  Aze  der  x: 

Lassen  wir  die  Aze  AA*  mit  der  Aze  der  y  ziiaanimeofallao» 
•0  iat  offenbar 

co8a»0,    co8|9=dbl»    cosysO; 
also  nach  10)  ßir  die  Aze  der  y: 

Lassen  wir  die  Aze  AA'  mit  der  Aze  der  t  siMammenfallen» 
so  Ist  offenbar 

costf^^Oy    co8/J=0,    cosy=J:l; 

also  oacb  10)  für  die  Axe  der  z: 

Wir  sehen  hieraas,  dass  die  in  dem  Ausdrucke  10)  Forkom* 
aeoden  CoefBcienten  A^  B,  C  die  Trägheitsmomente  des  Systems 
der  gegebenen  materiellen  Punkte  in  ßeaug  auf  die  drei  augenom- 
Benen  Azen  der  a^,  y,  z  sind. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  Odrei  beliebige  andere  auf 
dnander  senkrecht  stehende  Azen  der  x*,  y',  z*  gelegt,  und  be- 
Miehneo  die  Trägheitsmomente  des  Systems  der  gegebenen  ma- 
teriellen Punkte  in  Bezug  auf  diese  Azen  respective  durch  A', 
B*,  C;  so  ist  nach  10),  wenn  wir  die  Winkel,  welche  der  positive 
Theil  der  Aze  der  x'~  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der 
X,  y,  z  einschliesst ,  durch  9,  ^,  %\  die  Winkel,  welche  der  posi* 
tive  Theil  der  Aze  der  y'  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen 
^  X,  g,  z  einschUesst,  durch  g>',  nff',  %';  die  Winkel,  welche  der 
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positive  Theil  der  Axe  der  z'  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  a,  y,  z  einschliesst,  durch  <p",  '^"^  ^  bezeiclinei) ,  keinen  die- 
ser Winkel  grosser  als  180^  genommen: 

A'=     -4cosg)*  +  i5eost/;«  +  Ccosx* 

— 2/>cost/;cosx— 2£co8xcos9 — 2Fcos9Cos^» 

Ä'=     -4co8  9'«  +  Bco8i/;'«-f  Ccos^'* 

— 2/)cost/;'cosx'-^2£cosx'co8g)' — 2f  cosgj'cos^', 

— 2  />  cos  ^"  cos  %"— 2  E  cos  f  cos  9"— 2  Fcos  tp"  cos  ^. 

Addirt  man  nun  diese  drei  Gleichungen  zusammen,  und  beachtet, 
dass  nach  bekannten  Sätzen  offenbar 

cos  g)*+  cos  g)'*  +  cos  qf^^zl , 
cosi(;*+  costf;'*  +  cost(;''*=  1, 

cos  %^  +  cos  X'*  +  cos 'f^Z=z\i 

cos  t/;  cos  %  +  cos  ^'  cos  %'  +  cos  '^'^  cos  X* — Ol 

cos  X  cos  (p  +  cos  x*  cos  fp'  +  cos  x"  cos  (p''=zO, 

.   cos  9>  cos  ^4- cos  9' cos  V  -|- cos  9'' cos  ^^^=0 

ist;  so  erhält  man  die  folgende  bemerkenswerthe  Gleicbang: 

12)  A'  +  B'  +  C'=zA  +  ß+  C, 

in  welcher  der  Satz  ausgesprochen  ist,  dass  die  Summe  der 
Trägheitsmomente  des  Systems  der  materiellen  Punkte 
m,  mi,  nt2,  tna,....  in  Bezug  auf  jede  drei  durch  den 
beliebigen  Punkt  O  gelegte,  auf  einander  senkrecht 
Stehende  Axen  eine  constante  Grosse  ist. 

§.2. 

Wir  wollen  jetzt  durch  einen  beliebigen  Punkt  (abc)  eine  der 
Axe  Ä2!  parallele  Axe  ÜÜ'  legen,  und  das  Trägheitsmoment  des 
Systems  der  materiellen  Punkte 

in  Bezug  auf  diese  neue  Axe  durch  £mt^  bezeichnen. 

Legt  man  durch  den  Punkt  (abc)  ein  neues  dem  primitiveo 
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ptralleles  CoordiDatensystem »  so  sind  nach  der  Lehre  tod  der 
VerwandioBg  der  Coordinaten  die  Coordinaten  des  Punktes  m  In 
fiesem  neuen  System: 

Ftl^h  ist  nach  $.1.  1): 

^t(x  — ii)cosa  +  (y — 6)cosß+(z  — c)cosy|* 
oder 

—  t(arcosa  +  yco8/?-|-2COS7)  —  (acosa+  bcosß  -{•  ecopf)]^. 

Bezeichnet  nun  R  die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Axen  von 
cJDaoder ,  d.  h.  eigentlich  die  Entfernung  des  Punktes  O  von  der 
Axe  üü',  no  braucht  man,  um  R  zu  erhalten,  in  der  vorstehenden 
Gleichung  offenbar  bloss  x^y^z  verschwinden  zu  lassen,  wodurch 
lieb  ergiebt: 

I2*=:a*-f  ^'-t-c*  — (acosa-f  6co8|9-f  ccos/)^. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen»  wie  sogleich  erhellet: 

i*={ar*+y*  +  z* — (orcosa+ycos/J  +  xcosy)*) 

+  |o*+ **+ c*— (acosa  +  6co8/J  +  ccosy)*! 

— 2|iur-|-6y-|-cz— (acosa-|-6cos/?+ccosy)(.TCOSa-|-ycos/7-f<cos]f)| 

nd 

jp*=ar*+y*  +  z*  — (a>co8«  +  y  cosj?  +  «cosy)* 

ist,  so  ist 

— 2|iw?+6y+ct — (acos«+6cos/J+ccosy)(arcos«+ycos/J+«cosy)|. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  auf  der  Stelle   durch  Sum« 
■ation»  nachdem  man  vorher  mit  den  Massen  multiplicirt  hat: 

Zm^  =  £mr^  +  R^Zm 

'^i\a£mx'^b£my-^'  c£mx — (acosa-|-6cos^-f  ccos7)(cosaXifu; 

+  cos  ß£my + cos  f£mz)  |. 

Beieich^e«  non  jr»  9#  f  die  Coordinaten  des  Schwerponktes  des 
Syststts  der  Massen 
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wi,    iHi ,    m^y    mgf    1W4] 


in  Bezog  auf  das  primitive  Coordinatensystem ,  so  Ist  nach   der 
Lehre  vom  Schwerpunkte  bekanntlich: 

x£m=£mx,    tfSm=:£my,    }2m^£mzi 

also  nach  dem  Obigen: 

1)  1 

(— ,2^m.{ajr+fti;+cj—  (ocosa-f  6cos/?-|-ccosy)  (rcosa-l-^cos/S-f  fcosy)}. 

Für  jr=0,  t?  =  0,  f  =0,  d.  h.  wenn  die  Axe  ÄÄ',  auf  welche 
sich  das  Trägheitsmoment  £mr''^  bezieht »  durch  den  Schwerpunkt 
des  Systems  der  Massen 

tn,    Till»    fn^9    ff^t    f/t4y«*** 
gelegt  ist,  ergiebt  sich  aus  1): 

2)  £mt^=z  Zmr^  +  R^£m, 

Wenn  man  also  das  Trägheitsmoment  der  Massen 
fft,  i?i| ,  nt^t  1^3,....  in  Bezug  auf  eine  beliebige  durch 
ihren  Schwerpunkt  gelegte  Axe,  nämlich  £nn^,  kennt, 
kann  man  das  Trägheitsmoment  £mt^  in  Bezug  auf  jede 
andere  dieser  Axe  parallele  Axe,  deren  Entfernung 
R  von  jener  anderen  durch  den  Schwerpunkt  gelegten 
Axe  gegeben  ist,  mittelst  der  Eormel 

2mt^=£mr^+R^Zm 

immer  leicht  finden. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  auch,  dass  unter  den  Trägheits- 
momenten in  Bezug  auf  parallele  Axen  das  Trägheitsmoment  In 
Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Massensystems  gehende 
dieser  parallelen  Axen  stets  das  kleinste  ist. 

§.  3. 
Das  Trägheitsmoment  des  Systems  der  Hassen 

in  Bezug  auf  eine  beliebige  durch  den  beliebigen  Punkt  O ,  den  wir 
immer  als  Anfang  der  rechtwinkligen  Coordinaten  annehmen,  gehende 
Axe  ist  stets  eine  endliche  völlig  bestimmte  positive  Grcisse.   Daher 
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moss  es  aoter  allen  darch  den  Punkt  O  gehenden  Axen  offenbar 
immer  mindestens  eine  geben,  in  Bezug  auf  welche  das  Trag- 
kcitsiDoment  unseres  Massensystems  nicht  kleiner  ist  als  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  jede  andere  durch  den  Punkt  O 
gellende  Aze.  Diese  durch  den  Punkt  O  gehende  Axe,  deren 
wirkliche  Existenz  keinem  Zweifel  unterliegt,  wollen  wir  jetzt  als 
Axe  der  x  annehmen.  Ganz  eben  so  muss  es  unter  allen  im  Punkte 
0  auf  der  Axe  der  x  senkrecht  stehenden  Axen  immer  mindestens 
eine  geben,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  unseres 
Massensystems  nicht  kleiner  ist  als  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zog auf  jede  andere  im  Punkte  O  auf  der  Axe  der  x  senkrecht 
fteheode  Axe.  Diese  im  Punkte  O  auf  der  Axe  der  x  senkrecht 
ttebeode  Axe,  deren  wirkliche  Existenz  wiederum  keinem  Zweifel 
DDterliegt,  wollen  wir  als  Axe  der  y  annehmen.  Endlieh  nehmen 
wir  die  im  Punkte  O  auf  den  so  bestimmten  Axen  der  x  und  y^ 
i,  h.  auf  der  durch  diese  Axen  der  Lage  nach  bestimmten  Ebene, 
leakrecht  stehende  Axe  als  Axe  der  x  an.  Die  Trägheitsmomente 
des  Massensystems  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  y,  x  bezeich- 
■eo  wir  wie  frClher  respective  durch  A,  B,  C,  so  dass  also  nach  $.  1. 

Az:zZm(y^  +  x^),    B—Smix^  +  x^,     C=i:m(x^  +  y^ 

ist  Wegen  der  jetzt  getroffenen  Auswahl  der  Axen  der  x,  y,  x 
ist  aber  offenbar  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 

A1^  B  ^  C. 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  O  eine  vierte  beliebige  Axe 
AAf,  and  behalten  für  diese  Axe  alle  in  §.  l.  eingeföhrten  Be- 
zeichnungen auch  jetzt  bei,  so  ist  nach  §.  1.  10)  fiir  diese  Axe: 

-Tfiir* = A  cos  a^+BeoBß^+  Ccos  y« 

— 3cos^cosy^/it^2 — 2coaycosa£mxx — 2cosixcos/9^mj:y. 

Wegen  der  vorher  getroffenen  Auswahl  der  Axen  der  x,  y,  x 
ist,  was  auch  die  Winkel  a,  ß,  y  sein  mögen,  immer 


A'^^mr^. 


also 


A'rAcosa^  +  BcoBß^  +  Ccoay^ 
—icosßeoByUmyx—^coByeoBaSmxx — 2eosaco8  ß2,mxy. 
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folgiicb 

— 2cosßco6YZm^2'-2coaycoaa£m2a'-'2coBacoBßJSmxjf. 

Setzt  maD  nun  fiir  a  einen  beliebigen  180^  nicht  fibersteigen- 
den Werth,  für  ß  einen  durch  die  Gleichung  cos/?  =  6ina  bestimm- 
ten Werthy  was  offenbar  verstattet  ist,  so  geht  die  Bedingungs* 
gleichung 

cos  «•  +  C08/3*  4-co«y*=l, 

deren  Erf&Ilung  natürlich  immer  vorausgesetzt  werden  muss,  lo 

cos  a* + sin  a* + cos  y*=  1 , 

also  in  cos}^=Ofiber,  woraus  sich  co8y=0  ergiebt  Folglich  ist 
nach  dem  Obigen  fiir  jedes  180^  nicht  fibersteigende  a: 

A  sin  tt*r^^sin  a^ — 2sin  acos  allmxy, 

also 


Wäre  nun  nicht 


so  kOnnts 


A  ^  B — ^2coia£mx^, 


Zmxy=^n, 


ZmxyyO  oder  £mxyK,0 


sein.    Wäre 


so  wfirde,  wenn  a  sich  180^  näherte,  die  Grosse 

'-2cota£mxy 

sich  dem  positiven  Unendlichen  nähern,  und  es  k5nnte  also  offen- 
bar nicht  fiir  jedes  zwischen  0  und  180^  liegende  a  die  Bedingung 

A'^B — 2cot  aümx^ 
erfllllt  sein.    Wäre  dagegen 
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•o  wflrde,  wena  a  sich  0®  nfiberte,  die  Grösse 

—  2cotef2?iiwry 

•i^  dem  positiven   Unendlieben  nfihern,  und   also  offenbar  wie- 
derum nicht  Hir  jedes  zwischen  0  und  180^  liegende  a  die  Bedingung 

AirB — 2coia2mxy 

erffiUt  seio.    Daher  kann  weder 

noch 

Zmxy<,Q 
8em»  mid  es  niuss  also 

•eio. 

Setzt  man  wieder  für  a  einen  beliebigen  ISßft  nicht  überstei- 
genden Werth,  für  y  einen  dorch  die  Gleichung  cosyrzsina  be- 
stimmteD  Werth,  was  offenbar  verstattet  ist,  so  geht  die  Bedin- 
gnogsgieichong 

cos  a*  +  cos /5* -f  cos  y*  =1 1 , 

deren  Erf&llung  natürlich  immer  vorausgesetzt  werden  muss,  in 

cosa^  +  cos/J^  +  sincx^=  ly 

also  in  cos/^=0  über,  woraus  sich   cos/3=0  erglebt.    Folglich 
ist  nach  dem  Obigen  für  jedes  180^  nicht  übersteigende  a 


A  sin  a^T^  Csin  a^— »2  sin  a  cos  uSmzx , 


ilM 


A'^  C — 2coi€tI!mxx, 


woraus  man  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  achlieast»  dass 

Zmzx^O 

•eb  muBB* 

Lassen  wir  nun  die  Axe  AA'  In  die  Ebene  der  yz  hineinfal- 
len, so  ist  «==90^«  nnd  (Sr  das  Trägheltsmomeiit  £m^  hat  man 
daher  jetzt  nach  dem  Obigen  den  folgenden  Ausdruck: 
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Wegeo  der  getrofleneD  Auswahl  der  Axen  ist 

also 

B^Bco8ß^+  Ccosy* — 2  cos  ßco8  y£m$fz,' 
folglich 

B  81  n  |3*  ^  C'cos  y* — 2  cos  ß  cos  y2my%. 

Setzen  wir  nun  fGr  ß  einen  beliebigen  180^  nicht  flberstelgenden 
Wertb>  so  ist  wegen  der  Gleichung 

cos  a*  +  cos  |3*  f  cos  y*=:  1 , 

weil  cosft=0  ist,  offenbar  cos}^=sinj3^,  folglich 

Bsin /3>  ^  Csin /^  •- 2sin /3cos /3i:fityc , 

also 

B^C-2coißZmyz, 

woraus  sich  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  fräher' 

ergiebt. 

Wenn  daher  die  Axen  auf  die  aogegebeoe  Weise  ausgewfiblt 
worden  sind,  so  ist 

1)  ZmyiznO,    Zmtx^Q,    2mj:y=zO; 

und  folglich  nach  dem  Obigen  fiir  jede  durch  den  Punkt  0>  den 
Anfang  der  ar,  y,  z,  gelegte  Axe: 

2)  2'mr«  =  ^cosa«+Bcos/5«+  Ccosy*. 
Weil  bekanntlich 

A=B^C 

Ist,  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander, 
80  ist  unter  derselben  Bedingung: 


eines  MieMpen  Spstems  materieUer  Punkte.  77 

T 

Ccos  a^^A  cos  a*, 

Ccos  y*=  Ccos  y*; 
«bo,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  addirt>  und  dabei  die  Gleichung 

cos  a*  +  cos /3*  +  cos  y*=  1 
berücksichtigt : 

C^Jcosa«+ßcüS/3«+  Ccosy«, 

folglich  nach  2): 

C=2:mr«, 

L  h.  bei  der  oben  getroffenen  Auswahl  der  Axen  der  x,  y,  x  ist 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  z  nicht  grosser 
aU  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  irgend  welche  andere  durch 
den  Punkt  O  gelegte  Axe. 

Ffir  ^  =  A:=Cwird  wegen  der  Gleichung 

cos  a*  +  cos  ß*  +  cos  y*=l 

Bach  2)  auch 

£mr^—A=sB=C, 

d.  k  es  sind  in  diesem  Falle  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
alle  durch  den  Punkt  O  gelegten  Axen  einander  gleich. 

Sind  nur  zwei  der  Trägheitsmomente  A^  B,  C  einander  gleich, 
etwa  A=zB,  so  ist  nach  2) 

-rmr*= ii  (cos  o»  +  cos /3«)  +  C  cos  y», 

d.  L,  weU 

cosa*  +  co8ß*=l — cosy*=8iny* 

Ist: 

« 

£mt^^=AB\n  y*  +  Ccosy*. 

Set^  man  nun  Y=iW^,  d.  h.  liegt  die  durch  den  Punkt  O 
gdegte  Axe 9  welcher  das  Trägheitsmoment  £nn^  entspricht,  in 
der  Ebene  der  ay,  so  ist 
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d.  h.  es  siod  in  diesem  Falle  die  TrägheitsmomeDte  ffir  alle  io 
der  Ebene  der  xy  durch  den  Punkt  O  gezogenen  Axen  einander 
gleich. 

§.  4. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  ist  ßlr  jeden  Punkt  O  die 
Elxistenz  dreier  durch  denselben  gehender,  auf  einander  senkrecht 
stehender  Axen  nachgewiesen  worden,  ffir  welche,  wenn  man  die- 
selben als  Axen  der  x,  y,  z,  den  Punkt  O  natfirlich  als  Anfang 
der  xyz  annimmt, 

Zmyz^O,    £mzx=:0,    Zmxy^O 

ist.  Diese  drei  Axen  haben  nach  dem  vorhergehenden  Paragra 
phen  die  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  immer  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  eine  nicht  kleiner,  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  eine  andere  nicht  grosser  als  das  Trfig- 
hcitsmoment  in  Bezug  auf  irgend  welche  andere  durch  den  Punkt 
O  gelegte  Axe  ist,  oder,  in  der  Kdrze  gesprochen,  die  eine  dieser 
drei  Axen  ist  immer  die  Axe  des  grüssten,  eine  andere  ist  die 
Axe  des  kleinsten  Trägheitsmoments,  nämlich  fOr  alle  durch  den 
Punkt  O  gelegte  Axen. 

Man  nennt  diese  drei  durch  den  Punkt  O  gelegten ,  auf  ein- 
ander senkrecht  stehenden  Axen,  fCr  welche 

« 

£myz:=^0,    £mzx:=0,     £mxyz=iO 

ist,  die  drei  auf  einander  senkrecht  stehenden  oder  gegen  einan- 
der rechtwinkligen  Hauptaxen  des  Systems  der  Massen 

m »    Uli,    tn^t    iRs»    fit4, .... 
fOr  den  Punkt  O. 

Wie  die  Lage  dieser  drei  gegen  einander  rechtwinkligen  Haupt- 
axen des  Systems  der  Massen  m,  mi,  m^,  itig, ....  fär  jeden  be- 
liebigen Punkt  O  analytisch  bestimmt  werden  kann,  wollen  wir 
jetzt  im  nächsten  Paragraphen  zeigen. 

§.  5. 

Den  Punkt  O  nehme  man  als  Anfang  eines  beliebigen  reehl- 
winkligen  Coordlnatensystems  der  xyi  an,  und  setze  dbr  Kfin» 
wegen: 
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1)  ^  DzizSmyit  E^=zlinax,  F^^Zmxy; 

wo  natürlich 

A,  B,  C;    />,  £,  F;    G,  £f.  J 

sSmniÜich  gegebene  Grossen  sind,  bestimmt  durch  die  Grosse  der 
Massen  des  Systems  und  deren  Lage  gegen  die  drei  durch  den 
gegebenen  Punlct  O  gelegten  Axen  der  x,  y,  2, 

Ferner  denke  man  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  O  dl# 
drei  demselben  entsprechenden  rechtviinkligen  Hau]>taxen  des  ge- 
gebenen Alassensystems,  von  deren  Existenz  wir  uns  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  versichert  haben,  gelegt,  und  nehme  die- 
selben jetzt  als  Axen  der  Xf  Pf  }  an,  indem  wir  zugleich  die  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  jr  mit  den  positiven  Theilen 
der  Axen  der  j:»  y»  2  eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel  durch  <p,  ^,  %x  die  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  9  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  eingeschlos- 
senen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  <p' ,  t|;',  %';  die 
fon  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  }  mit  den  positiven  Thei- 
len der  Axen  der  x,  y,  2  eingeschlossenen,  180^  nicht  Überstei- 
genden Winkel  durch  <p",  ^",  ^'  bezeichnen.  Auch  setze  man 
der  Kürze  wegen: 

2)  X=I!ms^,    p^Zmtjl^,    S^JSmi^ 

nd  bemerke,  dass  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

i:mxf}=0,    I!m}x=(h    £mxv=0 

Ans  den  In  §.  1.  angestellten  Betrachtungen,  oder  auch  aus 
den  allgemeinen  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Co- 
•rdinaten,  geht  nun  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  folgenden  Glei« 
diQDgen  hervor: 

jr=:rcos9)-|-^cos^  +zcos%p 

i):=xcos(p'  -t-ycos^  +  zcoaji!, 

^ssxamtp"  -|- jf  cos  fff"  +  zcom^f 

«nd 
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xi:=jr  cos  9  4-9^08  9'  +JC08^'', 

^=:jrco8t/;-f  i^costp'-f  Kos^'^» 

}=jrco6x  -^tfcosifl  •\-}cos'f. 

Also  ist 

J^=a:(arcos9+yco8t;;  +  xco8;5)  =  jr(jrcos9)  +  t^co89'  +|co8^'0f 

yr=^(arcos9)-|-jycos?f;-f  2C0s%)=T(TC08if;  -|- t^cosif;'  +fcosi(;*^, 

;^  =  2  (a:  cos  9  +  y  cos  ip + 2  cos  %)  =  jr  (r  cos  ;j  + 1?  cos  x'  +  J  cos  5^*^ ; 

woraus  sieb,  nachdem  man  vorher  mit  den  Massen  gehörig  multl- 
plicirt  hat,  daroh  Summation  auf  der  Stelle  ergiebt: 

cos  tpEnuc^  +  cos  'i\)Zmxy  +  cos  iZmzx 
=:cos^£mx^+coaq>'Zmxtf't-co6q>"£m}jc» 

cos  fpZtnxy  -f  cos  ^21my^  -f*  cos  %2myz 
=cosif;^iiijr^  -|-cosif;'2?mjrt^  +  coa^ZmjXt 

C08<p2m2x  +  cos  'tifZmffz  +  cos  %2mz^, 
=:  cos  %2mx^  +  cos  x*  l^mjrt;  +  cos  y^^mjx ; 


also,  weil 


^mjrt|=0,    2m|jr=0 


ist,  wenn  man  zugleich  die  aus  dem  Obigen  bekannten  abkiirsen- 
den  Bezeichnungen  einführt: 

[  (G — J^cosg) -f  ^cosip-f  £cos;(=0, 
3)    j  Fco8g)  +  (Ä— Jf)  cos  !(;  +  />  cos  x=0, 
^  £Jcosg)+Z>costf;  +  (J — '3c) cos %:=z(i. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

(Ä-.JO(J-Jf)— D2, 

DJB— F(J-«), 

und   addirt  sie  dann    zu  einander,   so  erhftlt  man  die   folgeode 
Gleichung: 

— F>(j-jr)  +  2z>£;F      3      ' 
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if«Ue  Gleidning  io  Bezug  auf  Ht  als  unbeksÖDte  GrOs««   vom 
Mtteo  Grade  ist. 

Auf  ganz  Sbniicbe  Art  ist: 

xti^x  (x  cos  tp'  -{-y  cos  if;'  +  2  cos ;(') = t;  (jr  cos  9?  + 1)  cos  9'  +  }  cos  9'') , 

|f=y(xcos9'  +ycost^'  +  2Cosx'):=l^(rco8t/;  +  l^costf;'  fjcos^''), 

U  =  x(.rcos9)'  +ycosip'  +  zcos^')  =:t^(jrcos%  +  i^cos)j'  +Jcosx''); 

C»%licli  durch  Suromation : 

1(6'— J))  cos  ^'  +  Fcost>r'  +  £;cosx'=0, 
Fcos9)'  +  (i^— Wcostfi' +Z)eosx'=0, 
JBoos^)'  +  Z>costJ;'  +  (J—  V)  cos  ^'=0; 
woraus: 

h  =0.  ' 
— F*(J-P)  +  2/>£F         ) 

Endlich  ist: 
t}zsx(x  cos  9"  +  y  cos  tf;"  +  2  cos  5^^) = j  (x  cos  9 + 1|  cos  9'  -f  |  cos  g?")» 
3f?=3f(xcos9)''  +  ycosif/"  +  2Cos3^")  =j(jrcost/;  +  t|costf;'  +  |cost(;'0. 
xf  =2(xcosg)*'  +  ^co8tf;''  +2COS5j")  =  ?0fco8%  +  ^co«3C'  +|cos/05 
aiso  durch  Sumroation: 

i(G— 5)008  9" +  Fcost^"+£;  cos /'=0, 
Fcos  9'' +(£r— 0)cosV^"  +  Z>cosx"=O, 
^cosy'^  +  DcoaV'+V— 5)co8x^==:0; 
woraus: 


**•)   (G-S)(/l-5)(J-$)-0*(6-5) -£«(Ä-S) 


u. 


folgt  Aus  den  drei  Gleichungen  4),  4*)»  4**)  erhellet  unmittelbar, 
4ass  die  drei  reellen  positiven  Grössen  X,  H^y  S  die  drei  Wurzeln 
der  cubischen  Gleichung 

5)    (G— Ü)(Ä-- 17)  (J-Ü)-/>»(C-17)— JE« (Ä—ü)  I 

[=0 
--F»(J- 17) +2Z>£F         ) 

md,  «roraoB  sich ,  weil  die  wirkliche  Existenz  der  dem  Punkte  O 
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eotspreehendeii  drei  rechtwinkligen  Hauptaxen  friliief  nachgewie- 
sen worden  ist,  auch  umgekehrt  ergiebt»  dass  diese  Gleichong 
immer  drei  reelle  positive  Wurzeln  haben  muss. 

Hat  man  durch  vollständige  Auflösung  der   vorstehenden  ca- 
bischen  Gleichung  Je,  f),  5  gefunden,  so  werden  ferner  die  Winkel 

mittelst  der  Gleichungen  3),  3*),  3^)  in  Verbindung  mit  den  be- 
kannten Relationen 

cos  9*  +COSt/J*  +  cosjf*  =  1 , 
cos  tp'*  +  COS  ^'* + cos  x'*= 1 » 

COS  tp''^+  cos  ^''a+  cos  x"*=  1» 
bestimmt. 

Die  Trägheitsmomente  in  Bezug,  auf  die  Hauptaxen  der  x,  9, 
}  sind  nach  §.  I.  bekanntlich  respective 

oder 

Zmt)^  +  Zm}^ ,     Zmj« + Hmx*,    2mx^  +  £mt^^. 
Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

Also  sind  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  der 
X,  V»  }  respective 

Man  kann  unsere  Aufgabe  noch  auf  eine  andere  Art  auflösen. 
Es  ist  nämlich  offenbar 

weil  diese  Ausdrucke  beide  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Ponk- 
tes  m  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  darstellen.  Also  gelten 
offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

o:  JSmx*+  J?m(i^+>«)s:;£mt^«+-£«(|*-M») »  £m}*+£m(ßH^> 


eines  MieMgen  Spitems  materieüer  PunkU.  8t 

fol|)icb,  weoD  der  Kurze  wegen 

gesetzt  wird:  i. 

J-jf=jrj-C,  •/-y=jJi-c,  j^s=^5i-c 

Mgt    Also  hat  man  nach  dem  Obigen  auch  die  folgenden  Glei- 
chogen: 

(*!  —  ^  cos  q>  +  Fcos  ip  +  JPcos  x^^O, 
7*)      ^  Fcos9+(Jei— Ä)cosi(;  +  Z)co«%=0, 

JE  cos  (p  +  Dcos  tf;  +  (3^1  —  C)  cos  %  =  0 ; 

CPi  — --^  cos  9'  +  Fcos^' +£cos3^=0, 
?•*)     {  Fcosy'  +  CPi— Ä)cosif;'  +  Z)co8x'=0, 

£Jcosg)'+Z)costf;'+(Pi  — C)cos%'=0; 

(5i  — -4)co«9)''+Fco8i/;''+i;co8X^=0, 
7*^)   {  Fcos9''+(Si— Ä)  cos  if;''+Z)cos 3(^=0, 

Feosy''  +  Dcos  t;;''+(Si-C)  cos  1^=0; 

"^  ^1 »  Vi  >  Si  <^*^^  ^>*  ^>^^  Warzeln  der  folgenden  GobiBchen 
Qeichang: 

—  F2(t7i  — C)  +  2Z>FF        *    ""  * 

Betrachtet  man  q>i,  il^i,  xi  ^^^  allgemeine  Repräsentanten  der 
^i  Systeme  von  Winkeln: 

<p>'^fX;   9>'.V»x';   9>''^V>ff 
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so  hat  man  za  deren  Besdramung  Oberhaupt  die  Gleichlingen: 

Fcos  91  +  (  Pi  —  Ä)  cos  t|;i  +  Dcos  3[i  =0 , 
Ä  cos  9i  +  Z>cos  tfTi  +  ( t7i  —  Oco»  Ji  =:0 , 

mit  denen  man  noch  die  Gleichung 

10)  cos  tpi^  +  cos  tf;|2  +  cos  Xi*=  1 

zu  verbinden  hat,  und  in  denen  man  (ur  17|  nach  und  nach  die 
drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  8)  setzen  muss. 

Um  die  Gleichungen  9)  und  10)  aufzulösen,  bringen  wir  za 
vlirderst  die  Gleichungen  9)  auf  die  folgende  Form: 

l7,-^+F?5iti  +  £  5??JEt-=0, 

cos  <pi  cos  (pi 

vostpi  cos  9)1 

•  js+z)£2i:*L+(t7,-c)-£2^&-?=o. 

COS  9|  cos  g>it 

Dann  erhSit  man  durch  verschiedene  Verbindung  dieser  Gleichun- 
gen zu  je  zweien  die  folgenden  Gleichungen : 

Z)(Oi-il)-£F+|FZ>— Ä(Pi-.Ä)|£2i*i=0, 

cos  (pi 

(Di-J)(t7i-O«£«+lF(f7i-C)-Z>£;}5?^^=0. 

cos  <P| 
cos  (pi . 

nud 

/)(üi -^)— i;F+t/>£;— F(  0,  -  O)-H22Ä.=:0, 

cos9)| 

(ü|~^)(ü'i-Ä)-F«+{i;(Di^Ä)«F/>jf?lSL=0, 

COS^i 

JS(0,-fi)-F/)+((üi-Ä)(ü|-O-Z>*}^^^=0. 

C0S9>i 

Aus   den    ersten   Gleichungen   in  diesen  beiden  Systemen  folgt 
unmittelbar: 


efne»  öelieMgen  Systems  mairrieller  Punkte,  S6 

\EF-^D(üi-A)]  C089I  =  IFZ)— £(üi  -i?))  cos^t 

={  DJS— F(  üi  —  C) }  CO«  xi , 
nd  setzt  man  nun  der  Kflrze  wegen 

M)  ,  Ä«= 

M  erhält  man  mittelst  der  Gleichung 

cos  9>|'  +  cos  Vt'  +COS  jfi*=  1 
leicbt: 


I 


_.      1 


■  welchen  Gleichungen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf 
iinander  beziehen.  Welche  Zeichen  man  aber  nimmt,  ist  natflr« 
Kdi  an  sich  ganz  gleichgültig,  weil  man  sich  die  positiven  Theile 
der  gesuchten  Axen  beliebig  angenommen  denken  kann. 

Femer  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen: 

cosi^i_(C7|-C)(C7i— i<)  — £? 
cos 9,  ~      DE- F(Ui  —  C)      ' 

cos»,  _      DE^F(üi  —  C) 

cos9i      (C7i-Ä)(Dt-C)— D« 


md 


cosg>,  FD-Eiüi-B)      ' 

C0S9,  ""  ( I7i  — Ä)  ( I7i  —  C)— />»• 


Aes  diesen  AusdrQcken  ergiebt  sich  durch  Multiplicatlon: 

/costf^iY  —  (Pj  — C)(t7i— i<)— JE» 

/cogXiY-(t7|-^)(l7^-/?)-W. 
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also 

cosyi* cosipi* 

(Di-Ä)(üi-0-Z>«"(f7i-.C)(t7i^i4)-JE« 

COSJJi^ 


Setst  man  nan  der  Kürze  wegen 
ao  erhält  man  mittelst  der  Gleichung 

C0»<Pi^+C0S^l*  +  C08Xi*s=l 


leicht: 


cos  91*  =  ^^ — -^-Y » 


14)  ^  COSlJ^i*=^ — ^-^-Y j 


^^(Vi''^i)(Üi-B)-l^ 


Die  Gleichungen  3)  gestatten  natürlich  eine  ganz  Shnliche 
Behandlang,  was  aber  hier  nicht  weiter  ausgefährt  za  werden 
braucht. 

Die  drei  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  der 
f,Pp}  sind  nach  6)  respectire  die  drei  Grössen  Xi,  iPi»  ^i, 

§.  6. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  dem  Punkte  O  entsprechenden 
rechtwinkligen  Hauptaxen  auf  eine  bemerkenswerth^  Weise  durcb 
eine  geometrische  Construction  deutlich  machen. 

In  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten,  durch 
den  Punkt  O  gelegten  rechtwinkligen  Systeme  der  jcyx  bezeichne 
man  jetzt  die  veränderlichen  Coordinateo  durch  X,  Y,  Z,  und 
denke  sich  nun  eine  Fiäche  des  zweiten  Grades  beschrieben,  de- 
ren Gleichung  • 

1)       AX^+Bn^C2l^^2DTZ^2EZX--2FXr-l 
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ktr  wo  die  CoeffideDten  A,  B,  C,  D,  B,  F  dieselbe  Bededtang 
fcabeo,  wie  im  ▼orbergeheodeD  Paragrapheu»  so  dasa  oSmlich 

1  D^Emyz,  EtszZmiXy  F:=s£mxy 

tu 

Cm  au  ermitteln,  eu  welcher  Gattung  der  Flächen  dee  awei* 
Im  Grades  die  in  Rede  stehende  Fläche  gehurt,  lege  man  durch 
de«  Pnokt  O  als  Anfang  der  Goordinaten  eine  beliebige  gerade 
Liaie»  deren  Gleichungen 

3)  r:^aX,    Z=ßX 

sein  mögen.  Bezeichnet  man  nun  die  Goordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte dieser  geraden  Linie  mit  der  durch  die  Gleichung 
1)  charakterisirten  Fläche  des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen 
durch  u,  V,  w;  so  hat  man  zur  Bestimmung  dieser  Goordinaten 
Bach  1)  und  3)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Nun  ist  aber  nach  2): 

— 2  aßZmyz  —  2  ^  Sm2,v — 2a2ma!y 
=    a^Zmx* — 2  aSnucy  +  Emtp 

^  ßß£ma:*^2ß£mxa  +  2mz^ 

+  a^Emi^ — 2  aßZmyi  +  ß^Umy* 

=     ;5m(oar — y)«  +  Um  (/Ja?— i)«  +£m(at^  /Jy)«, 

also  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 

^      ,  1 

V"  JSm(a;t — y)*  +  2?m(/ir — i)«  +  2fet(<tt— ^)» ' 

^"^     V£m(aa!'-'y)^+£m{ßx-z)^  +  £m{ai''ßy^* 

ß 
V*^m(aar— y)«+  £m(ßx—z)*  +  £m{«z-ßy^' 
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Weil  der  gemeinschaftliche  Nenaer  tlieser  BrOche  offenbar 
stets  eine  reelle  GrCsse  ist,  so  giebt  es  fiir  tc,  9>  «e  immer  strel 
Systeme  reeller,  absolut  gleicher,  dem  Zeichen  nach  entgegenge- 
setzter Wertbe.  Daher  schneidet  jede  iganz  beliebig  durch  den 
Punkt  O  gezogene  gerade  Linie  die  durch  die  Gleichung  1)  cba- 
rakterisirte  Fläche  des  zweiten  Grades  in  zwei  von  dem  Punkte 
O  offenbar  gleich  weit  entfernten  Punkten,  eine  Eigenschaft,  welche 
uht^r  den  Flächen  des  zweiten  Grades  nur  das  Elllpsoid  haben 
kann.  Also  ist  die  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirte  Fliehe 
des  zweiten  Grades  ein  Ellipsotd ,  und  der  Punkt  O  ist  der  Mit- 
telpunkt dieses  Ellipsoids,  also  jede  durch  O  gezogene  gerade 
Linie  ein  Durchmesser  desselben. 

,  Wir  wollen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  den  oder  die  Durch- 
messer des  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Ellipsoids  zu 
ermitteln,  welche  auf  der  Fläche  desselben  normal  stehen.  Die 
pleichungen  eines  solchen  Durchmessers  seien  überhaupt 


cos9)|      C0S1//1       cos^i 
Well  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function 

nach  Xf  F,  Z  respective 

2(^Ä-FF«-£Z), 

sind,  so  hat  man,  wenn  man  die  Coordioaten  der  Durchscbnitts- 
punkte  des  gesuchten  Durchmessers  mit  dem  EUipsoid  von  jetzt 
an  durch  X,  Y,  Z*  bezeichnet,  zu  deren  Bestimmung  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden  Gleichungen: 

AX^-FV-EZ  _Br^DZ^FX_CZ^EX-^D¥ 
X  F  Z  ' 

und  zur  Bestimmung  der  Winkel  <pi ,  V'i »  Xi  ^^^  ^^^  daher  nach 
dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen: 

A  cos  9i  —  F  cos  if^i  — jEcosxi ^cost>;|  — />cosxi— "jFcosyt 

cos9i  oo«t(>j 

_  Ccoaxi — Ecosfpi-^DcoB^ 
""  co«Xi  "' 


«Aiet  MMiffen  Spsten»  maUrieUer  Punkte. 


8B 


Bezeichnet  man  jede  der  drei  vorstebeodeo  gleichen  GrSssen 
dorch   (7,  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 


5) 


(t7i  — i4)cos9i  +  Fco8if;i  -f  £co8^i  +0, 
Fcos9)|  +(ü|  — Ä)cosi/;i  +Z)cosxi=0, 
£co8  9|-f  Dcosipi  +  (üi  —  C)co8Xi=0; 


nd  Dimint  man  hierzu  noch  die  bekannte  Gleichung 


6) 


COS  91*  +  cos  t(;i*  +  cos  5^1*= 1 , 


•o  hat  man  zur  Bestimmung  der  Grussen  XJx  und  91,  t^i,  ;^  ganz 
dieselben  Gleichungen,  welche  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen 
zur  Bestimmung  der  dorf  auf  gleiche  Wei^e  bezeichoeten  Grossen 
gefimdeo  haben. 

Man  sieht  also,  dass  die  drei  rechtwinkligen  Hauptazen  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  mit  den  drei  auf  dem  durch  die  Gleichung 

Jir«  +  i?F«+CZa— 2Z>FZ--2JEZJ[-2F2rF=l 

charakterisirten  Ellipsoid  normalen  Durchmessern  desselben,  d«  b* 
mit  den  drei  Axen  dieses  Ellipsoids,  übereinstimmen. 


I , 


I       ) 


«     « 
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im. 

Zur    Theorie    der    Differenzenreihen. 

Von 

Herrn   Doctor  Oskar  FF'erner, 

Lehrer  der  Mathematik  io  Dresden. 


Wenden  wir  auf  jedes  Glied  der  Reihe 

in  welcher  tis  den  ^ten  BinomialcoefBcienten  fiir  den  Exponenten 
n  bezeichnet  und  a^jy  Qi,  0^,$  ctq,....  willkOhrliche  Grössen  bedeo- 
ten,  den  bekannten  Satz 

ff«  ==  «0  +  ft|//cro  +  n^A^ÜQ  +....+  rin^OQ 

an,   so  erbalten  wir 

Qq  +  fh^i  +^4^2 +''«''8  +  ••••  =  Oo +''«(^0+  ^ffo) 

oder,  wenn  wir  die  gleich  hoben  Differenzen  vereinigen  ond  zur 
AbkQrzung 

setzen « 

Oq  +  n^Qi  +  «4^2  +  n^a^  +  ....  =  £0^0  +  ^i^Oq 
+  iira^^ao  +  Äs^»ao+ 

Um  nun  die  CoefHcienten  Kq,  Ki,  E^,,..,  in  Form  eines  ein- 
fachen Ausdruckes  zu  bestimmen,  geben  wir  von  folgender  spe- 
üeilen  Hauptreihe  aus: 
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lod  leiten  aus  deraelben  nachstehende  Oifferenzenreihen  ab: 

erste   Differenzenreihe: 

zweite  Differenzenreibe: 

zl»ao=:r*-*(a:»-y«)*,     ^cr,  =  ar—V  («*—**)•..  •••; 

dritte  Differenzenreihe: 

Q.      S.      W« 

_  I 

Wir  haben  daher  nach  dem  Vorhergehenden : 

•der  nach   dem  Binomialtheorem  ffir  positive  ganze  Exponenten: 

folglich,    wenn  wir  a:+y=a    und  x — y  =  /J,    daher  ar=i(a-|-/?) 
und  y=z\{a'^p)  setzen: 

Andererseits  ist  aber  nach  einem  belcannten  Satze  *):  i 

+'»4(;j^i);(«+Ä-^(«/')*  -  •  •  •  • 

Wir  erhalten  daher  dorcti  Vergleicbnng: 

It   — iM-Sw-I    «.         (2"')'»  i 
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folglich  nach  dem  Torhergehenden : 

(2m), 


i    2»-«— i.»n»,.,-^^  =  ««»  +  (m+l)i. 
C  +(m+2)4.ii2(«+«)  +  .... 


n^im^l) 


und 

C2)  {  . 

Eine  ähnliche  Formel  erhalten  wir,  wenn  wir  von  der  Haupt- 
reihe 

# 

Aq^Oq,    Ai=^ — Aqq,    -^2=^00,  —  2<fi— (— l)"-^cro...- 
ausgehen  und  verroittels  der  Relation 

Aron-'l  +  -^+*aii-l  =  A''an 

deren  Differ^nzenreihen  bilden.    Diefe  sind: 

erste  Differenzenreihe: 
AAq-=-  —  Ol,    AAi=iAai,    AA^z:^ — ^aj,....; 

zweite   Differenzenreihe: 
^^=0^,    A^Ai=--Aa^,    A^A^=A^a^,...,'y 

U.      8.      W. 

kie  Differenzenreihe: 
jkj^-(_l)tat,     ^Mi=(-l)*-i^fl*,    A^A^={-\)^'^A^ai 

Nach  (2)  Ist  aber : 

2- 

daher  ergiebt  sich  aus  dem  unmittelbar  Vorangehenden: 

o 

(3)^  .  .  « 


;«»•••• 
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Nehmen  wir  z.  B.  Onssl»  ii|=;-^tg9^,  a^^ig^^9  <^&=— tg^V.. 
ao,   8o  erhalten  wir 

1  1  1 

"  cos  9*  ^^     co8^*  ^^         cos  9* 

diker  nach  Formel  (2): 

*  (m — l)a   cos  9*  ^  («^Us  cosg)*  * 

oder  nach  einem  bekannten  goniometrischen  Satze: 

2 

2co8n9=(2cosg))"  —  iij,  T— |-jY-(2co89))»-* 

+'*4-(^zfl)"  (^^®®  9>)"~*  -  •  •  •  • 

Andere  Anwendungen  von  den  Formeln  (2)  und  (3)  za  machea» 
iberlasse  ich  dem  Leser.  Namentlich  empfehle  ich  in  dieser  Be- 
ziehmig  f3r  Oo»  ^i>  ^a****-  Grussch  zu  setzen,  die  in  arithmeti- 
scher Reihe  höherer  Ordnung  fortschreiten. 


Beweis   des    pythagoräischen  Jiehrsatzes. 

Von 

Herrn  Doctor   Oskar  TVernery 
Lehier  der  MaAeoiatik  in  DreedeOt 


'   •     I 


I)  Das  aus  den  geraden  Linien  AB  und  CD  als  Seiten  con- 
stmirte  Rechteck  wollen  wir  durch  ABx  CD,  das  aus  AB  als' 
Seite  gebildete  Quadrat  aber  durch  AB^  bezeichnen. 
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2)  Dttrcb  Betrachtung  einer  bOcbet  dnfackeD  Figar  erhUt  mao 
sofort : 

(4B+CD)xEF=ABxEF+  CDxEF 

and 

C^Ä-  CD)xEF=ABxEF'^  CDxEF. 

3)  Das  Quadrat  ABFE  (Taf.  11.  Fig.  24.)  Qber  der  Kathete  AB 
des  rechtwinIclicFien  Dreiecks  ABC  vervrandle  man  in  das  Pa- 
rallelogranini  ACGE  über  der  Hypotenuse  AC  sXs  Grundlinie» 
und  dieses  wiederum  in  das  Rechteck  AC/iJ.  Es  Ist  daher 
AB^=:ACxAJ.  Zieht  man  ferner  noch  die  Hohe  BD,  so  lässt 
sich  leicht  nachweisen»  dasb  die  Dreiecke  AJE  und  ABD  con- 
gruent  sind.  Hieraus  folgt  AJ's^AD^  daher  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

AB^=ACXAD. 

4)  Nach  3)  ist 

AB'^zizACxAD  und   BC^^ACxCD, 

AB^  +  BC^=zACxAD+ACxCD, 

oder  nach  2):  ^ 

AB^  +  BC^=ACX(AD+  CD)=ACxAC, 

d.  i. 

Aß^  +  BC^:r^AC*. 

5)  Zufolge  4)  ist 

BIß=:AB^-AD^, 

daher  nach  3) 

BD»=ACxAD-^ADxAD, 
und  nach  2) 

BD^=ADx(AC^AD), 

d.  i* 

BI}^=ADxCD. 

Die  Darstellung  des  pythageriisehen  Lebraatfees,  wie  ich  sie 
im  Vorhergehenden  gegeben  habe,  verdient  ihrer  Einfachheit 
wegen  in  die  Lehrbücher  aufgenommen  zu  werden.  Vielleicht  i«t 
dieselbe  bekannt^  jedenfalls  aber  nicht  so  bekannt,  wie  aie  es 
nach  meiner  Meinung  verdient. 
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Herleitung  der  Ne  per 'sehen  Analogieen. 

r 

VOD 

Herrn  Dodor  Oskar  ßf^erner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dreeden« 


1«  Tat  II.  Fig.  23.  wollen  wir  die  Katitenwinlcel  F9SO,  JUSO 
nd  ilfiSiV  *d«0  körperlichen  Dreieckes  8MNO  der  Reihe  nach 
darch  a,  6,  e  and  die  diesen  Kantenwinkeln  ge^^entfberatehenden 
Neigungswinkel  der  das  körperliche  Dreieck  bildenden  Ebenen 
durch  Ay  B,  C  bezeichnen.  Man  gebe  SO  die  Länge  1  und  ziehe  OP 
senkrecht  auf  die  Ebene  MSN;  aus  dem  Punkte  P,  wo  das  Per- 
feodikel  OP  die  Ebene  schneidet,  ziehe  man  PM  und  PN  auf 
SM  und  SN  senkrecht;  ferner  verbinde  man  O  und  M,  sowie  O 
wid  N  durch  die  Geraden  OM  und  ON  und  verlängere  PN  bis 
zum  Punkte  R  in  der  Kante  SJff.  Endlich  mache  man  PQ=}UP 
and  ziehe  OQ.    Dann  ist  offenbar 

JfS=cos6,   jrS=co8a,    ilfO=OÖ=8in6,   OiV=sina, 
jLPMO=Z,PQO=iä  und  j^PNO=:B. 

Da  das  Viereck  SJU PN  zwei  gegenClberstehende  rechte  Winkel 
e&thält,    mithin  ein  Sehnenviereck  ist^   so  folgt: 

j^MSN=^MPR:=ie, 

Die  noch  anbekaonleo  Seiten  JIP  uud  PiV  dieses  Viereckn  er- 
kilt  man  durch  folgendes  Verfahren: 

Addirt  man  zu  der  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  lUPR 
•ich  ergebenden  Gleihung  itfl2=ilfP.tge  die  Gleichung  ]US=:coBb, 
so  erhält  man: 

'    RSf=JVP.igfi  +  co8b 
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oder 

cosc  ^     ■ 

also 

«^n     r^^     cosa — cos  6.  cosc 
^  sine 

In  fihnlicher  Weise  ergiebt  sich 

---,     COS&— eosn.cose 
sine 

daher,   wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  addirt: 

pQ  ,  p^^  (COS  a  -^  cos  6)  (1  —  cos  c) 

oder 

NQ = (cos  a  +  cos  6)  tg  Je. 

Setzt  man  endlich  diesen  Werth  nebst  den  übrigen  oben  ange- 
gebenen Werthen  fiir  die  Bestandtheile  des  Dreieck^  NOQ  in 
die  hinlänglich  bekannten  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie 

ONjrOQ  _  coBiiNgO-ONQ) 
NQ      "•  cos  \(]\Q0  +  ÖNQ) 

und 

ON-OQ     BinUNQO-ONQ) 
NQ      ~sin4(iVQO+OiVQ) 

ein,  so  erhalten  wir 

sin  a  +  sin6 co8  4(i^  —  B) 

(cQ8a+cos6}tgic"'cos4(-4  + jB)        _ 

und 

sin/i — sin  6      _8in^(^ — B) 
(cos  a + cos  6)  tgjc ""  sin  4(  J  +  B) ' 

folglich  fiiittels  Anwendung  einraeher  goniometriseber  Formelo: 
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Vertauscht  man  eodÜch  die  Kanteawinkel  mit  den  Sapplemen- 
teo  der  gegenüberstehenden  Neigungswinkel  der  Ebenen  des  k5r- 
perfiebea  Dreiecks  und  umgekehrt«  so  ergeben  sich  hieraus  die 
Formelo 

welche   in  Verbindung  mit   den   beiden   vorhergehenden   die  Ne- 
pe raschen  Analogieen  genannt  werden. 


Fonneln  für  die  Sammen-  und  Differenzen -Rechnniig. 

Von   * 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

PriTaUocenCeo  der  Mathematik  am  1c.  1c.  polytechnischen  Inititote  %n  Wien. 


Die  Euler*sche  Summenforroel  ist  bekanntlich  folgende:* 

0) 

wo  C  eine  willköhrliche  Constante  oder  eine  solche  periodische 
Function  von  a:  bezeichnet,  welche  uogeändert  bleibt >  wenn  x  um 
h  wichst»  wo  ferner  Ai,  A^,  A^,.,,  Zahlen  sind,  welche  mit 
deo  Bernoulli'scheu  in  folgendem  Zusammenhange  stehen: 

Bv^i  =  (2i  +  2)!  A2i^i. 
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Diese  Reihe  zeigt  in  ihren  ersten  Gliedern  einen  atifTallenden 
Mnn,s:el  an  Regelmässigkeit;  diess  bewoe;  mich,  eine  andere  Form 
fOr  I^fix)  zu  suchen,  und  ich  fand,  dass  man  statt  der  Gl  eiebQng(l) 
folgende  Gleichung  setzen  könne: 

(2)  j 

!  +  (t)*^*/"'"(*-  ^)  +(!)'  cjy{x  -  2)+... . 

deren  zweiter  Theil  noch  durch  eine  willkiihrliche  Constante  oder 
durch  eine  periodische  Function,  die  bei  dem  WachsiBn  von  x 
um  h  ungeändert  bleibt,  zu  completireo  ist.  Die  hiebe!  auftre- 
tenden Zahlen  C2»  C4,  C«,....  ergeben  sich  aus  der  Auflösung 
folgender  Gleichungen: 

^•  +  3!  +5!  +7!"""' 

^«  ^  3!  +  5!  +  7!  +  9!  ""• 

Der  Beweis,  dass  die  Gleichung  (2)  richtig  ist,  lägst  sich  leicht 
führen.  Nimmt  man  nämlich  von  beiden  Seiten  derselben  die 
endlichen  Differenzen,  so  erhält  man: 

hf(x)  -fdfix  - 1)  da:  +  (I)  Va^/rCx  - 1) 

+  (I)*  C^rix  - 1)  +  (I)'  C^Jfy  (or  - 1)  + 

oder  anders  geschrieben: 

hf(x)=f[flx^.  |)-A^-^)]rfa:+  (ly  q,[r(^  +  |)-/^'(:r-|)] 
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Entwickelt  mao  die  in  den  eckigen  Klammern  etelieoden  AudrOcke^ 
so  bat  man: 


lÄj 


II 

I 


H 


^1 


t9\  ^ 


« 

s 
s 

5 

9 
9 


OB 

c: 

cf5* 


1^;  >       KU  >       1:01  0< 


I 

II 


to 


r 


r 


.f^ 


1^1  >- 


tÄl 


i>öi 
4^ 


4- 


t^I  >      KJj  >. 


5 


WM  in  Folge  der  Gleichungen  (3)  wirklich  identisch  Null  Ist  Die 
Zahlen  C^,  C^^  Cq,....  erscheinen  in  der  Analysis  auch  noch  bei 
anderen  Gelegenheiten,  «o  ist  z.  B. 

(4)  X  cosec  a: = 1  —  C^x"^  -|  C^fr*  —  C^ar*  +  . . . . 

Denn  schreibt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form: 


X 


X' 


X' 


=  1  -  CaJ:«  +  Cta^— C«ar«  +  .... , 


'^'"3!  +  6!~7l  + 


.««#  oiMMMK  mui  Diferenten-Heeknunp. 

mit  dem  Neoner  des  ersten 


aM*ti|HK*trt: 


fe$|»  «eil  die  CoeflQcienten  von  x^,  a:^,  j;^,....  Ter- 
(3)  sämratlich  Null  sind. 


Xl«r  wMf   nun   übergehen    zur  Bestimmung  von  h^£^f(x). 
tsti  i<m  BehMfe  multiplicire  man   beide  Tbeile  der  Gleichung  (2) 
A  ««4  »ehme  dann  beiderseits  die  Summe»  man  hat  so: 

+*(*)* C42;/-'(a:-|)  +  hQy  C,2:fr(x- 1)  +  .... . 

mit  Anwendung  der  Gleichang  (2): 
lfiiy{»)^fds  l/A«  -  h)dx 

+  (*)'cir(*-A) + (D*  C*r(^  -  A)  +(|)  V''(*  -  *)  +.  ••  I 
+  (JYcil//'(*-A)<te+(|)'cir(^-*)+(|)*Ci/^''(^-*)+...| 
+  (J)*C,<  /r'(*-A)A«r+(j)  V"'(*-A)+.  .1 


lUtedrt  nnn  di*M  RehSrig,   so  erhSit  man: 
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WM  sich  so  schreiben  iSsst: 

(5)         i  ^ 

weon  man  die  folgenden  Bezeichnungs weisen  annimmt: 


Dieselben  Zahlen  />2,  D^,  />«,....  kommen  aocb  vor,  wenn  man 
die  Reihe  (4)  zum  Quadrate  erhebt,  man  hat  nämlich: 

(7)  ar*cosec*x=l— />2a:*+l>4^— />6a:*+...., 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.  Wollte  man  zur  Berech- 
nung der  Zahlen  />2>  ^\*  O^^,.,.  Formeln  haben,  die  analog 
sind  den  in  (3)  aufgestellten,  so  verfahre  man  so:    Es  ist 

(8)  sinaar= ^ =2  r^f 4!    '     6!      '"T'+'V 

folglich 

x*cosecV  = 


(2ar)«      (2^      (2x)«      (2a:)* 
2!    ~    4!    ■*■     6!    ""    81    "^'••' 


Diess  mit  (7)  verglichen  fährt  auf  folgende  Gleichung: 

2^« 
(2j:)^      (2j:)^      (2a:)<>      (2;|,)8      -  =  ^--Pa^^  +  ^4a^--Po^  +  "- 

2!   ~    4!    +    6!   ""    8!    +•• 

Multiplicirt  man  beide  Theile  derselben  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Theils,  so  hat  man: 
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so  hat  man,   wenn  man  beiderseits  mit  dem  Nenner  des  ersten 

Theils  der  Gleicbang  multipiicirt: 

1 

l  [  ^+  ^/  c» 

~  31  )  3!  [  i»-       3f 

I_   j  Ca  /  *'  + 

5!    '  ""51 

1 

""7!    / 

was  identisch  ist,  weil  die  Coefßcienten  von  a:',  o:*,  j:'',....  ver- 
möge der  Gleichungen  (3)  sämmtlich  Null  sind. 


Wir  wollen  nun  übergehen  zur  Bestimmung  von  IflS^pß)* 
Zu  dem  Behufe  multiplicire  man  beide  Tbeile  der  Gleichung  (2) 
mit  h  und  nehme  dann  beiderseits  die  Summe,  man  hat  so: 

lfll^f{x)=  kfZfix  - 1)  Ar + A  (IJ  C^Zrix- 1) 

+A(0*C,2;r (a:-|)  +  a(|)'  C^Srix-^)  + 

oder  mit  Anwendung  der  Gleicbang  (2) : 
JflS*f{x)=fdx  \fl{x-h)dx 

+  (|)*Ci/"(x-A)+(|yC4r(^-A) +(|)V''(*-*)+"  ' 


(|)*Cil  //r(-r_A)Ar+...) 


Redncirt  man  diess  gehörig,   so  erhält  man: 


*  A        V  *  ^  ^ 
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+  (I)  VC4  +  (k^)r{x^h)  +  (|)\2Ci+2CiC4)/''^(x-.*)  +. 
WM  rieh  so  schreiben  iSsst: 

(5)  ^  ^ 

+ (ff  ^4r(^ + A)+ (D^D^rc^-A) + 

wcDo  man  die  folgenden  Bezeichnungs weisen  anniromt: 

/>5  =  2Cc+2CiC4, 


Dieselben  Zahlen  />2»  D4,  Z)«,. ...  kommen  aoch  vor«  wenn  man 
die  Reihe  (4)  zum  Quadrate  erhebt,  man  bat  nämlich: 

(7)  ar*cosec*x=  l— />2«*+^4^— ^6^*+«-» 

wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann.  Wollte  man  znr  Berech- 
nung der  Zahlen  />2»  /^4>  />«»....  Formeln  haben,  die  analog 
lind  den  in  (3)  aufgestellten,  so  verfahre  man  so:    Es  ist 

^     .   .        l-cos2^      1  K2£)!      (2a:)^  ■  (2x)<»      (2a:)«  . 

folglich 

2a:« 
ar*cosecV  = 


(2ar)«      (2£)4      (^      (2a:)» 
2!    ~    4!    "'■     6!    ""    81    "^  •••• 


Diess  mit  (7)  verglichen  fährt  auf  folgende  Gleichung: 

2a:« 
(Ir)«     (2a:)4      (2a:)«     Cia:)« =  l-/>-^r«+/>4a?*-l>oÄ•  +  .... 
2f  ""    4!    +    6!    ""    8!    +  •  • 

Moltiplicirt  man  beide  Theile  derselben  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Tbeils,  so  bat  man: 


•  •  • 

■■»■»  •  ••        •  -«        •#•■        •  •  ••• 

•  •♦••••         -  ,;•»  •        ♦...••  ••• 


\  X*  I 

•17      "f~  •  •  •  •  j 

2» 
und  diess  gibt  uns  folgende,    mit  (3)  analoge  Gleicliuogen : 

2!  +4!—"' 


(c»)  ;   2!  +    4!    +61      "• 


Z>,     2»/)^     2*/)a  ■  2« 
2!  "•■    4!    +    61    +8!  ""' 


Auf  ganz  ähnliche  Weise,  me  «vir  au8  der  Gleichung  (2)  die 
Gleicbnng  (5)  abgeleitet  haben,  leiten  »vir  nun  aus  (5)  eine  Glei- 
chung ab,  die  uns  h^S^fXx)  gibt.  Wir  niultipliciren  zu  dem  Be- 
bufe  die  Gleichung  (5)  mit  h,  und  nehmen  beiderseits  die  Summe; 
diess  gibt: 

h^Z^fix)  z=hff2f(x-h)  rfa  H  A  (I)'  D^  £f{x  -  h) 

+  h  Qy  D^£f"(x-h)  +  A  (I)'  D^Sf'y  (x-h)  +  . . . . 

Jedes  einzelne  dieser  Glieder  ist  eine  Summe,  die  sich  vermSge 
der  Gleichung  (2)  in  eine  Reihe  ausdrücken  lälsst;  tbut  man  dies«, 
80   erhält  man: 

h^S^fix)  =ß  dx^  I  ff(x  —  ih)  dx 

+  (|)*/>at//K^-iA)dj:+(|yCaA'(*-?A)+QV4/"'(x-jA)+....l 

I  (|)*Ö4i  ff"(p>  -  'Mdx\QJi\r{x-\hn...A 

+  (*j)'/>et  //•"(:r-|A)<£*+....| 
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and  redacirt  man  ea,    so  ist: 

h"X*f(x)  =mAx  -  \h)dx^  +  (|)\ci  +  /),)  ff{x-\h)dx 

+  (^)  (Q  +  C4O«  +  q,D4+  ß,)r(*  -  JA) +. . .. . 
ira8  wir  so  schrerben  ivollen: 

jA»Z»/(^)  =i2m«  -  ä'^rfa:» + Qy  E^Sfix-lh)dx 
HO)      { 

Die  Zahlen  £g,  £^,  E^,....  haben  folgende  Bedeutungen: 

£a=Ca+Z)a, 

£4=C4+C|Da+Z)4, 

(11)  < 


ond  erscheinen  auch,  wenn  man  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  mit 
eioander  multiplicirt;    denn  es  ist: 

(12)  ar»c.  sec  »o;  =  1  —E^x*  +  E^a*  -  E^x'  +  .... 

Bemerkt  man,    dass 

(13) 
.  j        3sina:— »in3a:      a:»  3»~3     £f3*--3^3^ 

folglich 

4ä» 


^•co8ec'j?= 


,  3» -3        ft3»--;3       ^3^-3 
*  •     3!    ""^       61     "^"^  ""TT" 


ist,  so  hat  man  durch  Gleicbstenung  dieses  Ausdruckes  mit  dem 
io  (12)  aDgegebeoeo : 
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4 

33 _  3 3ft^3 3rZ3 ~  '  -'E^x^-\rE^'~E^x^-\- ...., 


3!        ^*     5!     +^~7I     ""'•• 

woraus  folgende,    den  Gleichungen  (3)  und  (9)  analoge  Gleichun- 
gen folgen: 

3!  +     5!    — "' 

(14)^  3!+     5!     '^»+        7!       ""' 

Et  .  1+3»^    .  l+3»  +  3*^    .  l+3«+3*^^3«      . 
¥  +  ~6f   ^4+        7!        *•+  9i  ~"' 


Setzt  man  diese  Analyse  fort,  so  findet  man  gaus  ailgemeio: 

■•"(2/  ^V  /(^- 5A)<^"-«+- ". 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  das  erste,  nullte  und  —  rte  Integral 
definirt  wird  durch  die  Gleichungen: 

/^)  n  n 

ferner  dass  üf^,  ilfi,  M^,.,,.   dieselben  Zahlen   sind«   die  in  der 
Reihe 

(16)  X*  cosec  «a:  =  1  -  J/^« + JV^x^ — ^If^ar«  +...., 

oder,   was  eigentlich  dasselbe  ist,   in  der  Reihe 

cosec  »^ = x-^  —  M^x-*^^  +  M^-^^ — Jf^^-H-«  + .... 


L  . 
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auftreten;  endJich  dass  der  zweite  Tbeil  der  Gleichung  (15)  noch 
tu  completiren  ist  durch  das  Polynom 

■nter  a,  ß,  y,....  x  constante  Zahlen  verstanden,  oder  solche 
periodische  Functionen  von  x,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  x  um 
k  wächst. 


Untersuchen  wir  nun,  ob  diese  Gesetzmässigkeit  sich  auch 
auf  die,  der  Summenrechnung  inverse  Rechnungsart,  nämjich  die 
Differenzen •  Rechnung ,  ausdehnen  lässt.    Wir  haben: 

nnd  stellt  man  diess  auf  folgende  Weise  dar: 
so  hat  man,   es  entwickelnd: 

^Ar)=2  j|/'(^+|)+5j(j)V«'(.T+|)+^5(|)'  r(x+^H...\ 

oder 

(17) 

^i'=n- + *-) + i  (!)>(« + *, + ^  (I)'  ff, + ,*, + .... 

Die  Coefßcienten  der  einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks  sind, 
abgesehen  vom  Zeichen,  die  in  der  Reihe  für  sin;r  erscheinen- 
den,  denn  man  hat: 

x^     x^     x^ 
(18)  sin 07  =  ^  —  ö|  "h "«•  —  7?4"»»»» 

Nimmt  man  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  (17)  die  endlichen 
Differenzen  und  dividirt  zu  gleicher  Zeit  durch  A,  so  hat  man: 

Jedes  einzelne  Glied  dieser  Entwickelung  lässt  sich  nach  (17) 
behandeln ;  tbut  man  diess ,  so  erhält  man : 
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^l/AV.  /'^'"(x+A)  V....1 

+  71V2/  "^ 

+ 

und  diese   gibt   reducirt: 

(19) 

^=r(x+A)+|  (DV(-+A)+Gy  (I+3S.)  /^"^-+*> 

Die  hier  auftretenden  Coelficienten,    nämlich: 

2       2        1         2        1 
>'    3!'    5!  +  3!3!'    7!  +  3!5! 

erscheinen  auch,    wenn  man  die  Gleichung  (18)  quadrirt;    es  ist 
nämlich : 

oder  vermnge  der  Gleichung  (8) : 

1(2*)*      (2a;)«      (2j:)«      (2*)».         ( 

8iD«^=i  j^-T+"6! 8r+--l- 


So  fortfahrend,   findet  man  ganz  aHgemein: 

(20) 
^  =/•(»)  (X  +  |A)+(|y  ^^>-+»)(*  +  5A)+(f)  V,/l-+*)(;r+|  *) 


(J)V./t-+»)(;r+^A) 


'  ••  •   9 
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wo  iVj,  N^,  A^e,....  die  in  d#r  Gleichung 
(21)       sin»x  =  a:«  -  N^^^  +  N^a^^^  --Nf^^  +  . . . . 

auftretenden  CoefTicienteii   sind. 

Vergleicht  man  nun  die  heiden  Gleichungen  (15)  und  (20),  so 
nebt  man,  dass  nian  sehr  leicht  aus  der  einen  von  ihnen  die  an- 
dere ableiten  kann;  man  hat  nur  nuthig,  statt  n,  — n  zu  setzen, 
wodnrch  sich  zu  gleicher  Zeit  von  seihst  die  Coefficienten  M^ 
^4t  Ä'g,....,  welche  der  Reihe  für  cosec*^:  angehören,  in  iVj, 
^\>  iV^,....  umwandeln  ,  welche  der  Reihe  für  sin";]?  entsprechen; 
uBd  ebenso   auch   umgekehrt  verwandeln  sich  IS^^  N^y  iV^,....  in 


Wenden  wir  nun  unsere  gewonnenen  Formeln  auf  einige  ein- 
fache Beispiele  an.    Es  sei 

I.  f(a;):=zx"*f 

folglich 

/(n-2)  ^m+ii-i 

/(fi-4)  ar»nfn-4 

Diese  Gleichungen  sind  wahr,  so  lange  keiner  der  auf  der  rech- 
ten Seite  stehenden  Brfiche  unendlich  ist;  schliesst  man  daher 
diejenigen  Fälle  aus,  wo  einer  der  genannten  Brilche  unendlich 
ist,  so  hat  man: 
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und  hieraus  folgt  für  ein  gerades  m  +  n: 

und  fdr  ein  ungerades  m-^n: 

nh 

unter  p  eine  gani  beliebige  constante  Zahl  verstanden. 
Da  ferner: 

/T«)(ar)  =:  w!  f^j  o;"»-" , 
/^(«+^)(a:)  =  (n  +  2)!(^^2) 
/(»+4)(a:)  =  (n  +  4)!  (^'JJ  J  ^— "* . 


Ist,   so  hat  man 

(23) 

+ QJ  (" +6)'  („7  e)  ^«  ('  +  !*)"-"-• + •  •  • 

ist  daher  nt— it  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

— ^= 9(ar«  +  itAo?  +  p) ; 
ist  hingegen  m^n  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  man: 

— ^;j— =  (ar  +  2  A)  t(;(ar«  +  itÄj?  +  p). 


Es  sei 
II.  f{x)  =  \ogx, 

so  ist: 
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(— l)i.+i(n-l)f 


fi^)(x)  = 


.T« 


folglich : 


^=(-.^..!i==l>L+(*)-«,Ji^ 


(n  + 1)! 


j(.r+2A)-      ^  '         (^  +  2*)"+' 

(«-I-3)! 


,(»)V.-<^..... 


Diese  Formel  setzt  oflfenbar  ein  positives  n  voraus;  ist  dieses  n 
nigleich  gerade,  so  ist 

z/n|oear        ^  „       , 
Qod  ist  n  ungerade,    so  hat  man: 
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Uebaagsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Ooctor  Oakar  Werner  zn  Dresden. 

Bezeichnef  man  die  Seiten  eines  Sehnenvierecks  der  Ordnung 
nacli  durch  a,  6,  c,  d  und  die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte 
seiner  Diagonalen  verbindet,  durch  e,  so  ist  zu  beweisen,  dass 

^  ~       i{aö+cd){ad  +  bc) 
Im  Falle  b  =  d,   erhält  man 

c  =  l(a  —  c) . 

d.  h.  in  einem  symmetrischen  Trapez  ist  die  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte der  Diagonalen  dem  halben  unterschiede  der  parallelen 
Seiten  gleich. 


Man  soll  bcvieifsen,    dass 

a:9>(sin^,  cosa:*)9j:  =  ^r    /       ^(sina:,  cosa:*)ö.r. 


Aufgabe   über   eine  gewisse  Art  von  Summenreihen. 
Sind 

Soq,    Soi,    Sa^f Süxf 


8*00,  iS*»«!,  8^029*..*  S^ox 
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Reihen,  welche  in  einem  solchen  Zusammenhange  unter  einander 
stehen,  ^ass  die  auf  einander  folgenden  Glieder  jeder  Horizontal- 
reibe aus  denen  der  nächstvorhergehenden  gebildet  werden,  indem 
man  in  dieser  das  erste  Glied,  dann  die  Summe  der  zwei  ersten, 
hieraaf  die  Summe  der  drei  ersten  Glieder  u.  s.  w.  bildet,  so  dass 


so  soll  man  beweisen,    dass 

wobei  das  Zeichen  (     1   durch  die  Gleichungen 

c:)='^''^^^t^^''-^ "-  (11)= ' ' 

definirt  ist. 

Nimmt  man  z.  B. 

=(!;)■  ".=ct')'  -cf) --er) 

und  entwickelt  mit  Hülfe  der  Formel 

(;)+Ct')<"f)+-<'r)=c+-^')- 

die  soccessiven  Summenreihen,  so  erhält  man 
«Bd  folglich  nach  obiger  Formel: 
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XII. 

M  i  8  c  e  I  I  e  n. 


Von   Herrn  Jnh.    Bapt.  Sturm,    geprüftem  Lehramt« -Candidaten  sn 

Rottenbarg  in   Niederliaiem. 

I. 

Einfache  Beweise  zweier  Sätze  von  der  körperlichen  Ecke. 

Sei  O  eioe  körperliche  Ecke  und  OO'  irgend  eine  Linie,  vi  eiche 
ganz  innerhalb  der  Seitenwände  derselben  föllt.  Wird  darch  den 
Punkt  O'  eine  Ebene  gezogen,  auf  welcher  OO'  senkrecht  ist,  so 
wird  sie  die  Kanten  in  den  Punkten  A,  B,  C...  schneiden,  welche 
dann  das  Vieleck  ABC»,  bilden.  Zieht  man  in  diesem  Vielecke 
die  Linien  AO' ,  BO' ,  CO' ,,,,,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  fol- 
gende Sätze: 

^AO'B^^AOB, 
j^BO'O^BOC, 
j^CO'D^j^COD, 


Addirt  man  schliesslich  auf  beiden  Seiten,  so  gelangt  man  augen- 
blicklich zu  dem  Satze,  dass  die  Kantenwinkel  einer  kör- 
perlichen Ecke  kleiner  als  vier  rechte  Winkel  sind. 

Eben  so  leicht  erhellt,  dass  die  Winkel,  welche  zwei  Seiteo- 
wände  mit  einander  bilden,  beziehlich  immer  grösser  sind,  als 
die  entsprechenden  inneren  Winkel  des  Vieleckes  ABC....  In 
jeder  körperlichen  Ecke  ist  also  die  Summe  der  Neigungs- 
winkel der  Seitenwände  grösser  als  (n — 2). 212,  wenn  ii 
die   Anzahl   der   Seltenwände   ausdruckt. 
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li. 

Einfache  Ableitung  der  Ausdrücke  für  die  Sinusse  und  Cosi- 
nusse der  halben  Winkel  eines  Dreieckes. 

Zuerst  werde  das  rechtwinklige,  dann  das  gleichschenkligt 
Dreieck  betrachtet.  Von  da  gehe  man  über  zu  dera  ungleicbsei* 
tigen  Dreiecke.  Verlängert  man  in  diesem  z.  B.  eine  Seite  AB 
über  B  hinaus  nach  />,  so  dass  BD^zBC  wird^  und  zieht  dann 
DC,  so  ist  für  das  Dreieck  ADC: 

AC*=:AD^+CD^'^2AD.CD.cosiniB. 

Es  ist  aber 

AD=AB  +  BC 

■ad 

CZ>r=t2ÄC.cosiniÄ, 
sonach: 

AC*=(AB^BC)^'-'4{AB  +  BC).BC.coBm\ß^ 

+  4^Ca.cosiniÄ« 
oder 

AC*=(AB+  BCy^-iAB.BacoaiDlB^, 

AC^^iAB'-BO^  +  iAB.BC.^niB^, 

vromit  das  Verlangte  geleistet  ist.« 


III. 
Zur  Auflösung  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen. 

Sei 

irgend  eine  quadratische  Gleichung,  so  kann  diese  auch  so  ge- 
schrieben  werden: 

Da  nun  bekanntlich 

A^BV 


.«=(4±«)--(^' 


Tktü  XXIV.  » 
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\%if  «o  ist  aucb: 

«=(^'-(f)". 

wodurch  die  Auflösung  gegeben  ist. 

Die  in  diesem  Archiv  mitgetheilte  Auflcisung  der  kubischen 
Gleichungen  von  Herrn  Cockle  ist  nicht  neu;  die  Priorität  der 
Erfindung  gehurt  einem  Deutschen,  nämlich  Hui  he,  welcher  be- 
reits schon  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  in  seinen,  Käst- 
ner gewidmeten  -„Analytischen  Entdeckungen"  die  kubischen 
Gleichungen  dadurch  zu  lösen  gesucht  hat,  dass  er  sie  durch  die 

Substitution  ar  =  a-|-  '  auf  die   Form: 

V 

brachte,    was,  wie  der  Sachkenner  auf  der  Stelle  sieht,    mit  der 
Co  ekle*  sehen  Auflösung  zusammenfällt. 


IV. 
Beweis  des  bekannten  Euler' sehen  Satzes  von  den  Polyedern. 

Man  denke  sich  in  einer  beliebigen  Entfernung  von  einem 
Polyeder  eine  Ebene  und  durch  die  Ecken  desselben  Parallellinien 
gezogen,  so  werden  diese,  gehörig  verlängert,  auf  jener  ein  System 
von  Punkten  bilden,  von  denen  die  einen  äussere,  die  andern 
innere  genannt  werden  sollen.  Aeussere  nennen  wir  jene, 
welche  sich  durch  Linien  so  zu  einem  Vielecke  verbinden  lassen, 
dass  alle  übrigen  innerhalb  des  Umfanges  dieses  Vieleckes  lie- 
gen, die  daher  im  Gegensatze  zu  jenen  innere  genannt  werden. 
Dem  Umfange  dieses  Polygons,  das  hier  auch  äusseres  betitelt 
wird,  entspricht  ein  zusammenhängender  Zug  von  Kanten  des 
Polyeders,  durch  welchen  seine  Oberfläche  in  zwei  Theile  getheilt 
wird.  Betrachten  wir  zuvörderst  den  einen  Theil,  respective  die 
den  Ecken  dieses  Theiles  entsprechenden  Punkte  auf  der  in  Rede 
stehenden  Ebene  und  ihre  Verbindung  durch  Linien,  entsprechend 
den  Kanten  dieses  Polyedertheiles.  Die  Verbindung  der  fiasse* 
ren  Punkte  gibt,  wie  schon  bemerkt,  das  äussere  Vieleck;  die 
besagte  V^erbindung  der  Innern  Punkte  aber  eine  Reibe  inne- 
rer Vielecke,  welche  den  Vielecken  der  Oberfläche  des  fraglichen 
Polyedertheiles  entsprechen. 

Sei  nun  die  Anzahl  der  äusseren  Punkte  =iE7;    die  Anzahl 
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der  iDoeren  =•/;  da  im  AllgemeiDen  die  inneren  Vielecke  ans 
Dreiecken,  Vierecken  etc.  nEcken  bestehen,  so  sei  die  Summe 
aller  dieser  Dreiecke,  Vierecke  etc.  nEcke  beziehlich  F\  F*,....  F«. 
Die  Sarome  aller  Winkel  dieser  innern  Vielecke  ist  bekanntlich 
losgedrückt  durch : 

2ß.(F»+2F«+3F*+....  (ii-2)Fn); 

dieselbe  Summe  kann  aber,  wie  man  sich  selbst  ohne  viele  Möhe 
äierzeugen   kann,    auch  dargestellt  werden  durch  den  Ausdruck: 

(F— 2).2Ä  +  /.4ß; 
es  ist  also: 

i£-2).2Ä  +  J.4l?=2Ä.(F»+2F*  +  3F*  +  ....  +  (n— 2)F«) 

oder 

(1)  F-2+2J=:FH2F«+3F*  +  ....+(ri-2)F-. 

Bezeichnen  filr  den  zweiten  Polyedertheil  J'  und  Fi^  F,*,  Fj •,.... 
^-Fi»  beziehlich  dasselbe,  was  ./und  F^,  F*,  F«,....  F*  (ur  den 
ersten,  so  gilt  auch  für  diesen  die  Gleichung: 

(2)  F-2+2J'  =  Fi3  +  2Fj*  +  3Fiö  +  ....  +  (n-2)F,'». 

Addirt  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2),  so  erhält  man  als  Resultat: 

2(£  +  J+ J')— 4=F3+^iH2(F4  +  F44)  +  ....  +  (w-2)(F»+Fi«). 

Nun  ist  aber,    wie  sogleich   erhellt,   durch  E  +  J  +  J'  die 

Anzahl  der  Ecken  des  Polyeders,  durch  F^+F^^  FH^i* F^+Fi^ 

beziehlich  die  Anzahl  der  Dreiecke,  Vierecke,  ...«fiEcke  ausge- 
druckt, aus  denen  die  Oberfläche  des  Polyeders  besteht.  Bezeich- 
nen wir  demnach  die  Summe  der  Ecken  eines  Polyeders  durch  £, 
die  Summen  der  Dreiecke,  Vierecke,  ....nEcke,  welche  die  Ober- 
läcbe  des  Polyeders  in  sich  beschliesst,  durch  F^,  F^,  ....F*, 
•0  gilt  die  Relation: 

(3)  2(E— :>)  =  ^'  +  2F*  +  3F»+....  +  (/i— 2)F«. 

Zu  dieser  Relation  gelangt  man  —  im  Voriibergehen  sei  es 
bemerkt  —  auch  dadurch,  wenn  man  innerhalb  der  Polyederober* 
(bebe  einen  Punkt  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  so  annimmt,  dass 
ibre  Oberfläche  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  der 
Oberfläche  des  Polyeders  fallt.  Durch  alle  Ecken  des  Polyeders 
gezogene  Radien  der  Kugel  werden  auf  ihrer  Oberfläche  ein  System 
Ton  sphärischen  Vielecken  bezeichnen.  Der  Inhalt  eines  jeden 
tpbSrischen  Vieleckes  ist  aber  durch  seine  Winkel  gegeben;  die 
Summe  der  Inhalte  aller  dieser  sphärischen  Vielecke  ist  aber  der 
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Oberflfteke  der  Kag^l  gleich,  tind  ebeo  aus  dieser  Glelcfatmg  re- 
snltirt  die  Gleichung  (3),  was  Jeder  selbst  leicht  ireiter  ausrah- 
ren  kann. 

Die  Gleichung  (3)  lä'sst  aber  noch  eine  ivichtige  Umformung  zo. 

Denkt  man  sich  nSmIich  die  einzelnen  Vielecke  der  Oberfläche 
des  Polyeders  abgesondert  von  den  übrigen,  so  wird  durch  den 
Ausdruck: 

3F»+4F*+5F*+.,..  +  n/''« 

die  Anzahl  aller  Seiten  dieser  Vielecke  bestimmt,  jedoch,  wie 
schon  bemerkt,  nur  unter  der  obigen  Voraussetzung.  Sind  nun 
diese  Vielecke  auf  der  Oberfläche  des  Polyeders  so  zu  einander 
verbunden,  dass  zwei  Vielecke  immer  eine  Kante  gemeinschaft- 
lich haben,  so  ist,  wenn  K  die  Anzahl  der  Kanten  des  Polyeders 
bezeichnet,  offenbar: 

(4)  3F»  +  4F*  +  5F«+....+nF«=2Ar. 

Verbindet  man  nun  die  Gleichungen  (3)  und  (4) ,  so  erhält  man : 

(5)  2(F— 2)  =2Ar—2(F»  +  F4  +  F« +  ....  + F«). 

Die  Summe  F^  + F^  +  F^  +  ....  +  F^  druckt  aber  nichts  ande- 
res aus,  als  die  Anzahl  der  Flächen  des  Polyeders;  bezeichnet 
man  diese  schlechtweg  durch  F,  so  gebt  die  Gleichung  (5)  über 
in  die  Gleichung: 

2(F-2)  =  2Ä'— 2F 
oder 

(6)  F+F=Ä  +  2, 

i*  q.  e.  d. 


V. 

Ueber  den  Satz  von  der  Gleichheit  der  Pyramiden. 

Es  ist  mir  gelungen,  den  Gerwien* sehen  Beweis  der  Gleich« 
heit  der  Dreiecke  auch  auf  die  dreiseitigen  Pyramiden  auszudeh« 
neu,  und  ich  glaube,  den  Lesern  des  Archivs  keinen  unangenehmen 
Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  davon  IVlittbeilung  mache. 

Indem  O,  A,  B,  C  die  Ecken  einer  dreiseitigen  Pyramide 
vorstelien,  seien  die  Mitten  der 'sechs  Kanten  OA,  Oß,  OC^ 
AB,  AC,  BC  beziehlich  iM\  iW«,  M^,  M^,  iV »,  jü «.  Legt  man 
durch  je  drei  dieser  Mitten,  nämlich  durch  MK  9i^  ^*;  MK  M\  M^% 
Jff«,  Af«,  if«;    il/s,  M^,  M^  Ebenen,    so  ist   ohne  viele  Mfibe 
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klar,  dasfl  dadurch  4  congroente  dreiseitige  Pyramiden :  OM^M^M\ 
mAM^M^  M^BM^M^,  M^CM^M^  entsteheo.  Nimmt  man  in 
Gedanken  diese  4  Pyramiden  von  der  ursprunglichen  weg,  so 
bleibt  ein  Achtflächner  übrig»  welcher  aus  zwei  symmetrisch  lie- 
genden vierseitigen  Pyramiden  besteht.  Diese  beiden  Pyramiden 
sind  in  dem  durch  die  Punkte  M^y  M^,  M^,  M^  bestimmten  Pa- 
rallelogramm als  ihrer  gemeinschaftlichen  Grundfläche  einander 
aofgesetzt»  und  haben  ihre  Spitzen  in  M'^  und  M*,  Legt  man 
um  durch  die  Punkte  O»  C  und  M^  ebenfalls  eine  Ebene »  so 
tkeilt  diese  die  Dreiecke  ABC  und  M^M^M^  durch  die  Schnitt- 
ßoien  CM^  und  üf  »jff  (wo  M^  die  Mitte  von  M^M^  bezeichnet) 
in  gleiche  Hälften.  Die  nämliche  Schnittehene  theilt  ferner  auch 
den  in  Rede  stehenden  Achtflächner  in  zwei  symmetrisch  liegende 
Stücke.  Nun  kann  man  bekanntlich  symmetrische  Stücke  in  con- 
l^juente  zerlegen,  und  sonach  ist  klar,  dass  die  beiden  Pyrami- 
den OACM*  und  OBCM*  in  congruente  Stücke  zerlegt  werden 
können y  wenn  das  Nämliche  auch  von  den  Pyramiden  gilt,  in 
welche  durch  die  Schnittebene  OCM*  die  beiden  Pyramiden 
0M^3f*iJf^  und  M^CM^M^  getheilt  werden.  Wir  sind  sofort 
gedrungen,  den  im  Vorigen  bei  der  Pyramide  OABC  angewen- 
deten Prozess  auch  auf  die  beiden  letztern  Pyramiden  auszudeh- 
nen« und  ihn  in's  Unendliche  fortzusetzen.  Geht  man  dann  zu 
den  GrSnzen  über,  so  gelangt  man  zur  Ueberzeugung ,  dass  die 
beiden  Pyramiden  OACM*  und  OBCIH*  durch  die  Schnittebene 
0C3t*  in  zwei  inhaltsgleiehe  Theile  getheilt  werden.  Indem  sie 
«ch  als  die  Gräozsummen  unendlich  vieler  congruenter  Pyramiden 
darsteilen  lassen. 

Diesen  Satz  vorausgesetzt,  lässt  steh  nun  der  allgemeinere, 
dass  Pyramiden  von  gleichen  Grundflächen  und  gleichen  Höhen 
inhaltsgleich  seien,  leicht  beweisen.  Nach  der  Gerwien 'sehen 
Beweisführung  lassen  sich  nämlich  die  gleichen  Grundflächen  in 
congruente  Stücke  zerlegen.  Hat  man  also  zwei  dreiseitige  Pyra- 
niden  von  congruenten  Grundflächen  und  gleichen  Hüben,  so 
setze  man  sie  in  ihren  Grundflächen  auf  einander  und  verbinde 
ihre  Spitzen  durch  eine  Gerade,  wodurch  dann  der  vorige  Satz 
zar  Anwendung  kommt,  wobei  ich  mich  jedoch  nicht  aufhalten  will, 
da  die  ganze  Beweisführung  der  Gerwieu'schen  ganz  analog  ist. 

Man  ist  gewöhnlich  der  Ansicht,  dass  der  Gerwien'sche 
Beweis  keine  Ausdehnung  auf  den  Raum  zulasse;  das  Vorste- 
hende dürfte  vom  Gegentheile  zeugen.  Dass  aber  die  Anzahl  der 
congruenten  Stücke  keine  begränzle  ist  und  die  Gränzmethode 
ükht  umgangen  werden  kann,  liegt  in  der  Natur  des  Raumes, 
worüber  ich  mich  ein  anderes  Mal  weiter  auszulassen  gesonnen  bin. 
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Von  dem  Herausgeber. 

Jacob  Bernoulli  theilt  (Opera.  Tora.  II.  p.  700.  Nr.  XXIV.) 
in  dem  Aufsätze: 

Analysis  et  Constructio  Problematis  Hugeniani: 
E  puncto  dato  rectam  educere  quae  datae  Farabolae 
ad  rectos  angulos  occurrat 

eine  Construction  der  Normalen  einer  Parabel,  die  von  einem 
gegebenen,    nicht  in,    sondern  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Pa- 
rabel liegenden  Punkte  ausgehen,    mit,    welche  ich  für  sehr  be- 
merkenswerth  halte,  die  aber  nicht  sehr  bekannt  zu  sein  scheint. 
Jacob  Bernoulli   sagt    von    dieser  Construction:    „Cum    dod 
constet,    utrum    Problematis    hujus   constructio   et  de* 
monstratio  Uugeniana  aliquando  lucem  viderit,  nee  si 
vidit,  omnium  manibus  teratur;    idcirco  iubet  hie  expo* 
nere,    qualiter  existimemus   illam    a  subtilissimo  Viro 
olim  concinnatam  fuisse.'*    Die  Liebhaber  der  Geometrie  der 
Alten   wissen,    wie    eifrig    sich   Apollonius   in  seinem   aus  77 
Sätzen  bestehenden  fünften  Buche  mit  der  Construction   der  Nor* 
malen  der  Kegelschnitte,  die  durch  gegebene,  nicht  in  den  Kegel- 
schnitten  lie<;ende  Punkte    gehen,   beschäftigt,  insbesondere  über 
die  Anzahl  der  in  jedem   Falle  möglichen  Normalen   eine   Unter- 
suchung, die  jedenfalls  zu  den  feinsten  Untersuchungen  der  alten 
Geometrie  überhaupt  gehört  und  den  grössten  geometrischen  Scharf- 
sinn ihres  Urhebers  verräth,  angestellt  hat.    Dass  aber  Apollonius 
die  Normalen  selbst  zu  construiren  gelehrt  habe,  glaube  ich  nach  den 
mir  vorliegenden  Notizen   nicht,    kann  indess  darüber  jetzt  nicht 
mit  aller  Bestimmtheit  entscheiden,  da  mir  in  diesem  Augenblicke 
nur  die  vier  ersten,  in  der  Ursprache  vorhandenen  Bticher  in  der 
Uebersetzung  von   Barrow,    nicht  aber  auch  die  vier   letzten  nur 
in  arabischer  Uebersetzung,    in  der  jedoch  das  achte  fehlt,    vor- 
handenen Bucher  zu  Gebote  stehen.    Jedenfalls  ist  die  Construction 
für  die  Parabel  von  Huygens,  welche  Jacob  Bernoulli  a.  a.  O. 
mittheilt,    sehr   bemerkenswerth,    und   da  sie  mir  nur  sehr  wenig 
bekannt  zu  sein  scheint,  so  will  ich  sie  im  Folgenden  in  der  Kürze 
entwickeln  und   mit   einem  Beweise  versehen ,    um   dadurch   viel* 
leicht  dem  einen  oder  dem  andern  Leser  Veranlassung  zu  geben, 
diesem  beachtenswerthen  Gegenstande  seine  weitere  Aufmerksam* 
keit  zuzuwenden,   wobei  ich  auch  an  die  schone  Abhandlung  von 
Herrn  Gerono  im  Archiv.  Tbl.  VI.  S.  127.  Nr.  XX.  erinnere. 

In  Taf.  IL  Fig.  26.  sei  PAQ  eine  Parabel,  deren  Scheitel  und 
Axe  A  und  AB  sind ;  den  Parameter  wollen  wir  durch  p  bezeich- 
nen. Der  gegebene  Punkt,  durch  welchen  oder  von  welchem  aus 
Normalen  an  die  Parabel  gezogen  werden  sollen,  sei  M.  Die  tud 
Huygens  gegebene  Construction  dieser  Normalen  Ist  nun  folgende. 

Von  dem  gegebenen  Punkte  M  lalle  man  auf  die  Axe  der 
Parabel  das  Perpendikel  MN,  mache  iVC  gleich  dem  halben  Pa- 
rameter der  Parabel,  halbire  AC  in  Z>,  errichte  in  D  auf  AC  ein 
dem  vierten  Theile  von  MN  gleiches  Perpendikel  DE,  ziehe  EA 
oder  EC,  und  beschreibe  aus  E  als  Mittelpunkt  mit  EA  oder  EC 
als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  die  Parabel,  ausser  natOrlich 
in  A,  noch  in  den  drei  Punkten  F,  F|,  F,  schneiden  mag.    Zieht 


MUcellen.  \  19 

man  dann  von  F,  F| »  F.  aus  nach  dem  gegebenen  Punkte  M  gerade 
Linien ,   so  sind  diese  Linien  die  gesuchten  Normalen  der  Parabel. 

Die  Richtigkeit  dieser  bemerkenswerthen  Construction  kann 
auf  folgende  Art  bewiesen  werden,  wobei  wir  nur  den  Punkt  F 
betrachten  wollen,  da  sich  dann  die  Punkte  F^  und  F^  in  ganz 
Sholicher  Weise  betrachten  lassen. 

4 

Den  Parameter  der  gegebenen  Parabel  haben  wir  schon  durch 
p  bezeichnet;  als  gegebene  Linie  setze  man  ferner  AN^=at 
MNzzzb,   so  ist  nach  äer  Construction 

P^C=ip,    AC—a  +  lp,    DE=^ib;    AD=CD=ia  +  ip. 

A1m>  ist  das  Quadrat  des  Halbmessers  des  beschriebenen  Kreises 

AE^={la  +  lp)^-\-j\6^. 

Setzen  wir  nun  AH=za:,  FH=2y  und  fallen  noch  von  E  auf  FH 
das  Perpendikel  EK,  so  erhellet  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit 
der  foigeDden  Gleichung: 

(AH  -AD)^  +  (FH-  DE)^  r=  EF^=  AE^, 

»Ito  nach  derti  Vorhergehenden: 

(a:  -  la^lp)^  +  (.v- 16)^=  (ia  +  ip)^  +  M^, 

welche,  wenn  man  nach  gehuriger  Entwickelung  der  Quadrate 
aolbebt,  was  sich  aufheben  lässt,  leicht  auf  die  folgende  einfachere 
Form  gebracht  wird: 

x^'t'7j^-(a  +  lp)a:'-iby=0. 

Wegen  der  Natur  der  Parabel  ist  aber: 

Fm=p.AH,    y^^px,    x  =  ^; 

folglich,  wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  ?on  x  in  die  yor* 
•teheode  Gleichung  einführt: 

woraus  sieh  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Gleichung 

crgiebt    Setzen  wir  nun  HG=Uf  so  ist 

NG^AH  +  HG^AN^^x+w-a, 
nd  folglich,    weil  FH:MJSr=HG:NG  ist: 

y:o  =  ti:a:  +  ti — o  =  tt:^^  +  i« — a, 
also 
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oder 

Wir  haben  also  jetzt  die  zwei  folgenden  Glelebangen : 

y'  — p  (a  —  M)y  -^  Ä/>M  =  0. 
Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erbSit  man: 

— p(ii— ip)y+p6(t<-4p)=0 
oder 

py  (u— Ipy-pb  (u — ip) =0, 
also 

folglich,   insofern  nicht  y=6  oder  ^ — 6=0  ist: 

ii--ip=0,    also  ti=|p; 

d.  I.  IiG  =  iP'  Weil  nun  nach  eiuer  bekannten,  anch  sehr  leicht 
ganz  elementar  zu  beweisenden  Eigenschafl  der  Parabel  die  Sab- 
normale  immer  dem  halben  Parameter  gleich  Ist,  so  steht  die  von 
F  aus  nach  lU  gezogene  Linie  FiV  in  F  senkrecht  auf  der  Para- 
bel oder  ist  die  Normale  derselben  in  dem  Punkte  F,  wie  be- 
wiesen werden  sollte. 

Es  ist  klar,  dass  es  bei  dieser  Aufgabe  eigentlich  auf  dieCon- 
struction  der  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung  ankommt,  in 
welcher  Beziehung,  offenbar  mit  Riicksicbt  darauf^  dass  dazu  be- 
kanntlich hauptsächlich  und  zunächsf  die  Kegelschnitte  dienen, 
Huygens  nach  Jaco.b  Bernoulli's  Worten  die  folgende  beach* 
tenswerthe  Bemerkung  macht:  „Quae  aequatio  cum  ad  pmn- 
ciores  dimensiones  deprimi  non  possit  (quod  hie  abs- 
que  ulteriori  tentamine  ex  Re^ulis  Hndden.  12  et  14 
colligitur)  indicat  Problema  solidum  existere.  Ai  quf» 
in  qaaestfonii  datis  ipsa  Jana  Parabola  includitiu',  illa 
mediante,  conirtiruetio  solis  reetis  lineifl  et  cirral*  all« 
9o1t1  lioc  modo:^^    wo  nun  die  obige  Constructiou  selbst  folgt 


m^m 


Druckfehler. 

Im  Literaricchen  Berichte  XC.  Theil  XXlIl.  S.  10.  Z.  15.  ▼.  u.  statt 
,,Schönlein*^  •.  ni.  ,,  Schonbein." 

Theil  Will.  S.  387.  Z.  5.  V,  ii.  «taU  ^,A''  seUe  man  ,,Ai*'. 

Theil  Will.  S.  423.  Z.  1.  v.  o.  statt  „bestimmen*'  s.  m.  „ent- 
halten.'' 
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XIII. 

Ceber  eine  neue  bei  der  Ausführung  höherer  geodäti- 
sdier  Messungen  und  Rechnungen  in  Anwendung  zubrin- 
gende Methode. 

• 

Von 

dem    Herausgeben 


Einleitung. 

In  der  Geodäsie  kanq  man  von  drei  verschiedenen  Voraus* 
Rtzungen  über  die  Gestalt  des  Erdkurpers  ausgeben.  Entweder 
kasD  man  die  Oberfläche  desselben,  worunter  wir  als  die  eigent* 
Bebe,  von  allen  Unebenheiten,  allen  Erhöbungen  und  Vertiefungen 
freie  ErdobeiflSche  immer  die  Meeresfläche  verstehen,  als  eine 
Ebene,  als  eine  Kugelfläche  oder  als  die  Oberfläche  eines  durch 
Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Aze  entstandenen  Sphä- 
roids  betrachten.  Unter  der  ersten  Voraussetzung  sind  alle  Nor* 
aalen  der  Erdoberfläche  einander  parallel  und  ihr  gemeinschaft- 
Kcher  Durchschnittspunkt  liegt,  so  zu  sagen,  im  Unendlichen; 
vnter  der  zweiten  Voraussetzung  laufen  alle  Normalen  Im  Mittel- 
pankte  der  Erde  zusammen  und  coincidiren  mit  den  entsprechen« 
den  Erdhalbmessern;  unter  der  dritten  Voraussetzung  schneiden 
sich  nicht  alle  Normaleu  im  Mittelpunkte  der  Erde  und  coincidiren 
also  auch  nicht  mit  den  entsprechenden  Erdhalbmessem.  Man 
kuDote,  jenachdem  man  die  erste,  zweite  oder  dritte  Voraussetzung 
zo  Grunde  legt,  drei  entsprechende  Theile  der  Geodäsie  von  ein« 
ander  unterscheiden,  und  dieselben  beziehungsweise  mit  den  Niinien 
der  ebenen,  sphärischen  und  sphäroidischen  Geodäsie  belegen. 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stando  unserer  Kenntnisse  von  der 
Gestalt  des  Erdk^pers  dürfen  die  beiden  ersten  Voraussetsungen 
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Dar  ab  näheningsweise  richtige  Aniiahroen  betrachtet  werden,  die 
desto  mehr  absolute  Richtigkeit  besitzen,  je  kleiner  die  zur  Be- 
fraehtung  kommenden  Theile  der  Oberfläche  der  Erde  im  Verbilt« 
niss  zur  ganzen  Erdoberfläche  sind;  mit  völliger  geometrischer 
Schärfe  richtig  ist  nur  die  dritte  Voraussetzung,  so  weit  nämlich, 
wie  schon  erinnert,  unsere  jetzigen  Kenntnisse  von  der  Gestalt 
der  Erdoberfläche  reichen,  die  uns  bis  jetzt  wenigstens  noch  nicht 
berechtigen,  eine  Abweichung  derselben  von  der  Oberfläche  eioe« 
durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihne  kleine  Aze  entstandeoen 
Sphäroids  anzunehmen,  wenn  auch  allerdings  Andeutungen  einer 
solchen  Abweichung  hin  und  i^ieder  hervorgetreten  zu  sein  scbei* 
oen«  Wir  werden  daher  auch  in  dieser  Abliandlung,  die  nidil 
mit  den  beiden  ersten  Theilen  der  Geodäsie,  welche  als  längst 
follständig  erledigt  und  zum  Abschluss  gebracht  betrachtet  wer* 
den  können,  sondern  nur  mit  deren  drittem  Theile  sich  zu  be* 
•chäfligcn  beabsichtigt,  immer  von  der  geometrischen  Voraus* 
Setzung  ausgehen,  dass  die  Oberfläche  der  Erde  durch  Umdrehung 
einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Aze  entstanden  sei.  Wir  sprechen 
diese  Voraussetzung  hier  um  so  bestimmter  und  entschiedener 
ans,  weil  die  vorliegende  Abhandlung  auch  in  mehreren  Punkten 
eine  kritische  Beleuchtung  der  in  der  sogenannten  huheren  Geo» 
däsie  jetzt  grOsstentheils  ibiichefi  Verfahrungsarten ,  und  die  An* 
gäbe  neuer,  dieselben  vertretenden  Messungs-  und  Rechnungs- 
Mefhoden  beabsichtigt,  welche,  geometrische  Genauigkeit  and 
Schärfe  in  allen  Beziehungen  erstrebend,  naturlich  und  vor  allen 
Dingen  auch  %'on  einer  klar  ausgesprochenen  bestimmten  geome- 
trischen Grundlage  ausgehen  müssen. 

Alle  Rlessun^en,  welche  bei  geodätischen  Operationen  aus* 
gef&hrt  werden,  sind  entweder  Winkehnessungen  oder  Linienmes- 
sungen, und  die  ersferen  werden  bei  dem  gegenwärtigen  Stande 
der  Sache  wieder  entweder  in  Horizontalebenen  oder  in  Vertikal- 
ebenen aus<;efuhrt  Wir  wollen  einmal  die  Messung  eines  Hori- 
Contalwinkels  et%%ns  genauer  befrachten.  Zu  dem  Ende  seien 
At  B^  C  drei  beliebige  Punkte  auf  der  Erde  in  beliebigen  Huhen 
oder  Tiefen  über  oder  unter  der  Meeresfläche  als  der  eigentlichen, 
ton  allen  Unebenheiten,  allen  Erhöhungen  und  Verfiefnngen  freien 
Erdoberfläche.  Soll  nun  der  an  dem  Punkte  A  als  seiner  Spitze 
Regende  Horizontalwinkel  zwischen  den  drei  Punkten  A,  ß,  C 
gemessen  werden ,  so  wird  nach  dem  gewohnlichen  Verfahren  der 
Theodofit  eher  dem  Punkte  A  so  aufgestellt,  dass  sein  Mittel- 
punkt in  der  dem  Punkte  A  entsprechenden  Normale  des  Erd- 
•phäroids  liegt;  liierauf  wird  die  Ebene  des  Theodoliten  in  eine 
geteu  horiaontole  Lage  gebracht,  d.  k  gegen  die  dem  Punkte  A 
entsppichande  Normale  dm  Er dsphfiroMs  genau  senlmebt  gesMIl, 
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•odaBo  mit  dem  Fernrohre  des  Theodolite«  nach  dem  Pttokte  JB» 
Genier  asdi  mich  dem  Punkte  C  vbdrt,  und  endlich  auf  dem 
Limbiis  des  Horizoiitalkreises  des  Theodoütea  der  von  den  horl* 
■oatalen  Projectionen  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  seinen  bei* 
den  Lagen  eingeschlossene  Winkel,  welchen  wir  durch  BfAO 
beieicbnen  wollen,  abgelesen,  worauf  die  Winkelmessnng,  tnso* 
fem  es  sich  bloss  nm  die  Messunii^  des  betreffenden  Horizontal* 
viakels  handelt,  auf  dem  Punkte  A  beendigt  ist. 

Fragen  wir  nun,  ob  der  gemessene  Winkel  B'A'C  sich  als 
ein  aaf,  in  oder  an  der  Erde  vorkommender  Winkel  in  einem  ein« 
licheo,  aber  völlig  bestimmten  und  deutlichen  Begriffe  nachweisen 
lisst,    so  Qbertiehen   wir  auf  der   Stelle,   dass  dieser  Nachweis, 
wenn  man,  abgesehen  von  dem  Falle  der  gewöhnlichen  Feldmess- 
kanst,    wo   die  Oberfläche    der  Ei'de   als   eine  Ebene   betrachtet 
wird,  die  Erdoberfläche  als  eine  Kugelfläche  betrachtet,  sogleich 
gefuhrt  werden  kann,  indem  in  diesem  Falle  der  Winkel  B'A'C 
•ffenbar  der  Winkel  t$t,  unter  welchem,  wenn  wir  den  Mittelpunkt 
der  Erde  hier  und  im  Folgenden  immer  durch  O  bezeichnen,  die 
beiden  durch  A,  O,  B  und  A,  O,  C  gelegten  Ebenen  AOB  und 
AOC9  die  in  dem  Erdhalbmesser  OA  sich  schneiden,  gegen  ein- 
ander geneigt  sind ;  auch  sieht  man,  dass  es  unter  Voraussetzung 
der   kugelförmigen   Erde  in   Bezug  auf  die   Grosse  des  Winkels 
B'A'C    ganz  gleichgültig  ist,    In  welcher  Hohe  oder  Tiefe  die 
Ponkte  Af  B,  C  Ober  oder  unter  der  Meeresfläche  liegen,    wenn 
aar  die  Lage  der  Erdhalbmcsser,   in  denen  diese  Punkte  liegen, 
keine  Veränderung  erleidet.    Betrachten  wir  aber  die  Meerc^fläche 
ila  die  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre 
kleine  Axe  entstandenen  Sphäroids,    so  wGsste  ich  in  der  That 
nicht,   wie  ich  in  gleich  einfacher  und  bestimmter  Weise  auf,    in 
oder  an  der  Erde  einen  dem  durch  das  oben  angegebene  Verfah- 
ren gemessenen  Winkel  B'A'C   gleichen,    durch  diesen  Winkel 
geivisserniassen  vertretenen  Winkel  angeben  sollte,  wobei  zugleich 
avch  auf  der  Stelle  in  die  Augen  fallt,  dass  der  gemessene  WMn- 
ket  in   diesem  Falle   nicht  mehr  von   der  Hohe   oder  Tiefe  der 
Pvnkte  A,  B,  C  über   oder  unter  der  Meeresfl^che  unabhängig 
bt,   sondern  anders  ausfallen  wird,   wenn  diese  Hohen  oder  Tie- 
fen sich  ändern,  selbst  dann,  wenn  die  Normalen  des  Erdsphärolds, 
in  denen  jene  Punkte  liegen,   keine  Aenderung  erleiden,  was  da« 
her  kommt,  dass  die  Normalen  des  Erdsphäroids  nicht  sflmmtlicb 
in  dessen  Mittelpunkte  zusanimenstossen. 

Die  vorher  beschriebene,  in  der  Geodäsie  jetzt  allgenofai  go* 
bfiochlicho  Art  der  Winkelmeosang  in  der  Horfamntalebene  hol 
wohl  jedenfalls  ihren  Grund  In  dem  2woclio,    denen  Erreldboog 
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bisher  als  das  nächste  Ziel  aller  geodätischen  Messungen  and 
Rechnungen  bezeichnet  werden  kann.  Denkt  man  sich  närolich 
durch  alle  Punkte  auf  der  Erde  Normalen  des  Erdsphäroids  gezo- 
gen, so  werden  die  Fusspunkte  dieser  Normalen,  d.  h.  deren 
Durchschnittspunkte  mit  der  Meeresfläche ,  auf  der  letsteren  eine 
Art  von  Netz  bilden  >  und  die  Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage 
der  Punkte  dieses  Netzes  darf  wohl  als  der  nächste  und  erste 
Zweck  aller  bisherigen  geodätischen  Messungen  und  Rechnungen 
bezeichnet  werden,  wenn  auch  ausserdem  allerdings  noch  die  Be- 
stimmung der  verschiedenen  Höhen  oder  Tiefen  der  entsprechen- 
den Punkte  auf  der  Erde  über  oder  unter  der  Meeresfläcbe  eine 
besondere  Aufgabe  geodätischer  Operationen  ausmacht. 

Die  so  eben  angegebene  Auffassung  der  nächsten  Aufgabe  der 
höheren  Geodäsie,  die  eigentlich  wohl  ursprünglich  von  der  Kugel- 
form der  Erde  hergenommen  und  von  dieser  auf  das  Erdspbäroid 
übertragen  worden  ist,   wobei  wohl  auch  immer  die  Berücksichti- 
gung mit  maassgebend  war,  dass  man  kleine  Theile  der  Erdober- 
fläche   näherungsweise  als   Theile    einer    Kugelfläche    betrachten 
könne,    ist  nach  meiner  Meinung  auch  die  Veranlassung  zur  Ein- 
führung der  sogenannten  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  und 
einer  nicht   geringen   Anzahl    verschiedenartiger,    dem   grösseren 
Theile  nach  den  höchsten  Partieen  der  Mathematik  angehörender 
Rechnungsmethoden  in  die  Geodäsie  gewesen,  wodurch  das  »Stu- 
dium   dieser   so    ungemein    wichtigen    Wissenschaft   gegenwärtig 
ziemlich  schwierig  gemacht,    das  erstrebte  Ziel  aber  doch  immer 
nur  annähernd  erreicht  wird,  was  aber  nach  meiner  Meinung  Alles 
seinen   hauptsächlichsten,   eigentlichen  und  letzten  Grund  hat  in 
dem  Mangel  eines  einfachen,  mit  vollständiger  Klarheit  und  Be- 
stimmtheit leicht  darlegbaren  Princips ,  dessen  consequente  Durch- 
filhrung  die  sphäroidische  Geodäsie  sich  zur  Aufgabe  macht,  welcher 
Mangel,    wie  es  mir  scheint,    am  Deutlichsten  und  Einfachsten 
nachgewiesen  wird  durch  die   vorher   besprochene  völlige   Unbe- 
stimmtheit   des   mit   dem    in    einer    Horizontalebene  gemessenen 
Winkel  B'A'C  zu  verbindenden  strengen  geometrischen  Begriffs, 
diesen  Winkel  aufgefasst  als  ein  auf,  in  oder  an  dem  Erdsphäroid 
sich  findendes  und  leicht  nachweisbares  Object,   wobei  ich  mich 
jetzt  nicht  einlasse  auf  leicht  vorher  zu  sehende  Einwürfe  gegen 
diese  Ansicht,    hergenommen  von  der  sehr  geringen  Abweichung 
der  Gestalt  der  Erde  von  der  Kugelgestalt,  und  deshalb  zulässi- 
gen Näherungen,    indem  ich  mich,    wie  schon  öfter  erinnert,  bei 
allen  diesen  Betrachtungen   durchaus  nur  von  ganz  strengen  geo- 
metrischen  Anschauungen  und  Auflassungen  leiten  lasse,  die  doch 
am  Ende  immer  am  Sichersten  und  auch  am  Einfachsten   das  er» 
strebte  Ziel  erreichen  lassen. 
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Endlich  will  ich  mir  In  methodlscber  Rflckslebt  noch  la  he- 
■crken  erUnbcDy  wi«  es  mir  Oberhaupt  einer  guten  Methode  wenig 
m  entsprechen  scheint^    dass  man  die  Messungen  und  Rechnun- 
gen der  sphäroidischen  GeodSsie  so    angeordnet  hat»    dass  man 
dabei  den  speciellen  Fall  der  sphKrischen  Erdoberfläche  oder  der 
sphärischen  Geodäsie  zu  Grunde  legte,  und  die  in  diesem  Falle 
aiJerdings   in  aUer  Strenge  gOltigen  und    anwendbaren    Methoden 
tof  den  allgemeineren  Fall  der  ellipsoidischeii  Erdoberfläche  über* 
trvgy    indem  man  letztere >   namentlich    in»    Terhältnissmässig  zur 
f^aen  Erdoberfläche,  kleineren  Tbeilen,  nähern ngs weise  als  eine 
KegelflSche  zu  betrachten,  sich  für  berechtigt  hielt.    Nach  meiner 
Meinnng  roiisste  man  vielmehr  gerade  umgekehrt  alle  Messungen 
mid  Rechnnngen  so  anordnen,  dass  dieselben  für  den  allgemein- 
sten Fall    der   ellipsoidischen  Erdoberfläche   in    völliger    Strenge 
•Bwendhar  sind,  und  dass  sich  von  denselben,  indem  man  einigen 
rorfcororoenden  Grössen  gewisse  bestimmte  oder  specielle  Werthe 
beilegt,  nnmittelbar  in  aller  Strenge  zu  dem  specielleren  Falle  der 
sphärischen  Erdoberfläche,  von  diesem  Falle  aber  wieder  in  ahn* 
licher  Weise  zu  dem  noch  specielleren  Falle  der  ebenen  Erdober- 
lache  übergehen  lässt,  so  dass  also  diese  beiden  letzteren  Fälle 
sater  dens  ersten  allgemeinsten  Falle   subsumirt  und   demselben 
untergeordnet  werden.    Nur  dieser  letztere  Weg  scheint  mir  einer 
irahrhaft  guten  und  richtigen  Methode  zu  entsprechen.     Vielleicht 
giebt  man  mir  dies  in  theoretischer  Rücksicht  zu,   zieht  sich 
aber  zugleich,  wie  oft  in  Fällen  dieser  Art  geschieht,   hinter  das 
Bollirerk  der  Praxis  zurück,    indem  man,  nach  einer  bei  derglei- 
chen Dingen  sehr  gewöhnlichen  Redeweise,  zu  bemerken  beliebt, 
dass    das    erstere    Verfahren    praktischer  sei.     Wenn  ich  nun 
aber  auch  nicht  im  Entferntesten  den  praktischen  Gesichtspunkt 
geradezu  und  ganz  zu  verwerfen  geneigt  bin,  so  mochte  ich  doch 
asch  auf  der  anderen  Seite    die  Ansicht  festhalten,    dass   man» 
wenn  sich  Mittel  angeben  lassen,  die  es  möglich  machen ,  auch  in 
praktischer  Rücksicht  den,    den  strengsten  theoretischen   Anfor- 
dentngen  entsprechenden  Weg   mit  hinreichender  Leichtigkeit  zu 
betreten,   die  selbst  in  mehreren  Beziehungen  den  froher  zu  ver- 
feigen  gewohnten  Weg  weit  mehr  ebenen,  sich  wohl  entschliesseu 
m^B^itf  diesen  früheren  Weg  einstweilig  zu  verlassen  und  wenig- 
stens versuchsweise  die  neu  angelegte  Strasse  zu  betreten.    Frei- 
lich bat  die  neuere  Zeit  hinreiehend   gezeigt  und  zeigt  es  leider 
noch    immer,    wie   schwer    es   gerade    in    der    Mathematik,    ja 
insbesondere  in  ihrem  am  Meisten  theoretischen  Theile,    der  so- 
genannten höheren  Analysis,  hält,  dass  neue,  bessere  und  stren- 
gere Methoden  sich  allgemein  Bahn  brechen  und  das  alte  br^ick- 
khe,  mit  Sprüngen  und  Rissen  allerwärts  nur  zu  sehr  verunzieret 
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Gf^iode  gans  Ober  den  Haefen  werfen,  wesbalb  mn  so  weniger 
in  einer  Torsogswei^e  praktischen  Wissensciiaft  eine  ähnliche 
Wirkung  ron  in  Vorschlag  gelirachten  neuen  Metboden  In  näch- 
ster Zeit  erirartet  werden  darf»  wobei  sich  jedoch  auch  auf  der 
anderen  Seite  die  beruhigende  Ueberzengong  aufdrangt,  das«,  so 
wie  im  Leben,  auch  in  der  Wissenschaft  das  wahrhaft  Gute  und 
Richtige  doch  am  Ende  die  Oberhand  und  bleibenden  Eingang 
gewinnt;  verdient  aber  das  Neue  die  beiden  letzten  PrSdicate  in 
Wahrheit  nicht,  so  ist  es  naturlich  auch  nur  wunschenswerth, 
dass  das  Alte  seine  wohl  erworbenen  Rechte  behalte  und  be* 
havpte,  wobei  denn  auch  noch  der  Vortheil  nicht  gering  ansu- 
sehlagen  Ist,  dass  durch  das  als  verfehlt  erkannte  Neue  die  Be» 
rechtigong  des  Alten  und  Hergebrachten  auf  ferneres  Bestehen 
sich  nur  noch  sicherer  und  bestimmter  herausstellte,  ein  Gesichts* 
punkt,  der,  wie  immer  in  ähnlichen  Fällen,  auch  bei  der  Publication 
der  rorliegenden  Abhandlung  mich  leitet  und  mir  vorschwebt. 

Mir  scheint  es  nun,  dass  alle  bii^her  gerügten  MUngel  der 
heberen  Geodäsie  sammtlich  beseitigt  werden  können,  und  dass 
sich  dieser  schunen  Wissenschaft  eine  vollige  geometrische  Strenge, 
verbunden  mit  der  grössten  Einfuchheit  der  ganzen  wissenschaft- 
lichen Behandlung  nnd  aller  geodätischen  Rechnungen,  wol>ei 
selbst  ein  Eingehen  auf  die  sogenannte  höhere  Mathematik  fast 
ganz  nnnrithig  gemacht  wird,  wenigstens  nur  auf  einige  der  ersten 
und  leichtesten  Grundichren  derselben  zurückgegangen  zu  werden 
braucht,  verleiben  Insst,  wenn  man  von  einer  von  der  bisherigen 
verschiedenen  Grundansicht  bei  geodätischen  Arbeiten  ausgeht 
nnd  dann  natürlich  nach  dieser  neuen  Grundnnsicht  auch  alle  geo* 
dätischen  Messungen  nnd  Rechnungen  modiGcirt,  kurz  und  gut, 
dass  man  der  ganzen  höheren  Geodäsie  eine  von  der  bisherigen 
verschiedene  Gestalt  giebt.  Je  mehr  ich  besorge,  da^s  im  Obigen 
dem  Leser  noch  manche  Dunkelheit  über  das,  was  ich  eigentlich 
will  und  erstrebe,  geblieben  sein  mag,  wie  dies  in*  der  Mathema- 
tik bei  ganz  allgemein  gehaltenen  Betrachtungen  Oberhaupt  nicht 
selten  der  Fall  ist:  desto  mehr  werde  ich  mich  bemühen,  im 
Folgenden  mit  aller  mir  zu  Gebote  stehenden  Deutlichkeit  meine 
Gedanken  fiber  eine  Umgestaltung  der  höheren  Geodäsie  in  prak* 
tischer  nnd  theoretischer  Rücksicht  in's  Licht  zu  stellen,  und  hofe^ 
dass  dann  alle  Dunkelheit,  wel«:he  jetzt  vielleicht  noch  geblieben 
sein  dürfte,  beneitigt  werden  wird.  Auf  sofortige  allgemeine  Bei- 
stimmung der  Geodäten  rechne  ich,  wie  schon  ertväbnt,  nicht  im 
Geringsten,  wohl  wissend,  wie  schwer  namentlich  bei  praktischen 
Geschäften  neue  Ansichten  sich  Bahn  zu  brechen  pflegen;  ich 
werde  zufrieden  sein,  wenn  man  zunächst  nur  aus  dem  Gesichts- 
punkte der  strengen  Theorie  meinen  Ansichten  und  Entwiokeluiigen 


r 
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freoeo,  wean  man  aoch  derw  praktMche  AosAhrang  llr  ebM 
M  leicbC  möglich  halten  adllte»  wie  ich  iielbat  so  thun  woU  ge* 
Miftl  bin«  Sollten  aoeh  selbst  die  praktisehen  Messoperatiimett 
■seh  der  neoen  Weise  etwas  schwieriger  and  mit  mehr  Zeitsttf* 
wind  ausführbar  sein«  als  nach  der  bisher  gebräuchlichen»  so 
gbabe  ich  doch«  dass  diese  grossere  Schwierigkeit  durch  die 
ftreogere  Wissenschaftlichkeit  der  neuen  Methode,  durch  die  weit 
grossere  Einfachheit,  Leichtigkeit  und  fast  ganz  elementare  Natur  der 
taszunihrenden  Rechnungen,  hinreichend  aufgewogen  werden  wird* 

Ich  gehe  jetzt  zu  der  Darlegung  meiner  Ansichten  Ober  eine 
aeoe  Gestaltung  der  höheren  Geodäsie  In  praktischer  und  theore- 
tischer Beziehung  selbst  über,  and  richte  nur  an  die  Leser  die- 
•er  Abbandiung  noch  die  Bitte,  bei  der  Benrtheilung  derselben 
Tor  Augen  zu  behalten,  dass  hier  zunächst  nur  Vorschläge  tm 
Neugestaltung  und  Vereinfachung  einer  der  wichtigsten.  In  das 
Gebiet  der  Anwendung  der  Mathematik  gehörenden  Wissenschaf- 
ten und  KOnste  zu  machen  beabsichtigt  wird,  wobei  Ich  mich 
wiederholt  der  Hoffnung  hingebe,  dass,  wenn  man  auch  vielleicht 
Ton  Seiten  der  mit  hinreichender  Leichtigkeit  und  Genauigkeit 
praktischen  Ausfiihrbarkeit  der  gemachten  Vorschläge  einige  Be* 
denken  erbeben  sollte,  doch  von  theoretischer  Seite,  auch  rflck* 
liebtlicb  des  Interesses  mancher  der  im  Folgenden  vorkommenden 
Eotwickelungen  an  sich,  und  der  ganzen  dieser  Abhandlung  sa 
Grunde  liegenden  theoretischen  Anschauungsweise»  Gerechtigkeit 
«iderfiüirea  zu  lassen  wohl  geneigt  sein  wird« 


(.  1. 

Allen  msereu  folgenden  Betrachtungen  liegt  die  Voraassetsong 
m  Gmnde,  dass  die  Meeresflächei  welche  wir  als  die  eigenl* 
Hebe,  von  allen  Unebenheiten,  allen  Erhöhungen  und  Vertiefun- 
gen, freie  Oberfläche  der  Erde  ansehen,  als  die  Oberfläche  eines 
darch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Aze  entstandenen 
Sphäroids  betrachtet  werden  könne,  wobei  wir  jedoch  bemerken« 
dass  alles  Folgende,  wenigstens  im  Allgemeinen  und  im  Wisent- 
Bchen  und  natflriich  unter  gewissen  besonders  fest  zu  stellenden 
Medilcationen ,  auch  dann  noch  seine  Gflitigkeit  behalten  wfrde, 
wenn  nun  der  Meeresfläche  eine  andere  beliebige  Cvestalt  beilegtC(# 
kdem  man  dann  nur  flir  die  im  Folgenden  in  Bezug  auf  das  BUip^ 
seid  vorlfoonneaden  besonderen  Grüssen  die  diesen  Grössen  bei 
der  andere»,   die  Meeresfliche  repräsentirenden  Fläche  eatspre* 
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ebenden  GrSMeo  zu  «etzen  haben  wörde,  wa«  bloss  ehuge  spe* 
Qielle,  einer  besonderen  Schirierigkeit  wobi  in  keinem  Falle  un- 
terliegende CJntersucbungen  über  diese  FtSche  mit  HGife  der 
bekannten  allgemeinen  Formeln  der  analytisehen  Geometrie  ndtbig 
roacben  wQrde. 

Von  der  Meeresfläche  unterscheiden  wir  von  nun  an  die  Erd- 
oberfläche im  eigentlichen  Sinne,  welcher  wir  eine  regelroS^sige, 
auf  ein  bestimmtes  geometrisches  Entstehungsgesetz  zurückfuhr- 
bare  Gestalt  nicht  beilegen,  deren  Punkte  also  in  verschiedenen 
Höhen  oder  Tiefen  i'iber  oder  unter  der  Meeresfläche  liegen  können. 

Der  Mittelpunkt  der  Erde,  den  wir  im  Folgenden  stets  mit  O 
bezeichnen  wollen,  ist  einerlei  mit  dem  Mittelpunkte  der  Eklipse, 
durch  deren  Umdrehung  um  ihre  kleine  Axe  die  Meeresfläche 
entstanden  gedacht  wird. 

Die  kleine  Axe  der  durch  Umdrehung  um  diese  Axe  die  Mee- 
resfläche, oder  vielmehr  das  von  derselben  umschlossene  Ellipsoid, 
erzeugenden  EHipse  nennen  wir  die  Erdaxe,  und  die  auf  dersel- 
ben im  Mittelpunkte  der  Erde  senkrecht  stehende  Ebene,  oder 
auch  der  Kreis,  in  welchem  von  dieser  Ebene  die  Meeresfläche 
geschnitten  wird,  heisst  der  Erdäquator. 

Von  der  Ebene  des  Erdäquators  wird  der  unendliche  Raum 
In  zwei  Theile  getheilt,  welche  wir  die  beiden  Seiten  des  Erd- 
äquators, und  zwar  die  eine  dessen  positive,  die  andere  dessen 
negative  Seite  nennen  wollen,  wobei  es  an  sich  ganz  willkQhr- 
lich  ist,  welche  Seite  wir  als  die  positive  und  welche  wir  als  die 
negative  annehmen,  indem  nur,  wenn  einmal  in  dieser  Beziehung 
ein  Beschluss  gefasst  worden  ist,  die  getroffene  Bestimmung  auch 
im  ganzen  Laufe  der  Untersuchung  stets  festgehalten  werden  muss. 

Die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Erdaxe  mit  der  Meeres« 
fläche  heissen  die  Er d pole,  welche  fSglich  der  positive  und 
negative  Pol  genannt  werden  können,  jenachdem  sie  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  des  Erdäquators  liegen,  und  der 
letztere  theilt  die  Meeresfläche  in  zwei  Hälften,  welche  wir  die 
positive  und  negative  Hälfte  nennen  wollen,  jenachdem  sie 
respective  den  positiven  oder  negativen  Erdpol  enthalten. 

Liassen  wir  von  der  Erdaxe  eine  Ebene  ausgehen,  welche  so- 
gleich  durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Erdoberfläche  geht,  so 
wird  diese  Ebene  oder  auch  die  halbe  EHipse,  in  welcher  von  der- 
selben die  Meeresfläche  geschnitten  wird,  der  Meridian  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  auf  der  Erdoberfläche  genannt« 
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ZfebeB  wir  ron  dem  Mittelponkte  der  Erde  naeh  einem  belie* 
Ugen  Pankte  auf  der  Erdoberflfiche  eine  gerade  Linie»  so  heisst 
^  VP  nicht  {iliersteigende  Winkel,  anter  welchem  diese  Linie 
gegen  die  Ebene  des  Erdfiquators  geneigt  ist,  indem  man  diesen 
Wiokel,  jenachdem  der  In  Rede  stehende  Punkt  auf  der  positiven 
•der  negativen  Seite  des  Erdäquators  liegt,  als  positiv  oder  als 
•^tiv  betrachtet,  die  Breite  des  in  Rede  stehenden  Punktes 
ttfder  Erdoberfläche;  ^4]er  90^  nicht  Gbersteigende  Winkel  aber» 
Bnter  welchem  das  von  diesem  Pankte  anf  die,  der  Seite  des  Aeqaa- 
tors,  auf  welcher  der  Punkt  liegt,  entsprechende  Hälfte  der  Mee* 
resflache  gefällte  Perpendikel,  —  die  Normale  des  in  Rede  stehen* 
den  Punktes  auf  der  Erdoberfläche,  —  indem  man  diesen  Winkel 
wieder  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
betreifende  Punkt  der  Erdoberfläche  auf  der  positiven  oder  nega- 
firen  Seite  des  Erdäquators  liegt,  gegen  die  Ebene  des  Erdäqua- 
tnrs  geneigt  ist^  soll  im  Folgenden  stets  die  Pol  hu  he  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  genannt  werden.  Der 
diesem  Punkte  der  Erdoberfläche  entsprechende  Erd  halbmesser 
endlich  soll  gemessen  oder  bestimmt  werden  durch  die  Entfernung 
de«  Panktes,  in  welchem,  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Erdoberfläche  gezogene  gerade 
lanie  die  Meeresfläche  schneidet,  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde. 

Wenn  a  den  Halbmesser  des  Aequators,  6  die  halbe  Erdaxe 

bezeichnet,    so   wird  der  Bnich  oder  das  Verhältniss  die 

a 

Abplattung  der  Erde  genannt. 


f  2. 

Dm  den  Mittelpunkt  der  Erde  denken  wir  uns  nun  mit  belie- 
gern  Halbmesser,  der  indess  grosserer  Einfachheit  wegen  der 
Lingeneinheit  gleich  gesetzt  werden  mag,  eine  Kugelfläche  be- 
«efariebeD,  welche  wir  im  Folgenden  die  Projections-Kugel- 
fläche   nennen  wollen. 

Ziehen  wir  dann  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  nach 
iUen  Punkten  der  Erdoberfläche  gerade  Linien»  so  werden  diese 
geraden  Linien  sämmtlich  die  Projections-Kugelfläche  in  gewissen 
Punkten  schneiden,  welche  wir  im  Folgenden  die  Projectionea 
der  entsprechenden  Punkte  der  Erdoberfläche  auf  der  Projections^ 
Kngelfläche  nennen  wollen. 

Denken  wir  ans  nun  ferner  diese  Projectionen  der  Pankte 
4er  ErdoberO&che  aaf  der  Projections-Kugelfläche  sämmtlich  dorch 
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Bogen  grO«8t«r  Kreise  der  letzteren  aoter  eioMider  verlMUideo, 
io  wird  auf  der  Projectione-Kagelfl&ebe  ein  Nets  entstellen ,  wel* 
ehe«  wir  das  Projections-Kugelnetz  der  ErdolierflSche  oder 
eines  bestimmten  Theils  derselben  nennen  wollen;  und  die  Be« 
Stimmung  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  dieses 
Projections*Kugelnetzes  betrachten  und  beseicbne» 
wir  hier  als  die  erste  und  nächste  Aufgabe»  als  deo 
ersten  und  nächsten  Zweck  aller  geodätisches  Hess- 
und  Rechnungs-Operationen. 


Alle  das  Projections- Kugelnets  bildenden  einseinen  Theile 
desselben  sind  auf  der  Projections- Kugelfläche  liegende  sphärische 
Dreiecke,  und  da  nun  bekanntlich  ein  sphärisches  Dreieck  durch 
seine  drei  Winkel  Tollkommen  bestimmt  wird»  so  wird  es»  ua 
die  gegenseitige  Lage  aller  Punkte  des  Projections-Kogelnetse« 
bestimmen  zu  kSnnen,  zunächst  lediglich  darauf  ankommen,  die 
sämmtlichen  Winkel  der  das  Projections  -  Kugelnets  bildenden 
sphärischen  Dreiecke  mit  einem  geeigneten  Instrumente,  wosa 
wir  im  Folgenden  stets  den  Theodoliten  wählen  wollen»  su  me9* 
sen;  und  da  gerade  diese  Winkelmessung  das  Hauptmoment  der 
neuen  Methode  geodätischer  Messungen  und  Rechnungen»  welche 
wir  hier  darzulegen  beabsichtigen»  ausmacht»  so  wollen  wir  jetzt 
zunächst  die  Art  dieser  Winkelmessung»  insbesondere  auch  das 
dabei  nach  unserer  Meinung  am  besten  zu  befolgende  praktische 
Verfahren»  so  wie  die  Behufs  der  AusfGhrung  dieses  Verfahrens 
dem  Theodoliten  zu  gebenden  besonderen  Einrichtungen»  im  fol- 
genden Paragraphen  mit  aller  uns  möglichen  Deutlichkeit  ans 
einander  zu  setzen  und  zu  beschreiben  suchen. 


$.4. 

Es  seien  A,  Ai»  A^  drei  beliebige  Punkte  auf  der  Erdober« 
täche  und  A'  ^  2I/»  AJ  deren  Projectionen  auf  der  Projections- 
Kttgeliäche»  welche  die  Spitzen  des  auf  der  Projections-Kugelflädie 
Hegenden  sphärischen  Dreiecks  A'A^^A^  sind,  dessen  Winkel 
wir»  wie  gewuhnlich  in  der  sphärischen  Trigonometrie»  bloss  dvrd 
die  Buchstaben  A' ,  Ax  *  A^  bezeichnen  werden. 

Um  nun  den  Winkel  A^  zu  messen»  stelle  man  den  Tbeodo- 
Uten  so  auf»  dass  sein  Mittelpunkt  mit  dem  Punkte  A  snf  der 
Erdeberiäche  so  genau  als  möglich  zusammeniUM;  und  wenn  dies 
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■lehl  oiit  absoluter  Genauigkeit  roGglicb  war,  wird  nan  Immer 
«ka  Miltelpunkt  des  Theodoliten  selbst  als  den  Punkt  Ä  zu  be- 
bacbten  und  alle  Messungen  und  Rechnungen  auf  denselben  zu 
belieben  haben. 

Könnte  man  nun  ferner  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
6ten  eine  solche  Lage  geben ,  dieselbe  so  uro  den  Mittelpunkt  des  Tbeo- 
dolifen  drehen,  dass  diese  Ebene  auf  der  von  dem  Mittelpunkte  O 
itr  Erde  nach  dem  Punkte  A  auf  der  Erdoberfläche  gezogenen 
geraden  Linie  OA  genau  senkrecht  stände»  so  würde  es  offenbar 
»ehr  leicht  sein,  den  Winkel  A'  mit  aller  erforderlichen  Genauig* 
keit  zu  messen.  Man  brauchte  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  des 
Theodoliten  bloss  zuerst  etwa  auf  den  Punkt  Ai  auf  der  Erdober* 
lache,  dann  nach  dem  Punkte  A^  auf  der  Erdoberfläche  zu  rich- 
ten, und  auf  dem  Linibus  des  Theodoliten  den  Bogen  abzulesen, 
welcher  den  Winkel  niisst,  den  die  Projectionen  der  Visirlinie 
des  Fernrohrs  in  seinen  beiden  Lagen  auf  der  Ebene  des  Limbus 
des  Theodoliten  mit  einander  einschliessen,  wobei  es  offenbar 
ganz  gleichgültig  ist,  in  welchen  Entfernungen  die  Punkte  Ai 
ond  A±  sich  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  befinden,  wenn 
Bor,  was  natOrlich  vorausgesetzt  werden  mnss,  die  Lagen  der  von 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  den  Punkten  Ai  und  A^  gezo- 
genen geraden  Linien  sich  nicht  ändern,  indem  die  Visirlinie  des 
nach  dem  Punkte  Ai  oder  A^  gerichteten  Fernrohrs  sich  augen- 
scheinlich immer  in  den  Ebenen  AOAi  oder  AOA^  bewegen  wird, 
wenn  man  das  in  allen  seinen  Theilen  natürlich  in  gewöhnlicher 
Weise  gehurig  berichtigte  Fernrohr  in  den,  seinen  beiden  in  Rede 
stehenden  Lagen  entsprechenden,  auf  der  Ebene  des  Limbus  des 
Theodoliten  senkrecht  oder  normal  stehenden  Ebenen,  es  in  be- 
kannter Weise  um  seine  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten 
parallele  Drehungsaxe  herum  drehend,  auf  und  nieder  bewegt. 

Zugleich  gestattet  der  sogenannte  Höhenkreis  des  Theodoliten 
ofeobar,  wenn  auch  nicht  eine  unmittelbare  Ablesung,  aber  doch 
aoe  sehr  einfache  Bestimmung  aus  den  an  demselben  gemachten 
Ablesungen,  der  Winkel,  welche  die  von  dem  Mittelpunkte  des 
Theodoliten  oder  dem  Punkte  A  nach  den  Punkten  Ai  und  A^  auf 
der  Erdoberfläche  gerichteten  Linien  AAi  und  AA^  mit  der  von 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Punkte  A  gezogenen 
Linie  OA  einschliesseo. 

Bei  der  vorhergehenden  Art  der  Winkelmessung,  welche  als 
der  eigentliche  Hauptpunkt  aller  in  dieser  Abhandlung  angestell« 
ten  Betrachtungen  angesehen  werden  muss,  und  daher  einer  be- 
•eadtfrs  sorgflütigen  Besprechung  beilarf,  kommt  nun,  wie  aus  dem 
VerhargeheBdea  sieb  von  selbst   ergiebl,   AHes  darauf  «■»   ab 
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mdglichst  einfaches,   mit  Sicherheit  ond  Genauigkeit  auafthrhare« 
Verfahren  anzugeben»   die   Ebene  des  Limbus   des   Theodoliteo 
gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Mittel* 
punkte   des    Theodoliten    oder  dem    Punkte  A  gezogene    gerade 
Linie  OA  genau  senkrecht  zu  stellen,    indem  die  hier  beschrie- 
bene Methode  der  Winkelroessung  von  der  jetzt  in  der  Geodfisie 
allgemein  gebrSuchlichcn,  und  dem  Falle  der  sphärischen  Mecres- 
fläche  allerdings  ganz    entsprechenden,    für  den   Fall   der   ellip* 
soidischen    Meeresfläche   aber    nicht    mehr    passenden,    Methode 
der    Winkelmessung    sich     einzig    und    allein    darin     unterschei- 
det,   dass   die   Ebene  des  Limbus  des   Theodoliten  nicht  gegen 
die  dem  Punktet  entsprechende  Normale  des  Erdsphäroids,  son- 
dern gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Punkte 
A  gezogene  Gerade   OA  senkrecht  gestellt  wird.     Im  folgenden 
Paragraphen   soll  nun  der  Versuch  gemacht  werden,    ein  den  io 
Rede  stehenden  Erfordernissen    mit  möglichster  Einfachheit  und 
Genauigkeit  entsprechendes  praktisches  Verfahren  anzugeben;  und 
davon,  ob  dieses  Verfahren  als  genögend  erkannt  wird,    oder  ob 
sich  dasselbe  wenigstens  noch  so  weit  vervollkommnen  lässt,  dass 
es  rucksichtlich  seiner  Einfachheit  und  Genauigkeit  allen  Anfor- 
derungen, die  man  an  ein  solches  Verfahren  zu  machen  berechtigt 
ist,    entspricht,    wird    es    lediglich    oder    wenig»«tens    hauptsäch- 
lich abhängen,   ob  die  in   dieser  Abhandlung  niedergelegten   Be- 
trachtungen eine  Umgestaltung  der  Geodäsie  herbeizuführen  geeignet 
sein  werden  oder  nicht;  dass  dieselben  mit  diesem  Verfahren  stehen 
und  fallen  werden,    bescbeide  ich  mich^^ern,    zuzugeben,   indem 
nur  durch  die  Einführung  dieses  oder  eines   ähnlichen  Verfahrens 
nach  meiner  Meinung  allen  geodätischen  Rechnungen  eine  wesent- 
liche  Vereinfachung   und    Erleichterung  zu   Theil   werden    kann. 
Natürlich  findet  dieses  Verfahren   nur  so   lange   Anwendung,    so 
lange   man  sich  vornimmt,    die  Meeresfläche  afs  ellipsoidisch  zu 
betrachten,   und  macht  dem  gewohnlichen  Verfahren  der  Winkel- 
messung,  bei  welchem  man  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
liten gegen  die  Normale  senkrecht  stellt,   sogleich  wieder  Platz, 
wenn   man   die   Meeresfläche   als   sphärisch    betrachtet,    natürlich 
auch  mit  vollem  Rechte,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  die  Nor- 
male eines  Punktes  der  Erdoberfläche  mit  der  von  dem   Mittel- 
punkte der  Erde  nach   diesem  Punkte  gezogenen  Geraden  zusam- 
menfällt, oder  eigentlich  mit  dieser  Geraden  identisch  ist* 

§.  5. 

Um  die  Ebene  des  Limbus   des  Theodoliten  gegen  die  vim 
^dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  seinem  Mittelpunkte  oder  dem 
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Pnnkte  A  gezogene  gerade  Linie  OA  senkrecht  su  stellen,  ver- 
falire  man  nach  den  folgenden  Regeln. 

I.  Man  gebe  dem  Theodoliten  eine  solche  Aufstel 
lang«  dass  die  gerade  Linie»  welche  seinen  Mittelpunkt« 
mit  der  Axe  der  einen  Fussschraube  seines  Dreifusses 
ferbindet,  genau  in  die  Ebene  des  Meridians  des  Punk- 
tes A  fällt. 

II.  Man  stelle  die  Ebene  des  Lirobus  des  Theodo- 
liten genau  horizontal,  d.  h.  senkrecht  gegen  die  Nor* 
male  des  Punktes  Ay  was  mittelst  des  Niveau's  des 
Theodoliten  in  allgemein   bekannter  Weise  geschieht. 

lU.  Endlich  gebe  man  durch  Drehung  der  in  L  be- 
Butzteu  Fussschraube  des  Dreifusses  des  Theodoliten» 
•der  darch  ein  anderes  geeignetes  Mittel,  der  Ebene 
seines  Limbus  eine  solche  Lage,  dass  die  nach  dem 
in  der  Hälfte  der  Meeresfläche,  in  welcher  man  sich 
aaf  dem  Punkte  A  befindet,  liegenden  Erdpole  hin  lie- 
gende Uälfte  des  Lirabus  sich  über  den  Horizont  des 
Punktes  A  erbebt,  und  gegen  den  letzteren  unter  einem, 
dem  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Pankte  ^.gezogenen  geraden  Linie  und  der  Normale 
At%  Punktes  A  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  glei- 
chen   Winkel   geneigt  ist. 

Dass  durch  dieses  Verfahren  der  beabsichtigte  Zweck  voll- 
ständig erreicht,  nämlich  die  Ebene  des  Linibus  des  Theodoliten 
gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  A 
gezogene  gerade  Linie  senkrecht  gestellt  wird,  erhellet  auf  der 
Stelle  aus  den  einfachsten  geometrischen  Gründen,  und  bedarf 
eioer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht.  Es  fragt  sich  nur,  wie  und 
dorch  welche  Mittel  allen  in  I.,  II.,  III.  an  den  Beobachter  ge- 
stellten Forderungen  entsprochen  werden  kann,  wenigstens  in  Be- 
zog auf  1.  und  III.,  weil  bei  IL  schon  auf  den  Gebrauch  des 
Niveau*s  hingewiesen  worden  ist,  und  ein  Jeder  weiss,  dass  mit 
desse'n  Hülfe  der  Bedingung  in  II.  mit  der  grössten  Genauigkeit 
genfigt  werden  kann.  Wir  wenden  uns  daher  jetzt  sogleich  zu 
der  weiteren  Besprechung  von  L  und  III.  in  den  beiden  folgenden 
Paragraphen. 

$.  6. 

Um  der  in  I.  an  den  Beobachter  gestellten  Forderung  genügen' 
«  kBnneo,  scheint  mir  eine  mit  dem  Theodoliten  zu  verbindende 
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Boassole  mH  inCgIicbst  f^enan  getheiltein  Linnbv«  das  geeagvet'st« 
UOlfsmittel  zu  sein»  wodurch  freilich  die  Vermeidung  aller  Etsea* 
tbeile  an  dem  Theodoliten  nothig  gemacht  wird,    der  aber»    wie 
es  mir  scheint»  wesentliche  technische  Schwierigkeiten  nicht  ent- 
gegen stehen»  da  schon  jetzt»  mit  Ausnahme  der  Schrauben»  nur 
wenige  Theile  des  Theodoliten  von  dem  in  Rede  stehenden  Metall 
verfertigt   zu  werden  pflegen»    und  nach  meiner  Erfahrung  auch 
Schrauben  von  Messing  oder  einem  ähnlichen  Metall,  wie  man  sie 
an  Boussolen»  Messtischen»  u.s.  w.  antrifft,  wo  sie  öfters  ziemlich 
viel  auszuhalten    haben»    grosse    Dauerhaftigkeit   besitzen.     Die 
Boussole  wQrde  auf  der  die  Nonien  tragenden  Kappe»  auf  welcher 
auch   die  Träger   des  Fernrohrs   befestigt  sind»    so   anzubringen 
sein»  dass  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Theodoliten 
zusammenftLilt»   und   der  durch    den   Nullpunkt  der  Theilung  des 
Limbus  der   Boussole  gehende  Durchmesser  dieses  Limbus  mit 
der  Visirlinie  des  vorher  in  allen  seinen  Theilen  auf  gewChnliche 
Weise  sorgfältigst  berichtigten  Fernrohrs  des  Theodoliten  genaa 
parallel  ist,    oder  eigentlich  in  die  Ebene  fallt»  welche  die  Visir- 
Knie  des  Fernrohrs  beschreibt»  wenn  man  dasselbe  um  seine  der 
Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  parallele  Drebungsaxe  herum- 
dreht,   und   muss»   um  diesem  Erfordernisse  genau   genügen  zo 
können»    mit  den  nuthigen   Correctionsschrauben    versehen   sein, 
wobei  zugleich  die  Richtung  des  durch  den  Nullpunkt  der  TbeW 
lung  des  Limbus  der  Boussole  gehenden  Durchmessers  des  letz- 
teren durch  ein  Paar  über  demselben  aufgestellte  Dioptern  bezeich- 
net oder  dargestellt  sein  muss,  was  gewiss  jeder  geschickte  Kflnstler 
mit  aller  erforderlichen  Genauigkeit  zu  erreichen  im  Stande  sein 
wird.    Auch  muss  an  dem  Theodoliten  selbst  eine  einfache  Marke 
angebracht  sein ,    mit  deren  Hülfe  durch  geeignete  Drehung  der 
die  Nonien  und  das  Fernrohr  tragenden  Kappe  die  Visirlinie  des 
In  allen  seinen  Theilen  gehörig  berichtigten  Fernrohrs,  und  nach 
dem  Vorhergehenden  also  auch  der  durch  den  Nullpunkt  der  TheU 
lung  des  Limbus   der  Boussole  gehende  Durchmesser  des  letzte- 
ren»   In   eine  mit  der  den  Mittelpunkt  des  Theodoliten  und   die 
Axe    der    mehr    erwühnten   Fussschraube    verbindenden    geradeo 
Linie  parallele  Lage   gebracht   werden    kann.    Ich    glaube  nicht; 
dass  der  Herstellung  aller  dieser  einfachen  Einrichtungen  irgend 
eine  technische  Schwierigkeit  entgegen  steht.     Ist  aber  allen  io 
Rede  stehenden  Erfordernissen  genügt,  so  erhellet  ganz  von  selbst, 
ohne  dass  hier  noch  eine  Erläuterung  nuthig  sein  sollte»  wie  man 
sich»    wenn   man  nur  noch  die  Abweichung  der  Magnet- 
nadel kennt»  der  beschriebenen  Einrichtungeq  zu  bedienen  bat, 
um  der  in  1.  an  den  Beobachter  geaitellteo  Fordemog  in  leiebtct 
praktischer  Weise  genügen  zu  können. 
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Efl  ist  daher  jetzt  mir  noch  za  zeigen,  wie  man  mittelst  des 
▼orber  beschriebenen  Instruments  selbsft  sieb  die  erforderliche 
Kenntnis«  der  Abweichung  der  Magnetnadel ,  die  wegen  ihrer 
Verinderlicbkeit  während  einer  geodätischen  Messung  Öfter,  über- 
haupt so  oft  als  es  die  UrostSndc  gestatten,  zu  bestimmen  sein 
wird,  aof  eine  möglichst  einfache  und  leichte  Weise  verschafft. 
Mir  scheint  das  folgende  Verfahren  zu  dem  hier  beabsichtigten 
Zirecke  hinreichende  Genauigkeit  mit  grosser  Leichtigkeit  der 
AssftIhmDg  za  verbinden. 

Cm  zuerst  den  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  des  Lim- 
kos  der  Boussole  gehenden  Durchmesser  des  letzteren  mit  der 
Visirlinie  des  vorher  in  allen  seinen  Theilen  genau  berichtigten 
Fernrohrs  parallel  zu  machen,  richte  man  die  Visirlinie  des  Fern* 
rohrs  auf  einen  sehr  weit  entfernten  Punkt,  und  gebe  dann  der 
Büchse  der  Boussole  mittelst  der  angebrachten  Correctionsschraa* 
ben  eine  solche  Drehung,  dass  die  durch  die  Visire  der  vorher 
erwähnten  Dioptern  dargestellte  oder  bestimmte  Linie  gleichfalls 
aof  den  in  Rede  stehenden  entfernten  Punkt  gerichtet  ist,  so  wird 
der  verlangten  Bedingung  entsprochen  sein,  jederzeit  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  weiter  der  Punkt  entfernt  war. 

Hierauf  richte  man  in  einer  sternhellen  Nacht  das  Femrohr 
aaf  einen  Fixstern  und  lese  bei  dieser  Lage  des  Fernrohrs  de» 
Stand  der  Magnetnadel  auf  dem  Limbus  der  Boussole  ab;  dann 
warte  man  die  Zeit  ab,  wo  der  nämliche  Fixstern  v^ieder  dieselbe 
Hohe  erreicht,  ftihrc  die  Visirlinie  des  in  derselben  Hohe  unver* 
riekt  stehen  gebliebenen  Fernrohrs  wieder  auf  d^n  Stern  und  lese 
ao^  bei  dieser  Lage  des  Fernrohrs  den  Stand  der  Magnetoadel 
auf  dem  Linibus  der  Boussole  aln  Dass  man  aus  beiden  Able- 
lesmgeu  der  Magnetnadel  in  allen  Fällen  leicht  deren  Abweichung 
ableiten  kann,   erhellet  auf  der  Stelle. 

Wäre  z.  B.,  um  dies  etwas  näher  zu  erläutern,  in  dem  in  Taf.IlL 
Fif.  1.  dargestellten  Falle  n  die  Nordspitze  und  s  die  Sudspitze 
der  Bfagnetnadel,  ferner  iV,  5,  O,  W  respective  Norden,  Sdden, 
Osteo  und  Westen,  endlich  AF  und  AF'  das  Fernrohr  in  seinen 
baden  Lagen,  so  wären  Fn  und  F'it  die  beiden  entsprechenden 
AMeeungen  der  Nordspitze  n  der  Magnetnadel,  und  deren  west- 
Bebe  Abweichung  wfirde  durch  den  Bogen  Nn  dargestellt.  Weil 
BOB  vermöge^  der  Anordnung  der  angestellten  Beobachtungen 
SF^NF'  und 

NF^Nn^Fn,    NF'^F'n^Nn 
ist.   so  Ist 
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NifFn^F'n-Nn. 
folglich,   wie  sich  hieraus  sogleich  ergiebt: 

^        Fn  +  F'n 

iVji  = ö » 

wodurch  Nn  gefundeD  ist.  Wie  mao  sich  io  allen  anderen  Tor- 
kommenden  Fällen  zu  verhalten  hat«  bedarf  nun  keiner  weiteren 
Erläuterung. 

Wenn  sich  die  Nadel  excentrisch,  etwa,  wie  in  Taf.  III.  Fig. 2. 
dargestellt  ist,  uro  den  Punkt  A'  dreht,  lese  man  ausser  der 
Nordspitze  n  auch  noch  die  Siidspitze  «ab,  wo  dann  Fn  und  F'n, 
von  F  und  F'  an  nach  der  linken  Seite  hin  gerechnet,  die  Able- 
sungen der  Nordspitze,  und  F<  und  F's,  gleichfalls  von  Fund  F' 
an  nach  der  linken  Seite  hin  gerechnet,  die  Ablesungen  der  Sud- 
spitze sein  mugen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist,  wenn  wir 
uns  durch  A'  mit  NS  und  OW  die  Parallelen  N'S'  und  O'W 
gezogen  denken,  der  Winkel  N'A'n,  d.  h.  nach  einem  bekannten 
geometrischen  Satze  der  Bogen 

N'n  +  S's 

die  westliche  Abweichung  der  Magnetnadel.    Nun  ist  aber 

NF=zNN'-[-N'n-Fn, 
NP=F'n-'JS]S'-^N'n; 
also,  weil  NF=NF'  ist: 

iViV  +  iVn— Fn  =  F'«— iViV'-iV'ii, 
woraus 

1)  2.N'n  =  Fn  +  F'n^2.NIV' 
folgt.    Ferner  ist 

iVF=180o+S*— Fi  =  180o  +  S's-SS'-Fi, 

iVF'  =  F'*-180O--S*=F'i-180o-Ä'*  +  ÄS'; 

also,  weil  NF=zNF'  ist: 

18(K>+S'f-SS'-.Ff=F'f-180o— Ä'i  +  SS', 
woraus 

2)  2.S'*  =  F5+F'i  +  2.iSiS'— 360« 
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felft  Addirt  man  die  Gleichnngen  1)  nnd  2)  zusammen,  so-  er» 
hSJt  man : 

2.(iV'fl  +  S'*)=F«  +  F*^-F'M+F'*-2.^^'+2.SS'— 360«, 

also,  weU  NN'  =  SS'  ist: 

2.  (^'J«+ S**)  =  Fn + F*+ F'n  +  F'*— 360», 

woraus,  wenn  man  dies  durch  4  dividitt,  sich 

2V  'w  +  S'i       F«  ^Ft^F'n^^  F't     -^ 
2        —  4  ^''^ 

• 

crgiebt,  welches  nach  dem  Obigen  die  westliche  Abweichung  der 
Magnetnadel  ist,  die  also  aus  den  Ablesungen  Fn,  Fs,  F'n,  F't 
ohne  Rucksicht  auf  die  excentrische  ßetvegung  der  Magnetnadel 
berechnet  werden  kann.  Die  nicht  der  mindesten  Schivierigkeit 
«iterliegende  Betrachtung  anderer  von  dem  in  Taf.  III.  Fig.  2.  darge* 
stellten  Falle  abweichenden  Fälle  überlasseD  wir  dem  Leser. 

Wir  dürfen  hiernach  das,  was  Aber  I.  zu  sagen  ist,  im  All- 
gemeinen als  erledigt  betrachten,  finden  uns  jedoch  noch  zu  den 
folgenden  Bemerkungen  veranlasst.  Jedenfalls  ist  nämlich  die 
Boassole  ein  Instrument  von  untergeordneter  Genauigkeit,  wie  viele 
Sorgfalt  auch  der  KGnstler  auf  seine  Anfertigung  verwenden  mag, 
und  auch  die  fibrigen  oben  von  uns  beschriebenen  Einrichtungen 
dürfen  nicht  auf  die  grosste  Genauigkeit  Anspruch  machen;  daher 
entsteht  jetzt  die  Fraee,  ob  durch  einen  kleinen  Fehler  bei  der 
in  1.  geforderten,  durch  die  ßoussole  zu  beivirkenden  Aufstellung 
des  Theodoliten  ein  merklicher  Fehler  in  Bezug  auf  das  Endre- 
aoltat»  nämlich  in  Bezug  auf  die  Senkrechtstellung  der  Ebene  des 
Limbos  des  Theodolitep  gegen  die  von  dem  Alittelpunkfe  der 
Erde  nach  dem  Aufstellungspunkte  gezogene  gerade  Linie  herbei- 
gefBhrt  werden  kann,  oder  ob  man  zu  diesem  Zi^ecke  die  oben 
angegebenen  und  beschriebenen  Einrichtungen  als  genOgend  anzn* 
nehmen  sich  berechtigt  halten  darf.  Diese  Frage  zu  beantworten, 
werden  die  folgenden  Betrachtungen  geeignet  sein. 

Wir  wollen  die  Horizontalebene  des  Beobachtungsorts  als 
Ebene  der  xiff  also  cfessen  Normale  als  Axe  der  z  annehmen. 
Die  Mittagslinie,  nämlich  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  des 
Horizonts  mit  der  Ebene  des  Meridians,  sei  die  Axe  der  x,  and 
der  positive  Theil  der  Axe  der  x  werde  so  angenommen,  dass 
er  mit  der  von  dem  Beobachtungsorte  aus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  bin  gezogenen  geraden  Linie  einen  spitzen  Winkel  ein- 
acUiesst.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  nach  dem  Zenith 
gerichtet     Der  spitze  Winkel,    welchen  die  von  dem  Beoiiaeh*^ 

TbMl  XXIV.  10 
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tmigsorte  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde  geBogeae  gerade  Linie 
mit  der  Normale  des  ßeobacfitungsortä  einschliesst,  werde  durch 
OD  bezeichnet. 

I>ic»  vorausgesetzt,  sind,  wie  aus  Taf.  111.  Fig.  3.  auf  der 
Stolle  erhellet,  die  (iteithungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  dem  Beobacbtungsorte  gezogenen  geraden  Linie  in  völ- 
liger Atlgemcinbeit : 

y  =  0,    i=— a:tang(90®  — «); 
also 

y^=43t    x=- — arcotio; 
oder: 

!♦)  a:  =  —  2  tang  cd  ,   3^  =  0. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang 
,  ein  neues,  natürlich  immer  rechtwinkliges,  Coordinatensystem  der 
aTi^iZ]  gelegt  denken,  dessen  Ebene  der  sciyi  mit  der  Ebene  der 
arißi  also  mit  der  Horizontalebene,  und  dc^ssen  Axe  der  2|  mit  der 
Axc  der  1  zusammenfallt,  ivobei  zugleich  der  positive  Thell  der 
Axe  der  Zi  eben  so  wie  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  nach 
dem  Zenith  gerichtet  sein  soll.  Die  positiven  Theile  der  Axeo 
der  Xi  und  y^  sollen  so  angenommen  werden  wie  Taf.  III.  Fig.  4. 
zeigt,  nfimlich  so,  duss  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  or^  mit 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  einen  spitzen  Winkel  ein« 
schliesst,  und  das^s  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  Xi  durch  den  rechten  Winkel  {Xyyi)  hindurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  yi  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten 
Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  ,Axe  der  y 
zu  gelangen.  Der  von  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  x  und 
Xi  eingeschlossene,  180^  nicht  übersteigende  Winkel  werde  durch 
B  bezeichnet.  Dann  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

:r = :r|  cos 0~-|fi sind,   ^ = ari sind 4-3^1  cos d; 

aus  dfenen  umgekehrt  sogleich 

2*)    .         dTissdccosd-fysiad,   yi^:^'^aB\nB^yeoBB 

folgt. 

Durch  die  Axe  der  X|  sei  nun  eine  beliebige  Ebene  g«l^, 
«od  der  IW^  nicht  «bersteigeade  Winkel,  «velehen  der  auf  d#r 
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positiTen  Seite  der  Ebene  der  xy  oder  Xi^ff  lieißdnde  Tlieil  dieser 
Ebene  mit  dem  Theile  der  Ebene  der  ^Tj^^  einscbliesst,  in  wel- 
chem der  negative  Theil  der  Axe  der  y^  liegt,  werde  durch  i 
bezeichnet    Dann  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeiabeit 

ri=— yitangi   oder  ^itang  14-2:1=0 

(Ke  Glelchang  dieser  Ebene  in  dem  Systeme  der  Xiyiti ;  weH  nun 

aber  nach   dem  Obigen 

-   1 
Xi=^     xcosB-i-yBxnQ^ 

^1=— .rsinÖ+ycosÖ, 

ist,  so  ist  für  das  System  der  xyz  dte  Gleichung  dieser  Ebene: 

{x  sin  6  — y  cos  6)  tang  i — z  =  0 , 
oder : 

3^  X  sin  6  sin  t — y  cos  Ö  si  n  i  —  z  cos  t = 0. 

Seien  jetzt  ,      .  •* 

x^^^At-^-Uf   yzsßz+ß 

die  Gleichaogen  einer  beliebigen  Geraden»  and 

A'x  +  B'y  +  C'z  +  D'=^0 

sei  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene;  so  ist,  wenn  J  den 
Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Ebene  bezeidMft,  Mbll 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


sin«/=4- 


»« 


V^(l  +  A'^  +  ß'^)  {A'^i^B'^  +  C'^y 

wo  jnan  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  moss,  jenachd^m 
die  Grosse  AA'  +  BB*  +  C  positiv  oder  negativ  ist. 

Lassen  wir  nun  die  vorhergehende  Gerade  mit  der  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogonen 
Geraden  zusammenfallen,  so  ist  nach  1*): 

A^=. — tango),  jß  =  0; 

■od  wenn  man  ferner  die  Torhergebende£bene  mit  der  dnreh  A\m 
Gleiehong  3*)  eharakterisirten  Ebene  xusammeDlaHea  läset»  so  isl 

^'sssindsint,    R  z=.  —  cos ^ sin  t,    C'  =  —  cosi. 

tot: 

10* 
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1  +  i<«  +  B«=  1  +  tang  «0«=  sec  »*. 

A'^  +  2J'2  +  C«  =  (sin  6«  +  cos  6^  sin  P  +  cos  t« = 1 . 

i<J'  + jßß'+  C'=— sinösinttango)— cosi 

= — (cosi-f  sindslnitangco); 

und  weil  nao,  wenn  wir  annehmen  und  beachten,  dass  t  ein  spitzer 
Winkel  ist«  B  und  o  nach  den  oben  gegebenen  Bestimmuogeo 
respecti?e  nicht  grösser  als  180^  und  UO^  sind,    offenbar 

JA'  +  DB'  +  C  =—  (cos  t  +  sin  Ösin  t  tang  w) 
eine  negative  Grosse  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

.    ,     cost-|-8in(9sinttanffa> 

sm  •/= ■ — » 

secco 

oder 
4^  sin  /=  cos  t  cos  eo  -f  ^in  ^si»  t'^i»  ^• 

Setzen  wir  t=o>,   was  verstattet  ist,   weil  bekanntUch  a' tin 
spitzer  Winliel  ist,  so  wird: 

sin  /=  cos  a>^  -f  ^'^^  0  sin  C9* 
=  1— (1— sind)sin(oS 
=  l_tl— cos(900— ö))siDa« 
sl~28in(450— id)28ino«, 
oder,   freon  wir 

900—0=5,  450— iÖ=4c5 
eetzeo: 

6«)  sin  J=  1 —2  sin  »»sin  i5«, 

oder  endlicb,   wenn  wir 

eetEees 

6*)  cos  J'  =  1—2  sin»*  sin  45«.  . 

In  Bezng  auf  den  praktischen  Fall,  mit  dem  wir  es  hier  za 
thon  haben,  hat  man  su:h  die  vorher  betrachtete  Ebene  als  die 
Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  vorzustellen,  deren  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ebene  des  Horizonts  o>  i^t;  der  Neigungswinlcei 
dieser  Ebene  gegen  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Beobachtungsorte  gezogene  gerade  Linie  ist  «/,  und  J'  ist  die 
Abweichung  dieses  Winliels  von  00^;   endlich  ist  5,  was  posilir 
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m\i  negatiT  sein  kann^  die  Abwetchang  der  Ton  dem  Hittelpnnkte 
des  Theodoliten  nach  der  Aze  der  mehr  erwähnten  Fussschranbe 
setnes  Dreifnsses  gezogenen  geraden  Linie  von  dem  Meridiane. 
Die  Formel  6*)  bestimmt  also  den  Einfluss,  welchen  die  letztere 
Abireichong  c3  auf  die  mehr  oder  weniger  genaue  8enkrechtstel'* 
Ion»  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen  die  von  dem 
Mittelpankte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  ge* 
nde  Linie  ansäht. 

Für  0  =  0  ist  nach  6*) 

cosJ'  =  l,    J'=0, 

also  J=z90^,  d.  h.  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  steht, 
wie  es  sein  soll,  auf  der  von  dem  Mitt«*l|)unkte  der  Erde  nach  dem 
Beobachtungsorte  gezogenen  geraden  Linie  genau  senkrecht. 

Wenn  wir,  was  zu  unserem  jetzigen  Zwecke  geniigt,  der 
Einfachheit  wegen  den  Bcobachtiingsort  in  cler  IMeeresfInrho  lie- 
gend annehmen,  so  int,  ivie  in  dem  folgenden  Parnsrnphen  gc* 
tcigt  werden  wird,  der  grosste  Werfli,  den  »  auf  der  Erde  über- 
baopt  haben  kann,   in  runder  Zahl  ll'.30'^ 

Setzen  mr  nun  einmal  den  bei  der  in  I.  geforderten  Anrstel* 
hogdes  Theodoliten  begangenen  Fehler  ö=J:8o,  nUo  4SsJ:4**; 
M  wir«: 

logsin  o>=7.5344231  -10 
log  sin  ( J:  ;c3)  =  8,84a'S843- 10 

0.3080076-  4 

0,7360152—  8^* 
log  2 =0,3010300 

log.2sinu*siniü«=0.0370452-  7 
2  sin  (o*8in  iü<=0.0000001 

cosJ'sl-0,0000001 

=0,9999909 

logCMJ'=/0,9999957  —1 

39 
39 


1,0000000  -1 
=  0.0000000 

abo  eoe^sl.  J'ssO.  ^=90». 
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Folg[1ich  bringt,  auch  bei  dem  Gebrauche  siebensteUiger  Ta« 
fein,  und  für  den  grossten  Werth»  den  c»  überhaupt  haben  kann» 
selbst  ein  Fehler  voa  Jk^^  bei  der  in  I.  geforderten  Auf^teUnng 
des  Theodoliten  noch  j?ar  keinen  *)  Fehler  in  Besiig  auf  die  Senk- 
recht«(telliin£^  der  Ebene  des  Linibus  des  Theodoliten  gegen  die 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  ge« 
zo^ene  gerade  Liuie  hervor«  Dass  aber  bei  dem  sorgfältigen 
(«ebraiich  eii*er  guten  Boussole  nach  der  im  Obigen  gegebenen 
Aiiueisung  die  Fehler  bei  der  dadut-ch  bewirkten  Aufstellung  des 
Theodoliten  in  der  in  I.  geforderten  W'ei^e  bis  zu  jr^  ansteigen 
sollten,  ist  nicht  zu  glauben,  und  ich  halte  mich  daher  zu  der 
Ansicht  lierechlijxt,  dass  die  Boussole  zu  dem  Zivecke,  den  man 
hier  zu  erreichen  beabsichtigt,  ein  völlig  geeignetes  und  hinreichend 
genaues  Uülfsmittel  ist. 


§.  7. 

A.  Um  den  in  III.  an  den  Beobachter  gestellten  Forderungen 
entsprechen  zu  können,  muss  derselbe,  ausser,  was  sich  von 
selbst  versteht,  der  den  sämmtlichen  Rechnungen  zu  Grunde  zu 
legenden  Abplattung  der  Erde,  auch  die  Breite  oder  Poihdhe  des 
Beobaehtungsorts  A,  und  dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  oder  seine,  jenachdem  er  über  oder  unter  der  Meeres« 
fache  liegt,  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachtende  Hohe  über 
der  IMeercsfläche  kennen,  um  daraus  den  von  der,  von  dem  Mit- 
telpunkte O  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  A  gezogenen 
geraden  Linie  mit  der  Normale  des  letzteren  eingeschlossenen 
Winkel  ü}  berechnen  zu  können,  dessen  Kenntniss  erforderlich 
ist,  wenn  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen  die  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene 
gerade  Linie  senkrecht  gestellt  werden  soll.  Es  könnte  scheinen, 
als  \^enn  die  Kenntniss  der  Breite  oder  Polhöhe  des  Punktes  A 
und  seiner  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  oder  seiner 
Höhe  lilier  der  Meeresfläche  sich  nicht  voraussetzen  lasse;  dage- 
gen ist  aber  zu  bemerken,  dass  man  bei  grossen,  die  Meeres- 
fl.'icbe  als  ellipsoidiscb  annehmenden  geodätischen  Messungen,  von 
denen  hier  allem  die  Rede  ist,  immer  wenigstens  von  einem 
Punkte  der  Erdoberfläche,  für  welchen  die  beiden  genannten  Ele« 
mente  schon  anderweitig  genau  bekannt  sind,  wird  ausgehen  niiis> 
sen;    und    wie  durch   die  iveitere    Fortfuhrung   der    geodätischen 


*)  d.  h.  eigentlich  in  der    siebenten  DecimaUtelle  sich   nicht  olTeii* 
barend«n. 
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IfeMoag  seihst  die  KenntnUs  dieser  beiden  Elenente  nach  and 
oaeb  fSr  alle  Punkte  des  Netses  erlangt  wird»  so  dasa  man  die« 
selben  Isr  jeden  Punkt,  auf  dem  man  eine  neue  Winkel mehsimg 
▼erznsebmen  bat,  scboo  als  bekannt  vorau^^zusetzen  berechtigt 
ist:  dies  su  seigen,  werden  wir  zu  einer  besonderen  Aufgabe 
«taerer  späteren  Betraebtungen  in  dieser  Abhandlung  machen. 

Mach  Vorausschickung  dieser  allgemeinen  Bemerkungen  mils- 
seo  wir  daher  jetzt  zeigen,  wie  ans  der  bekannten  Breite  orfer 
Polhühe  des  Punktes  A  und  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  oder  seiner  nach  dem  Obigen  gehörig  aln  |Hisitiv  oder 
segativ  betrachteten  Hübe  liber  der  Meere^fläche  der  vnn  der  %on 
dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  nach  dem  Punkte  A  gezogenen 
geraden  Linie  mit  der  Normale  die^^es  Punktes  eingeschloti:scne 
spitze  Winkel  co  berechnet  iverden  kann,  wobei  zugleich  die  Ent« 
Wickelung  verschiedener  Formeln  vorkommen  wird,  die  für  das 
Folgende  fiberbaupt  von  Wichtigkeit  sind. 

Den  Halbmesser  des  Aequators  und  die  halbe  Erdaxc  bezeich* 
nen  wir  wie  gewöhnlich  durch  a  und  6;  die  Polhuhe  und  Breitd 
des  Punktes  A  mögen  respective  durch  B  und  B'  bezeichnet  wer* 
den,  wobei  wir,  was  zu  unserem  Zwecke  jetzt  hinreichend  i^t, 
B  nnd  B'  als  positiv  annehmen  wollen ;  so  erhellet  mitteUt  einer 
ganx  einfachen  geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle»   4«sf   * 

1)  m^B^B' 

Ferner  w^Ues  wir  wie  ge wuhnlich 


2) 


'•===s^='-G)'=<'+i'<'-^ 


=(>+i-°-^')(i-i+^')===-V-s=5.. 


also 


setzen,  wo  ^-^  die  Abplattung  des  Erdfiphäroids  ist,  aus  welcher 

sich  also  die  Grosse  e  berechnen  lAsst.  Die  Entfernung  des  Punktes 
A  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  mag  durch  R,  seine,  jenach- 
dem  er  ober  oder  unter  der  Meeresflnche  liegt,  respective  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Höbe  über  der  Meeresfläcbs 
4vdi  k  beselchnet  werden. 
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In  der  Ebene  des  Meridians  des  Punktes  A  wollen  wir  ^n 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xy  annehmen,  dessen  An-^ 
fang  der  Mittelpunkt  der  Erde  ist;  die  Axe  der  x  sei  die  Durchs 
Schnittslinie  der  Ebene  des  Meridians  des  Punktes  Ä  mit  der 
Ebene  des  Erdüquators,  und  die  Axe  der  y  sei  die  Erdaxe.  Der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
aus  nach  der  Seite  hin  gerichtet,  nach  %velcher  hin  von  der  Erd- 
axe aus  der  Punkt*  ^4  Hegt,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y 
liege  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  des  Erdäqiiators.  Die 
Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Normale  des  Punktes  Ä^ 
mit  der  Meeresfläche  wollen  wir  durch  ar,  y  selbst,  und  die  ver- 
änderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  in  dem  angenommenen 
Systeme  durch  X,  Y  bezeichnen.  Dann  ist  nach  bekannten  Leb- 
ren  der  analytischen  Geometrie  oder  auch  schon  nach  den  Ele- 
menten der  Kegelschnitte  die  Gleichung  der  Normale  des  Punktes  A: 

4)  F-y  =  ^^(A:-x). 


folglidi  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

b^x' 


ö)  tangß=^ 


Ferner  sind  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

x-\-hcoBB^   y-\-hs\TiB 

die  Coordinaten  des  Punktes  A  in  dem  angenomroeneii  Systeme; 
also 

a\  ä.       nt     v  +  Äsinß 

Weil  nun  nach  1) 

s,  X       /»      n/x       tangß— -tanff  ß' 

tang  o> = tang  (B — B')  =  r-r^i ^,        ^ 

^  ^^  ^     1  +  tang  i?  tang  Ä* 

ist,  so  ist  nach  5)  und  6):  ' 

_.  dhf{x  +  hcoBB)''b^x{y^h»\nB) 

,  ^  ^"      6«a:(ar  +  Äcosi^)  +  a««(f^+Äsin/?) 
7)       { 

_  {a^-b'^)xy  +  hja^ycoB B^U^xsin  B) 

a V  +  ^^^^  +  h  (a^y  slnB  +  b^x  cos  B) ' 
Zur  Bestimmung  von  x  und  y  bat  man  die  beiden  Gleichungen: 
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Abs  der  xweiteo  Gleichung  ergiebt  sich 

y  =  ^:rtangÄ, 

folglich,  weno   man  diesen  Werth  von  y  In  die  erste  Gleichung 
mfiihrt: 


(0"+S(l)''^'-=>. 


trorsne 

. o^ _^ g^cos^ 

slso,  weil  onter  der  gemachten  Voraussetzung  o;  stets  positiv  Ist« 

a  fl*  cos  B 


VI  .  ^^       M     Va*cosÄ*+6asioÄ« 


folgt;    und  weil  nun 


,=S«U.g» 


Ist,   so  erbat  man  überhaupt: 
^  a«cosÄ  A^siniff 


Vii*cosÄ*+6*«inÄ«'    ^     Vii«cos^+6«siDÄ«* 

Also  ist,  wfe  man  leicht  findet: 

a^tfcoaB — 6*j;slBfis=0, 

^  Va«cosÄ«+6«siufi« 

folgliicA  nach  7): 

(q»-6«)sin£rcosg 

tango  -  ^acosi?«  +  6«8inÄ«+A  V^aacosÄ«+6«sin^ 

gr—  sin  J?  cos  B 

«* 

1  —  — 5 — sinÄ'  +  -\  1 s— sin£* 

also: 
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tang  (0  = T • 

o 

.1.  I  ^  jj; I       ■■  I     I  .  ■  ■  ,  Uli 

e*8in20 
2V  l-e«6ioÄ«  I  ^+  \^l-c«sioÄ«j 

Für  A=0,  d.  h.  wenn  der  Punkt  ^  in  der  MeeresOiche  liegt,  ist 

10)  tang  m  =  Y^^^-r-^-ßi  =  2(l-e^sm  B^Y 

Hierbei  ist  die  Polhöhe  B  und  die  Hohe  k  über  der  Meeres- 
fläche als  bekannt  angenommen  worden.  Nimmt  man  aber  die 
Breite  B'  und  die  Entfernung  R  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
als  bekannt  an,  so  muss  man  auf  folgende  Weise  verfahren. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  A  in. dem  angenommenen  Systeme 
sind  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  RcosB',  RsinB',  was, 
mit  dem  Obigen  verglichen ^  unmittelbar  zu  den  beiden  folgenden 
Gleichungen  fuhrt: 

RcosB'=:x+hco6B,    RsinB'=y+hs\nB. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

a^/^  cos  i?  si  n  B' =  a^^  cos  £ -f  a^^  sin  fi  cos  jB  , 
b^R  sin  Bco8B'=  b^xain  B  +  b^Asin  BcosB; 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

a^  cos  ß— 6*j?  «in  B = 0 
ist.  durch  Subtraction: 

R(a^co8B8\nB''-bHinBco8B')  =  (ä^—b*)hB\nBcoaB, 
oder: 

« 

^sinÄ*      .^cosÄ'  ' 

h  ginß  cosi? 

Ferner  ist 

R8\iiBco8  Bf  =zx8\nB  -f  h  sin  ficos  B, 
RcoB  fisin  B'  ^ycosB  +  halnBcoBB; 


also  dareb  SubtracCione  .  .  .      ,  ! 

«od  folglich ,   weil  nach  8) 

«        (a«-6«)8inÄC08i? 

ist: 

m  ««„rfl     jy.       (a«-6«)^ingcoag    : 

12)  äsidCÄ-IT)-^^-^--^^^^,-^-^ 

oder: 

Für  A=0  bat  man  nach  6}  die  Gleichung 

tangZ?'  =  |, 
und   weil   nun  nach  5) 

tangB=^« 

ist,   so  ist  In  diesem  Falle: 

s* 
14)  tang  /?  =  jjiä  tang  jB'. 

Also  ist 

80CÄ^=l+tangB^= ^^^, , 

folglich 


cobB  = 


Va*8iDß'2+6*cosÄ'a' 
«nd  weil  nach  dem  Obigen 


fl« 


sin  £= p  cos  A  tang  B' 

ist,  so  ist  in  diesem  Falle: 

.    ^  fl«8inÄ' 

sin^ss 


„  6«cosß' 

C0S^=:  ,  ^  ,.  ==• ; 

V^o*8inÄ'»+6*c08Ä'« 


M    / 


I  ' 
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Vielehe  Formeln  wir  hier  beiläufig  bemerken.    Weil  aber 

ist«  80  ist  nach  14) 

_  (flg— A«)  tangg^      (a»~  6«)8in  B'  cos  B' 
«ang  «*  —  6«  +  a«  tang  Ä'«  "^  a««in  Ä'«  +  6«cos  i?'« ' 

also  offenbar: 

,^.  .  e«sinÄ'cosJ?'  e«8in2B' 

16)  tanga>=  ,_^«eos/?^  =  2(l-e«cosF5)' 

mittelst  welcher  Formeln,  wenn  A=0  ist«   e»  unmittelbar  aus  B' 
berechnet  werden  kann. 

Wenn  aber  nicht  A=0  ist,   muss  man  sich  bei  der  Berech- 
nung von  m,  B,  h  aus  B't  R  auf  folgende  Art  verhalten. 

Mittelst  der  Gleichung  13),  nämlich  mittelst  der  Gleichung 

•   fD      g>i\      «  g^  sin  2g 

^  ^      R  2V^l~e«sin/^ 

muss  man  B  bestimmen ;  dann  findet  man  m  mittelst  der  Gleichaog 

und  h  ergiebt  sich  mittelst  einer  der  folgenden,  unmittelbar 
11)  fliessenden  Formeln: 


17) 


-smß'      ,^C09B'         sinÄ'      ,.  ^cosJ?' 

.  sin^ cosB  pSipg      ^  ^  cosB  „ 

_  icos  1?^     j_  HwjB—B'))         jcosg^  2  8in(Ä-Ä0(  -;. 

""}cosg""e«*8ingcosgj^*^lcosg  c«'    sin  2g    i  ^• 


Die  Auflösung  der  Gleichung  13)  ist  nur  durch  Näherung  m5g* 
lieh.    Man  kann  sich  dabei  auf  folgende  Art  verhalten. 

Weil  (o=B^B'  und  folglich  B=B'  +  a  ist,   so  lässt  sich 
die  Gleichung  13)  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

a  e«8in2(g'  +  a)) 

sin(o=:-R* — /  ■         ^ —  ■ 

B  2\^l—e*sin (*'  +  «)• 

Aus  dieser  Gleichung  muss  m  bestimmt  werden.    Well  sich  di 
Gleichung  auch  unter  der  Form 
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sin  a  =  272  •  c«8in2(B'  +  »)  1 1  —  eHin  (ff  +  «)*)-* 

aehreiben  lässt^  so  ist  nach  dem  Bioomischen  Lehrsatze: 

sina=^.c«8in2(B'  +  «))tl+i«*sin(B' +  »)«  +  ..•.}, 

osd  folglich  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Be- 
ug auf  e  von  der  vierten  Ordnung  sind : 

«■•=^.  e»sin2(B'  +  to) 

=5^  •  e*(stn2A'cos2o>-f  cos2JB'sin  2o>) 
=^ .  e*  (sin  2ff  cos2o>  -f  2  cos  2  A'  sin  m  cos  oo) 

=j^.€«|sin2B'-4sin2JB'.(2a))«+....+2cos2Ä'sinc()(l-i(»H....)l, 

füglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern»  die  in  Bezug  auf  e 
■ad  •  erst  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

sin »=272 *  ^*(«^2^  +  2c<^B^' >>"»)' 
sof^eich 


ae 


n 


-g-sin2B' 
18)  »«0»= r:T 


2(l-^cos2Z?0 


Utgt,  oder: 


18*)  sino=i. 


^e«sin2fi' 


l-^«eos2Ä' 

r 

Schreibt  man  diese  Formel  auf  folgende  Artt 

sin«=4.J««8in2B'(l— ^e«cos2i?0-*' 
so  trhilt  man  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze: 


sfai  o=i-^  ««sin  2»'  (1+  ge»cos2Ä'  +  ...) 
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und  folglich  erst  mit  VernachlSssigung  von  Glledero,  die  in  Be- 
zug auf  e  TOD  der  vierten  Ordnung  sind: 

19)  sinü>=4.^c2sin2jJ', 

oder  auch  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezog  aof 
CO  von  de^  dritten  Ordnung  sind: 

20)  (ö  =  l.^€«sin2ß'. 

Mittelst  der  so  eben  entwickelten  Formeln  kann  man  einen 
ersten  Näherungswerth  von  o  berechnen,  den  wir  der  Kurze  wegen 
jetzt  durch  go  selbst  bezeicbnen  wollen.  Dann  findet  man  neoe 
successive  Näherungswerthe  gdx»  o>2>  03,  094,....  mittelst  der 
Formeln : 

a^        e^sin2(g^  +  a)) 

«'"«>i-  2ÄVl-e*sin(F+lö"^' 

a  eVm2(g^  +  Q)t) 

_    a^        e^sin2(g^  +  c(>g) 

sin  0,,-.  .^^ .  ^y_______  , 

a         c«sin2(g'  +  co3) 
smo>4=  cip.    y^  -      -  —  > 

*      2Ä   \^1— u28in(g'+a)8)« 

u.    s.    w. 

und  setzt  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  überhaupt  so  lange 
fort,  bis  zwei  auf  einander  folgende  Näherungswerthe  sich  in  der 
verlangten  Anzahl  von  Decimalstellen  nicht  mehr  von  einander 
unterscheiden. 

Für  die  Praxis* ist  es  durchaus  notiiwendig,  dass  man  sich 
die  Berechnung  von  o>  durch  eine  Tafel  der  Werthe  dieses  Win- 
kels erleichtere.  Eine  solche  Tafel  mQsste  die  beiden  Eingänge 
oder  Argumente  B'  und  R  haben»  was  dheselbe  xicniliiA  weUläa- 
fig  und  unpraktisch  machen  wGrde,  weshalb  man  es  vorziehen 
dürfte»   den  (blgeaden  Weg  einzasdilagen. 

Hau  setze 

TU)  Wll*ft^-B-«      -I   ■  '     _       ,      IJ,,      I    !  - 

2    Vl-e«8in(fi^+^ 
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Süd  berechne  eine  Tafel  der  Grossen  Sl,  welche  mir  dms  eine 
Argument  B'  erfordert,  und  mit  Zugrundelegung  des  Werthes  von 
f,  Gleicher  für  jetzt  auf  die  meiste  Sicherheit  Anspruch  zu  machen 
berechtigt  ist,  mittelst  der  aus  dem  Vorhergehenden  sich  von 
selbst  ergebenden  Vorschriften  leicht  construirt  werden  kann. 
Es  frSgt  sich  nun,  wie  man  aus  den  io  dieser  Tafel  enthaltenen 
Werthen  von  Sl  die  der  Gleichung 

genOgenden  Werthe  von  m  mittelst  einer  ganz  einfachen  und  leich- 
ten Rechnung  ableiten  kann,   wobei  man  zu  beachten  hat,    dass 

in  allen  in  der  Praxis  vorkommenden  Fällen  -n  eine  nur  sehr  we- 
nig von  der  Einheit  verschiedene,  oder  — j^  eine  der  Null   sehr 

nahe  kommende  Grosse,  also  auch  o>  von  Sl  immer  nur  sehr  we* 
mg  verschieden  sein  wird.  Setzt  man,  uro  die  in  Rede  stehende 
Frage  zu  beantworten,  (o^=Sl  +  /iSl^  wo  J£l 'kiue^  der  Null  sehr 
aabe  kommende  Grosse  sein  wird,  so  ist 

a    e^        sin!?(ß'  +  Ä  +  ^Ä) 
sin(o=-7«- 


also,  wenn  wir  der  Kflrze  wegen 


folglich  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 

sin  »= J .  y(F(SI)  +  F'(Ä) .  -1^  +  F«(ß) .  ^  +.„.}. 

■•4  ihhet  erst  mit  Ventachllssigung  von  Gliedern,  die  in  Bezag' 
aof  e  aod  dSl  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

sin  » = J  •  f  F(Sl)+  ~*^  F'(Sl)ja. 

Weil  man  nun  durch  Differentiation  leicht 

co82(ß'  +  Ä)  +  e*8in  (B'  +  Ä)« 


F'(Ä)=2 


1 1  -  ««sin  (ß'  +  Sl)*  I  Vi  — «>sin(B'  +  S.y» 
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tmdtt,  aod  nach  dem  Obigen 

ist,  so  ist 

.            «    .   o  .  «    ^co82(y  +  Sl)  +  ^8\n(B'  +  Sl)^  ,^ 
8lftco  =  j^8.nÄ+j^e« tl-e^8m(g-  +  ^)^|> ^^' 

also  erst  mit  VernachlSfisigang  von  Gliedern ,  die  in  Bezug  aof  e 
und  JSl  von  der  fünften  Ordnung  sind: 

sincD=  B«'n^  +  Ä^;i  ..easin(Ä'  +  Ä)«|l^^ 

==  j8inÄ  +  Je«co82(Ä'+Ä)(l-e«8in(Ä'  +  ÄJ«l-IJÄ 

=  JsinÄ  + Jemens  2(Ä'  +  Ä)|l  +  j6«sin(fl'  +  Ä)«  +  ....MÄ 

folglich  9  weil 

8in(D=8in(A-f  ^A)  =  6in52-fco8.Q^A— Uini^^il'— .' • 

Ist:, 

sinil  +  co8Ä^ii  =  ^sinÄ+]ge«co82(fl'  +  .ß)^/ß, 

wenn  man  die  dSl'^  und  höhere  Potenzen  von  /ISl  enthaltenden 
Glieder  vernachlfissigt«    Also  ist,  wie  man  sogleich  findet: 

— |T— sinW 
23)  ^Ä= 


a 


qobSI^-j^  e«cos  2(Ä'  +  Ä) 

woraus  man  sieht»  dass  JSl  in  Bezug  auf  Sl  und  — -st—  von  der 
sweiten  Ordnung  ist.  Daher  erhellet  aus  der  oben  gefundenen  Formel 

a   .  ^  .  g  ^       cos2(g^  +  ^; 
s.n«  =  3jS.nÄ+ge«ji_^,^.^(^,^^^./Ä. 

dass,  wenn  man 
S4)  sinors-gsini^ 
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•ctxt,  doch  mir  erst  Glieder  vernachlässigt  trerdeir»   welche  fti 
Bezug  auf  die  der  Null  sehr  nahe  kommenden  Gr&ssen 

o      «— '^ 

▼ea  der  Tierten  Ordnung  sind. 

Mit  hioreichender  Genauigkeit  wird  man  auch  setzen  können : 

25)  09  =  -p  A« 

Hat  man  also  eine  Tafel  für  Sl,  so  wird  man  mittelst  derseiheo 
anch  sehr  leicht  oi  mit  hinreichender  Genauigkeit  berechnen  können« 

Wir  wollen  nun  unter  der  Voraussetzung»  dass  A=0  ist,  d.  h. 
ÜBt  die  Meeresfläche,  die  Polhuhe  B  oder  die  Breite  B'  bestini« 
■en,  für  welche  fa  ein  Maximum  wird  oder  seinen  grussten  Werth 
erhält. 

Ffir  A=0  ist  nach  16) 

e«sin2J?' 
tanga>  =  2(i.e*cosÄ^)' 

also,  wenn  man  nach  B'  differentiirt: 

8 tang  CO  _  e*  2(1— e^cosg^^jcos^g'-^c^iglng'cosy  Pingfl* 
~ä5'     ■"  2  *  (\-e^  cos  B"^y^  ~ 

^cos2g'  -e^co8jy(co8g^  cos2g^  +  sing^singg^) 
=*  d-e^cos^«)« ^ 

cos2B^-e^cosJB^* 
(1— e«cosg'2)«    * 

Der  Zähler  tod 

— 2(1 — e*cos  JB'«)«(sin  2«^ — «•  sin  g' cos  JBO 
— 4««sing'cosg'(l  -c«cosg'«)(cos2g'  -c«co«g'«) 
=2(l-««co8g'«)sing'cosgM~2+e«(l+2sinÄ'«)+c*4rosg'*l, 
wie  man  leicht  findet;   also  ist 

yUng»_  ^sin2g^t— 2+e^(l't-2sing^g)-t-e*cosg^«| 
dB'^    ~^  (1— sacosg'«)» 

Tk«U  XXIY.  11 


=e* 
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Weil  itQB,  wenn  n  ein  Maximum  frird»  auch  tangi»  ein 
wird»   80  iBUM 

9fntig(D     ^ 

sein»  %Ta8  nach  dem  Obigen  die  Bedipgungsgleichiing 

cos'iß'  — ««co»Ä'«  =  0 

oder,   irie  man  leicht  findet,   die  Gleichung 

— l  +  (2^««)co«Ä«=0 

gttbt,  froraas  man 

26)  cos  Ä' = -7==-— .    sinÄ'=— =^r 

^  V2-«*  V2^=^ 

also 

27)  tangir'=Vr=^ 

erhalt. 

Nun  ist 

—2  +  e«(l  +  2«in  B'*)  +  ««co«  B'« 
=— i  +  e«tl+   .^_^3   1  +  2=:^« 

= 2-e«      = 2^re5 =-2(I-e«) , 

and  daher  eine  negative  GrCsse,   so  dass  also,   verM 


2  V"i  -  «• 
sin 2B' = 2810 B' cobB'  =     «_  ,    ' 


1— e«cosB'«=l- 


2-«' 
e«         2(1  — e«) 


2-e«~    2—«« 
ist,  offenbar  auch  nach  dem  Ob!gen 

8*  fangt» 

ne<;afir  ist,    ttnd  daher  in   der  That  ein  Mftxininm  Statt  findet. 
Nacik  geliwriger  Substitution  erhält  man  entwickelt: 

oder 


öÄ*  -    2(1-6«) \^rriä* 

Weil  nach  14) 

tängß=gtangÄ'  =  'jM.^ 

ist,  so  ist  nach  27): 
28)  tang  J?  = 


V^l  -  e«* 
Nach  dem  Obigen  ist  allgemein 


_  (/!«  -  6«)  tang  B'  g«  tang  B* 

•in  wird  nacii  27)  der  grüsste  Wertli  von  a  mittelat  der  Formel 


» 


e> 


1  i.  ndtteUt  der  Formel 

ktfccbiiet« 

Setzt  man  die  Abplattung  in  mnder  Zahl  kx^,  «o  ist 

•— &  » 1_ 

~T"-*~5— 300* 
iIm 

*     I       1  _299       -     ,     /6V_,      /299V. 
5='~3ÖÖ-3ÖÖ'    '  -*~W  ~        Väööy  • 

,       •     /2^0\»       ^^- y    299 

Daher  ist  nach  29) : 

_  *     \30V  _  150,        /2«9y       150     B99 B99 

■"*"  —      j,jy      —  299"—  \^)  '—  2W5üö(Ry  ~  2a«.eöö' 

I5Ü 

WgUeh  a=ll'.29"  oder  in  mnder  ZaU  »sll'.SO'sn;'. 
Feroer  lal 
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.       »,     299      ,       „     300. 
*"*^      3ÖÖ'    **"8^=^' 

woraiM  man 

B  =48».  5'. 44*, 

^'=44<>.54Me*, 

n=zB—B'=        II'. 28». 

nahe  wie  vorher,  erhält 

B.  Nachdem  wir  jetzt  gezeigt  haben,  wie  (ur  jeden  Beob- 
achtungsort  der  Winkel  oo  berechnet  werden  kann,  entsteht  nao 
aber  die  Frege,  durch  welche  mechanische  Hulfsmittel  der  Ebene 
des  Limbus  des  Theodoliten  eine  solche  Las;e  gegeben  werden 
kann,  dass  dieselbe  gegen  die  Ebene  des  Uorizonta  unter  dem 
AVinkel  co  geneigt  ist,  also  der  in  III.  gemachten  Anforderung 
genügt  werden  kann.  Dass  diese  Hiilfsmittel  eine  grosse  Genauig- 
keit geiilibren  mfissen,  geht  schon  daraus  her«*or,  dass  jeder 
Fehler  in  der  Lage  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen 
den  Horizont  sich  offenbar  ganz  auf  deren  Lage  gegen  die  %'on 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Beobachtungsorto  gezogene 
gerade  Linie  übertrügt,  wie  auch  zum  Ueberfluss  auf  folgende 
Art  analyti8cb  gezeigt  werden  kann.  Nach  §.  6.  ist  in  den  dort 
gebrauchten  Zeichen,  deren  Bedeutung  wir  h^jer  nicht  von  Neuem 
erläutern  wollen,  allgemein: 

sin  •/=  cos  t  cos  a  +  slüB  sin  t  sin  o>, 

oder  wenn  wir  wie  a.  a.  O. 

^  J'=960-J,   5  =  900-0 

•etzeo : 

cos  J'  =  cos  I  cos  (o  4*  cos  Q  sin  t  sin  » , 

also  (är  5=0,  wie  es  hier  erforderlich  ist: 

cos  J'scostcosoD-l-sinisincoscosCI — m), 

folglich 

Ist  nun  nicht,  wie  es  sein  soll,  genau  £=09,  sondern  i=o-f  T, 
wo  i'  den  Fehler  in  der,  der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten 
gegebenen  Lage  gegen  die  Ebene  des  Horizonts  bezeichnet,  ao 
ist  «r=:J:t',  da  doch  bekanntlich  J'z^O  sein  soll,  woraae  die 
Richtigkeit  des  oben  Gesagten  erhellet. 

1- 
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Aof  den  ersten  Anblick  scheint  sich  ohne  Weiteres  desNiTeao 
b  seiner  geirChnlichen  Gestalt  und  sogleich  auch  ganz  in  der  ge- 
irolmlichen  Art  und  Weise  seines  Gebrauchs  als  ein  geeignetes 
llfiUi»miüel  zur  Erreichung  des  beabsichtigten  Zwecks  zu  empfeh* 
leo.  lodess  wollen  n-ir  einmal  die  Sache  aus  dem  praktischen 
GNicbtspunkte  etwas  genauer  untersuchen,  wobei  sich  vielleicht, 
wie  nicht  Gelten  bei  Dingen  dieser  Art,  ein  anderes  Resultat  her- 
•ss^tellen  konnte.  Das  Niveau  eines  in  meinem  Besitze  be6nd* 
Rcheo  sehr  schonen  grossen  Theodoliten  mit  gebrochenem  Fern- 
rofar,  welcher,  auf  beiden  Kreisen  10^*  angebend,  allen  an  ein 
latcbes  Instrument  bis  jetzt  gestellten  Forderungen  in  ausgezeich- 
neter Weise  entspricht,  hat,  nie  jetzt  meistens  gewohnlich,  zwei 
Ton  einander  abgesonderte  Theilungen  oder  Scalen ;  jede  dieser 
beiilcn  Scalen  umfasst  13  Scalentheile,  und  jeder  dieser  Sealen- 
tkeile entspricht  nach  von  mir  angestellten  Versuchen,  bei  denen 
ki  Nireau  an  dem  Uohenkreise  des  Theodoliten  fest  gebunden 
wirde,  im  Mittel  4,5  Secunden,  was  lur  13  Scalentheile  etwa  60 
Sccoaden  oder  1  Minute  beträgt.  Da  nun  der  grösste  Werth  von 
•  bekanntlich  II 4  Minute  beträgt,  so  siebt  man  sogleich,  dasSi 
das  Niveau,  wenn  sich  Winkel  bis  zu  dieser  Grosse  mit  demsel* 
^B  sollten  angeben  oder  messen  lassen ,  eine  sehr  beträchtliche 
Linge  haben  musste,  die  mit  den  Obrigen  Dimensionen  des  In- 
•troments  in  gar  keinem  Verhältniss  stehen  wCirde.  Wenn  sich 
BOB  aber  auch  hieraus  das  Unpraktische  unsers  obigen  Vorschlags 
deatlicb  ergiebt,  so  drängt  sich  dessenungeachtet  die  Frage  auf, 
ob  bei  etwas  veränderter  Einrichtung  und  verändertem  Gebrauche 
'm  Niveau  doch  nicht  vielleicht  ein  sehr  brauchbares  HOlfsmittel 
n  dem  beabsichtigten  Zwecke  werden  kann.  Um  aber  diese 
Fnge  genügend  beantworten  zu  können,  müssen  wir  zuerst  die 
Tbeorie  des  Niveau*s  im  Allgemeinen  etwas  strenger  und  etwas 
veiter  entivickeln ,  als  sonst  zu  geschehen  pflegt,  wozu  ^'ir  daher 
Jttxt  zooiclist  übergehen  wollen. 


/ 


Theorie   des   Nlveao*s   oder   der   Libelle. 

1. 

Der  Neigungswinkel  einer  geraden  Linie  gegen  den  Horizont, 
^vidier  immer  ein  spitzer  Winkel  ist,  soll  jederzeit  als  positiv 
^  als  Begativ  betrachtet  werden,  jenachdem  der  auf  der  rech« 
te  Seite  des  Beobachters  liegende  Endpunkt  der  In  Rede  steheo- 
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den  geraden  Linie  tiuher  oder  tiefer  Jiegt  wie  der  auf  dei*  ItkikeB 
Seite  des  Beobachters  befindliche  Endpankt  dieser  Linie. 

Die  Maasseinbeit  für  die  Winkel  soll  im  Folgenden  immer 
ein  Intervall  oder  ein  Sealentheil  der  Libelle  sein,  wobei  wir  zu- 
gleich  wenigstens  fur's  Erste  annehmen  wollen,  dass  die  Libelle 
nur  eine  von  einem  Nullpunkte  nach  rechts  und  nach  links  hin 
gehende  Theilung  hat,  unter  welcher  Voraussetzung  Intervalle  oder 
Scaleotheile  rechts  vom  Nullpunkte  als  positiv,  Intervalle  oder 
Scaleutheile  links  vom  Nullpunkte  als  negativ  betrachtet  werden  sollen. 


2. 

In  Tnf.  III.  Fig.  5.  sei  der  um  Jen  Mittelpunkt  C  beschriebene 
Kreis  der  Kreis,  von  welchem  die  Libelle  ein  Bogen  ist;  O  sei 
der  Nullpunkt  der  Theilung  der  Libelle,  die  Luftblase  sei  L^R, 
und  y|f  sei  der  Mittelpunkt  der  Luftblase. 

Denken  wir  uns  nun  durch  3i  an  den  um  C  be.^chriebetien 
Kreis  eine  Berührende  gezogen,  so  wird  diese  Berührende  hori- 
zontal und  die  Neigung  der  durch  O  an  den  um  C  beschriebeiieo 
Krc'is  gezogenen  Berührenden  ge^cn  die  erstere  Berührende  wircl 
die  Neigung  der  Libelle  gegen  den  Horizont  sein. 

In  Bezug  auf  die  Lage  der  Luftblase  und  ihres  MitteVpnnfefs 
gegen  den  Nullpunkt  der  Theilung  kiinnen  oflfenbar  bloss  die  vier 
verschiedenen,  in  Taf.  III.  Fig.  5.  dargestellten  und  durch  (a),  (li), 
(c),  (d)  he7.e]('linoten  Falle  vorkommen,  welche  wir  nun  der  Reibe 
nach  einzeln  betrachten  wollen,  indem  wir  immer  die  Neiirung  der 
Libelle  gegen  den  Horizont  durch  ßf ,  die  an  den  beiden  Endpunk- 
ten der  Luftblase  rcclits  und  links  gemachten  Ablesungen  respec- 
tive  durch  q  und  k  bezeichnen  werden. 

In  dem  ersten  in  Taf.  III.  Fig.  5.  (a)  dargestellten  Falle  ist» 
%venn  wir  den  Winkel  BFE  durch  a  bezeichnen. 

Zieht  man  aber  CO  und  CM,  so  ist,  weil  im  Viereck  COFM  bei 
O  und  M  reiihte  Winkel  sind,  der  Winkel  u  offtonbar  dem  Win- 
kel OCJU  gleich,  und  wird  also,  so  wie  dieser  letztere  Wiukel, 
von  dem  Bogen  OM  gemessen.    Also  ist  auch 

N=z  OM. 
Well  auB  «' 


Im  voriiegeodcn  Falle  offenbar 
Ist,    so  Mt 

In  dem  zweiten  in  Taf.  III.  Fi^.  5.  (h)  dargestellten  Falle  Ist, 
weoB  wir  nieder  den  Winkel  BFE  durch  a  bezeichnen. 

Der  Winkel  «  ist  wie  vorher  dem  Winkel  OCM  gleich  und  wird 
ako»  so  \%ie  dieser  letztere,  von  dem  Bogen  03i  gemessen«. 
Daher  ist  auch 

Noo  ist  aber 

also»  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

l^--OL,    Q  =  +OR;    OL^^X.    OR^9 
ist: 

In  dem  dritten  In  Taf.  III.  Fig.  5.  (c.)  dargestellten  Falle  Ist 
wenn  wir  den  Winkel  AFE  durch  ß  bezeichnen/ 

Der  Winkel  ß  Ist  dem  Winkel   OCM  gleich  nnd  wird  also,   so 
wie  dieser  letztere,  von  dem  Bogen  OM  gemessen.    Daher  ist 

Nz=:^OM. 
Nn  Ist  aber 

Oilf  =  OL^LM^  OL  -  O^OL^OL-OR 

•Im,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

Iss-OL,  9ss+0Ri    OL=-X,   0R=:9 
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In  dem  vierten  In  Taf.  III.  Fig.  5.  (d.)  dargestellten  Falte  Ist 
wenn  vrir  %vieder  den  Winkel  AFE  durch  ß  bezeichnen. 

Der  Winke!  ß  ist  dem  W^inkel  OCjV  gleich,  und  irird  also,   wie 
dieser  letztere »  von  dem  Bogen  OM  gemessen.    Daher  ist 

Nun  Ut  aber 

r^nw      nw       mw      r,w       OL-OR      OL+OR 
OMzizOL'-LMzziOL g = « » 

also,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 

X=:-OL,   Q^^OR\    0L--1,   OR^--^ 


Ist: 


Ans  dieser  Darstellung  ergiebt  sieb,  dass  die  Neignng  der 
Libelle  unter  den  geuinchten  Voraussetzungen  in  völliger  Allge- 
meinheit mitteUt  der   Formel 


gefunden   uird. 


Wenn  die  Libelle  zwei  abgesonderte  Theilungen  oder  Scalen 
hat,  deren  jedo  niicb  von  einem  besonderen  Nullpunkte  an  ge- 
rechnet nird,  8»  bezeichne  man  den  Abstand  der  beiden  Null- 
punkte, in  Sralentbeilcn  der  Libelle  ansgeilruckt,  von  einander 
durch  2^,  wobei  übrigens  der  Fall  e=rO  keines^vegs  ausgeschlos- 
sen uir<l,  und  die  rechts  und  links  gemachten  Ablesungen,  beide 
nU  positiv  betrachtet,  respective  durch  r  und  /.  Nehmen  ^ir  nan 
bicriioi  au,  dass  bei  dem  (Gebrauche  der  Libelle  immer  die  beiden 
Endpunkte  der  Luftblase  die  beiden  Theilungen  links  und  rechts 
wirklich  erreichen,  so  ist  offenbar  Immer 

folglich 

i+p=-(e+/)  +  (e+r)=r^/. 

also,  well  nach  2.  allgemein 


Ist,  imter  d«o  jetsigen  VoraussetzuDgen  allgemein; 


Wir  wollen  ons  aun  eine  gerade  Linie  denken»  die  unter  einem 
nur  kleinen  Winkel  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  und  wollen 
die  auf  der  rechten  und  linken  Seite  des  Beobachters  liegenden 
Eadpunkte  dieser  geraden  Linie  respective  durch  R  und  L  bezeich- 
nen; die  Neigung  dieser  geraden  Linie  gegen  den  Horizont,  wo- 
bei näherer  Bestimmung  wegen  1.  zu  vergleichen  ist,  werde  durch 
/  bezeichnet 

Von  dem  Endpunkte  L  dieser  Linie  aus  nach  derselben  Seite 
hin,  nach  welcher  hin  die  Linie  LR  liegt,  denken  wir  uns  mit 
der  auf  diese  letztere  gesetzten  Libelle  eine  Parallele  gezogen  und 
bezeichnen  den  von  dieser  Parallele  mit  der  Linie  LR  eingeschlos- 
senen spitzen  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten ,  jenachdem  die  in  Rede  stehende  Parallele 
nterhalb  oder  oberhalb  der  Linie  LR  liegt,  durch  O. 

Die  Neigung  der  Libelle  oder,  was  Dasselbe  ist,  der  mit  ihr 
dorcb  den  Punkt  L  gezogenen  Parallele,  wird  wie  früher  auch 
jetzt  mit  N  bezeichnet. 

Ist  nun  zuerst  J  positiv  und  folglich  nach  L  der  Punkt  L  der 
am  Tiefsten  liegende  Endpunkt  der  Linie  Xß,  so  kann,  wenn  in 
Tat  111.  Fig.  6.  der  Horizont  durch  die  Linie  LA^  die  von  L  aus 
mit  der  Libelle  parallel  gezogene  Linie  durch  LB  dargestellt 
vrird,  in  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  der  drei  Linien  LR, 
LA,  LB  bloss  einer  der  drei  in  Taf.  III.  Fig.  6.  dargestellten  und 
durch  (a),  (li),  (c)  bezeichneten  Fälle  eintreten.  In  dem  ersten 
in  Taf.  III.  Fig.  6.  (a)  dargestellten  Falle  sind  N  und  O  positiv, 
und  es  ist  offenbar 

In  dem  zweiten  in  Taf.  III.  Fig.  6.  (b)  dargestellten  Falle  ist  iVposi- 
tir,  (9  negativ  #  also  —<P  positiv,  und  es  ist  offenbar  (— <P)-|*J=iV^ 
also  wieder 
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In  dem  dritten  in  Taf.IIl.  Fig.6.(c)  dargestellten  Falle  ist  JV  nega- 
tiv, —  iV  positiv,  <P  positiv,  und  es  ist  offenbar  (— JV) -|- J=  <P» 
also  wieder 

Ist  ferner  J  negativ  und  folglich  nach  1.  der  Punkt  L  der  am 
Hochfiten  liesende  Endpunkt  der  Linie  LR,  so  kann,  wenn  in 
Taf.  III.  Fig.  7.  wieder  der  Horizont  durch  die  Linie  LA,  die  voo 
Jj  aus  mit  der  Lihelle  parallel  gezogene  Linie  durch  LB  darge- 
stellt wird,  in  Bezug  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Linien  hR» 
LA,  LB  bloss  einer  der  drei  in  Taf.  III.  Fig.  7.  dargestellten  und 
durch  (a),  (b),  (rj  bezeichneten  Fftlle  eintreten.  In  dem  ersten 
in  Taf.  III.  Fig.  7.  (a)  dargestellten  Falle  ist  N  positiv,  (P  negatir, 
—  O  positiv,   und  offenbar  iV  +  (— J)=( — d>),    also 

In  dem  zweiten  in  Taf.  III.  Fig.  7.  (b)  dargestellten  Falle  ist  ti 
negativ,    ~  JV   positiv,    <D   negativ,     —  (P    positiv    und    offeobar. 

(-iV)  +  (-<I>)=(-J),   also 

In  dem  dritten  in  Taf.  III.  Fig.  7.  (c)  dargestellten  Falle  Ist  N  ne- 
gativ,  — iV  positiv,  <P  positiv  und  offenbar  <P  +  (— •/)  =  (— -^)#  äI*»o 

Nehmen  wir  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich» 
dass  in  allen  möglichen  Fällen  die  Gleichung 

In  völliger  Allgemeinheit  gültig  ist. 

5. 

Wenn  man  auf  die  vorher  betrachtete  Linie  LR  das  Niveau, 
welches  wir  durch  NJ  bezeichnen  wollen,  ein  zweites  Mal  so 
aufsetzt,  dass  seine  Fusspiinkte  mit  einander  verwechselt  werden, 
oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  das  Niveau  umgekehrt  wird,  und 
man  dann  die  den  bei  der  ersten  Aufstellung  in  4.  durch  iV  und 
<P  bezeichneten  Grössen  entsprechenden  Grü.«.sen  bei  der  zireiten 
Aufstellung  durch  iV'  und  <D'  bezeichnet,  so  hat  man  zuvordervC 
naturlich  ganz  wie  in  4.  die  Gleichgng 

airsserdem  aber  auch  noch  die  ans  einer  bkifwea '  Anstabt  tmi 
Taf.  III.  Fig.  8.  sich  anf  der  Stelle  ergebende  Gleichunf  - 


M0ckmm0im  wmuwemlemae  MMmk.  ^  I8t 


6. 
Uittelst  der  drei  in  4.  und  5.  bewiesenen  Gleichungen 

k%no  man  J,  ^,  O'  bloss  durch  iV  und  iV'  ausdrucken;   man  er- 
eilt Dämlich  mittelst  leichter  Rechnung: 

J= — k *     <P= — s »     *'= — rr^* 


7. 

Das  allssemeine  Verrahren,  den  Neisunz^winkel  einer  Linie 
LR  ges^en  den  Horizont  mit  Hülfe  des  Niveau'«  zu  messen ,  ist 
folgendes. 

Man  j^etze  das  ^iveao  zwei  Mal  auf  die  Linie  LR  auf,  das 
zweite  Mal  in  umgekehrter  Lage,  und  lese  beide  Mal  die  beiden 
Endpunkte  der  Lullblase  links  und  rechts  ab. 

Sind  nun  unter  Vor/iussetznng  der  ersten  der  beiden  aus  dem 
Obigen  bekannten  Einrichtungen  des  Niveauos  die  Resultate  der 
Ableitungen  bei  der  ersten  und  zweiten  Aufstellung  des  Niveau's 
respectivo  l,  Q  und  k\  q' ;  so  ist  mit  Beibehaltung  aller  im  Vor- 
hergehenden  eingeluhrten  Bezeichnungen  nach  2.: 


Mch  6.  tat  *btt 


abo 


,      N+N', 
J  =  — 2       ' 


,     (l  +  V)  +  (9  +  <f') 


Aach  ist  nach  6.: 


®=— 2— .   *'  =  -y-; 

•Ifo: 
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Sind  unter  Vorau««etzung  der  zweiten  der  beiden  ans  dem 
Obigen  bekannten  Einrichtungen  des  Niveau*s  die  Resultate  der 
Ablesungen  bei  der  ersten  und  zweiten  Aufstellung  des  Niveau*« 
respective  /»  r  und  t ,  r'  \  so  Ist  nach  3. : 


nach  8.  ist  aber 


also 


>_(r't-rO-(/+f) 


Auch  Ist  nach  0.: 


2 


0=       ^      s     0'=z — a — , 


also: 


(f-|-/)^(r-|-0 
«= 4  » 


8. 

Das  beste  Verfahren ,  die  Linie  LR  horizontal  zu  stellen  und 
zugleich  auch  das  Niveau  zu  berichtigen,  ist  folgendes. 

Man  stelle  das  Niveau  auf  der  Linie  LR  auf  und  mache,  die 
erste  Einrichtung  des  Niveau's  vorausgesetzt,  die  Ablesungen  A»  p; 
hierauf  kehre  man  das  Niveau  um  und  mache  die  Ablesungen 
A',  p';  dann  schraube  man  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die  An- 
gaben des  Niveau's  links  und  rechts  respective  i(X'  — A)  und  \{q''^q) 
sind,  so  ist  die  Linie  LR  horizontal. 

Bezeichnen  wir  nSmIich,  alle  frGheren  Bezeichnungen  belbe* 
haltend,  die  Neigung  des  Niveau's  nach  der  letzten  Operation 
durch  19"  t  so  ist  nach  2.: 


iPüf  JTfcAwifuipni  AistfiiiiMlfMff  Mtff1k§iit 
Nm  bt  aber  nadi  7.: 

«^- 4 • 

iilO 

MgBcfa,   weil  bekanntlich 

iV'=J-<P'=J+«,  also  «=i2V'-J 

ift: 

7^=2^'-/  oder  JzzzN'-^N". 
Rm  Hegt  es  aber  in  der  Natur  des  angewandten  Verbbrens,  dass 

bt,  wo  J"  die  Neigung  der  Linie  *Xi2  nach  der  letzten  Opera- 
tioo  bezeichnet;   also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

J^J^J".     folglich    J^'rrJ— J  =  0 

nd  die  Linie  LR  ist  daher  nach  der  letzten  Operation  horizon- 
til,  wie  behauptet  Burde. 

Unter  Voraussetzung  der' zweiten  Einrichtung  des  Niveau*s 
verfahrt  man  im  Allgemeinen  ganz  wie  vorher;  und  hat  man  dann 
bei  der  ersten  Aufstellung  des  Niveau's  die  Ablesungen  /»  r,  nach 
der  Umkehrung  desselben  die  AMesungen  P  ^r'  gemacht;  so  schraubt 
■ao  zuletzt  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die  Angaben  des  Niveau*« 
finks  und  rechts  respective  Kr-ff)  und  !('+ O  sind,  wonach 
die  Linie  LR  horizontal  sein  %vird. 

Nadi  3.  ist  nSmIich 

i¥ —5  _ j , 

iiso,  well  nach  7.: 

4 
Mglkb,  weil  beiawDtlicb 


16S  erum4rf:   <Mwe,  tet  pmdUtitiun  Mtitm§tm 

IfzsN'-J  oder  J=N'—'N'. 
Nqd  liegt  es  aber  in  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens,  dass 

t 

Int;   also  ist  nach  dem  V<tthergebetideii 

J^J^J\     folglich    J'^zrzJ-.JsO,  . 

daher  die  Linie  LR  nach  der  letzten  Operation  horizontal,  wie 
behauptet  wurde. 

Nachdem  man  durch  das  vorhergehende  Verfahren  die  Linie 
LR  horizontal  gestellt  hat,  braucht  man  nur,  um  das  darauf  stehende 
Niveau  zu  beriehtigeo ,  bloss  seine  Luftblase  mittelst  der  am  Niveaa 
beCndlichen  Schraube  genau  in  die  Mitte  der  Theilung  zu  bringea. 

9. 

Ein  anderes  in  der  Praxis  sehr  gebrSuchliches  Verfahren  zur 
Berichtigung  des  Nivean's  ist  das  folgende.  Man  setze  das  Niveau 
auf  die  Linie  LR  und  schraube  die  letztere  so  lange,  bis  die 
Luftblase  in  der  Mitte  der  Theilung  steht  oder  eigentlich  der 
Mittelpunkt  der  Luftblase  genau  mit  dem  Nullpunkte  der  Scale 
zusammenfhilt,  so  dass  also,  wenn  X  und  q  die  Ablesungen  der 
beiden  Enden  der  Blase  sind,  A-f  ^  =  0  ist.  Kehrt  man  hierauf 
das  Niveau  um  und  sind  dann  V  und  q'  die  Afolesoogen  der  bei*' 
den  Endpunkte  der  Blase,   so  ist  nach  7.: 

und  nach  2.  ist 

IS  _  — jj— . 

Bezeichnen  wir  den  Abstand   des  Mittelpunkts  der  Luftblase  von 
dem  Nullpunkte  der  Sc<nle  durch  fi,    so  ist,    weil  man  k'  und  q' 
als  Abscissen   der  Endpunkte  der  Blase   betrachten  kann,   nach' 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  in  völliger  Allgemeinhcftl 

^  =  — 2.    ' 
also  nach  dem  Vorhergehenden;     .  ^ 
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Sehraobt  inaD  nmi  nach  der  UmfcehrQirpi^  d«s  Nivam's  ^  Linie 
LR  so  lange,  Iais  der  Abstand  des  Mittelponkts  der  Loftblaee  von 
dem  Nullpunkte  der  8cale  ifA  ist,  so  sind  die  entsprecbenden  Ab« 
lesunfen  der  Endpunkte  der  Luftblase  offenbar  iL'  —  \{k  und  q' — if», 
folglich  nach  2.: 

"    —  — 2  —         2        —     g""**^' 

h  der  Natur  des  angewandten  Verrabrens  liegt  es  aber,  das« 

ist;  also  ist  nach  dem  Vorhergebenden 

folglich  die  Linie  LR  horixontat.  Bringt  man  also  jetst  die  Luft* 
blase  des  auf  der  Linie  LR  stehenden  Niveau's  durch  die  an 
letzterem  befindlicben  Schrauben  in  die  Mitte  der  Scale,  so  dass 
nSmlich  dfer  Mittelpunkt  der  Luftblase  mit  dem  Nullpunkte  der 
Scale  zusammenfallt,  so  ist  das  Niveau  bericbtigf. 

Das. hieraus  sich  ert^cbende  Verfabren  zur  Berichtigung  des 
lÜTeaus  ist  also  in  der  Kiirze  folgendes.  Man  setze  das  Niveau 
taf  die  Linie  LR,  und  bringe  durch  Schrauben  der  letzteren  die 
Lttfiblase  in  die  Mitte  der  Theilun«^,  so  dass  der  Mittelpunkt  der 
Luftblase  mit  dem  Nullpunkte  der  Scale  ziisammenfnilt.  Dann 
kehre  man  das  Niveau  um,  beurtbeile  den  Abntand  fs  des  Mittel« 
pnnkts  der  Luftblase  von  dem  Nullpunkte  der  Scale,  scbraube 
die  Linie  LR  so  lange,  bis  der  Abbtniid  des  Miftelptnikts  der 
Laniilane  von  dem  Nullpunkte  der  Scale  nur  Ifi  ist,  worauf  die 
Linie  LR  horizontal  oder  nivellirt  sein  wird,  nnd  hfilige  dann  die 
LuQblaMe 'durch  die  dazu  an  dem  Niveau  heßndliche  Scbraube  in 
die  Mitte  der  Tbeilung,  so  dass  der  Mittelpunkt  der  Luftblase 
mit  dem  Nullpunkte  der  Scale  zusammenfallt,  so  wird  das  Niveau 
berichtigt  sein* 

Cewr>hnlich  wird   eine  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erfor« 
derlich  sein,  bis  das  Niveau  sich  als  vollständig  berichtigt  erweist, 
»0  dass  nämlich  die  Blase  bei'm  Umkehren  des  Niveaus  in  4^i 
Mitte  stehen  bleibt. 


NaebdeM  wir  Jetzt  die  allgemeine  Theorfe  ^es  Tfivean'«  enf^ 
wickebWben,  kehren  wir  wieder  ku  unserem  eigerttllchen'Oe-^ 
genstanda  sarOek,  «nd  wollen  daher  nan  veigen,  wie  ^MaiT'nitt 
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HOlfa  d«8  NiFean's  einer  geraden  Linie  eine  beliebige,  jedoch 
nicht  sehr  grosse,  Neigung  gegen  den  Horizont  geben  kann,  be- 
merken aber  vorher  im  Allgemeinen  noch  Folgendes. 

Wenn  wir  das  vGlIig  unberichtigte  Niveau  auf  der  beliebigen 
geraden  Linie  LR  aufstellen ,  und  den  Neigungswinkel  des  Niveau*8 
und  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  respective  durch  iV  und  J, 
die  Ablesungen  der  beiden  Endpunkte  der  Blase  aber  durch  X 
und  Q  bezeichnen;  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  des  Ki* 
▼eau's,  indem  <P  seine  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Bedeu* 
tung  behält: 

Schraubt  man  jetzt  die  Linie  LR^  bis  die  Blase  links  und  rechts 
ii  und  ^1  seigt,  so  ist  in  analoger  Bezeichnung  wie  vorher: 


Also  ist 


oder 


iVi  +  <^i=-/i,    iVi  =  ^^. 


iV-iVt  +  <P- «i  =  J— Jj 


i+i-k+5I+,p^«>,=J^A. 


Nun  liegt  es  aber  in  der  Natur  des  angewandten  Verfahreos, 
weil  bei  demselben  das  Niveau  in  beiden  Lagen  der  Linie  LR 
gegen  diese  Linie  ganz  dieselbe  Lage  behält,  dass  <2>=<Z^|  is^ 
wobei  man  sich  aus  dem  Vorhergehenden  an  die  Bedeutung  der 
Winkel  <P  und  <P|  erinnern  muss;   also  ist 

folglich 

nnd  wenn  it-|-^=:0  ist: 

wobei  kanm  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  das«  die 
Bedingung  A-f^r=0  allemal  dann  erßillt  ist,  wenn  die  Luftblase 
genau  in  der  Mitte  der  Theilung  steht  oder  der  Mittolpuilu  dttr 
Biaeo  mit  dem  Nullpunkte  der  Scale  snaammeni&llt 
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Wir  wolleo  oan  das  Niveau  so  einrichten,  dass  der  eine  sei- 
ner beiden  Füsse  mittelst  einer  sehr  feinen  Schraube  oder  irgend 
einer  anderen  zvveckmässigen  Vorrichtung  um  etwas  Merkliches 
Terfänccert  oder  verkürzt  werden  kann»  und  uns  vornehmen,  einer 
Lioie  LR  eine  bestimmte,  als  gegeben  zu  betrachtende  Neigung  / 
legen  den  Horizont  zu  geben. 

Man  setze  das  Niveau  auf  die  Linie  LR  und  bringe  durch 
Schrauben  der  Linie  LR  die  Luftblase  genau  in  die  Mitte  der 
Tkeilang,  bei  welcher  Lage  der  Linie  LI2  wir  ihre  Neigung  gegen 
den  Horizont  durch  J  bezeichnen  wollen.  Hierauf  schraube  man 
die  Linie  LR  ferner,  bis  die  Blase  links  und  rechts  Aj  und  Qi 
leigt,  und  bezeichne  jetzt  die  Neigung  der  Linie  LR  gegen  den 
Horizont  durch  J^^   so  ist  nach  dem  Obigen 

Hierauf  bringe  man  durch  Drehung  der  Schraube  an  dem  einen 
Fosse  des  Niveau's  die  Blase  genau  in  die  Mitte  der  Theilung, 
wobei  die  Neigung  «/|  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  ganz 
nngeändert  bleibt,  schraube  dann  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die 
Blase  links  und  rechts  X^  und  q^  zeigt,  und  bezeichne  jetzt  die 
Neigung  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  durch  «Z^*  ^^  >^^  nach 
den  Obigen 

f f   , ^  +  gfl 

•^a— ^1+ — 2 — ' 

Nnn  bringe  man  durch  Drehung  der  Schraube  an  dem  einen  Fusse 
des  Niveau*s  die  Blase  genau  in  die  Mitte  der  Theilung,  woliei 
die  Neigung  J^  der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  ganz  ungeän- 
dert  bleibt,  schraube  dann  die  Linie  LR  so  lange,  bis  die  Blase 
finlcs  uud  rechts  l^  und  ^  zeigt,  und  bezeichne  jetzt  die  Neigung 
der  Linie  LR  gegen  den  Horizont  durch  J^^  so  ist  nach  dem  Obigen 

f  f    ,  ^3  ~K  ^ 

Wie  man  dieses  Verfahren  auf  dieselbe  Art  immer  weiter 
fortsetzen  kann,  ist  klar,  und  man  wird  sich  durch  dasselbe,  wie 
weit  man  es  auch  fortsetzen  mag,  im  Allgemeinen  immer  eine 
Reihe  Gleichongen  von  der  Form 

•/,=•/, -f — 2 — , 

TktU  XXrV.  12 
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•'4  — »'S"!" 2        ' 

u.    s.     w. 


Jit= Jjk-l-f 


2 


verschaffen.  Addirt  mau  diese  säramtlicben  Gleichungen  za  ein- 
ander und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt«  so  erhält  mao  die 
Gleichung 


Xh±}k 
2 


•^*  =  «^  +  — 2 ■ 2 ^ — 2 —  "*"••••  ■ 1 

o^er 

und  auf  äholiche  Weise: 

Jhi=*^  +  — 2~"  +  ~2~+— 2~^+ •  •• +~2 
oder 

Ueberhaupt  wird  das  obige  Verfahren  so  lange  fortgesetzt,  bis 
ist.    Bestimmt  man  dann  x  mittelst  der  Gleichung 
wodurch  man 


Xh±Qk        ..        . 


erhält,   und  setzt  nun 
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so  ist  nach  dem  Obigen 

wegen  der  Gleichung 

{Ik-x)  -f.  (^*- .T) =2(/-  Jk) 

\A  aber 

/=^*+ 2 ^ 

also  nach  dem  Obigen 

f_  f.  h-h^Qi  ,  ^+P«  ,  .  ^ir  +  p/^  .  (X*— jr)+(pir— or). 

'— •^+      2      "*"      2      "*^    ••    "*^      2       "*■  2  ' 

Uglieb 

ff  das«  also  jetzt  die  Neigung  Jk^\  der  Linie  LR  der  gegebenen  Nei- 
S«ng  /  gleich  ist,  ond  dieser  Linie  also  durch  das  obige  Ver- 
fahreo  in  der  That  die  gegebene  Neigung  /  gegen  den  Horizont 
feritehen  wird,  was  eben  der  Zweck  war^  den  zu  erreichen  wir 
beabsichtigten. 

Es  ist  klar^  dass  man  bei  dem  vorstehenden  Verfahren  die 
Neigung  J  nothwendig  kennen  muss.  Zu  dieser  Kenntniss  gelangt 
Bao  aber  auf  folgende  Art.  Nachdem  man  das  erste  Mal  das 
Kifeao  auf  der  Linie  LR  aufgestellt  und  durch  Schrauben  dieser 
Linie  die  Luftblase  in  die  Mitte  der  Theilung  gebracht  hat,  kehre 
Bin  das  Niveau  um  und  mache  links  und  rechts  an  der  Blase  die 
Ablesungen  X'  und  p';  dann  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie 
desNiveau'sy  weil  für  die  erste  Aufstellung  desselben  X-|-^=0  ist: 

irodarch  man  J  gefunden  hat.  Nun  kehre  man  das  Nivean  wie- 
der oro,  d.  h.  fQhre  es  in  seine  erste  Lage  zurück  und  setze  dann 
da«  Terfabren  ganz  in  derselben  Weise  fort,  wie  es  oben  be- 
idbrieben  worden  ist 

Am  ZweckniSssigsten  scheint  es  zu  sein,  sich  bei  dem  obigen 
Verfahren  eines  ursprünglich  genau  berichtigten  Nivean's  zu 
bedienen,  wo  dann  offenbar  Jz^O  ist,  und  also  auch  In  alle  obt- 
geo  Fonfieln  dieser  Werth  von  J  eingeführt  werden  muss,  wo- 
dirch  dieselben  an  Einfachheit  einigermassen  gewinnen.  Nach 
welcher  Richtung  man  die  Linie  LR  schrauben  muss,  ist  in  aileo 
FlUen  sehr  leicht  zu  beartheilen. 

12* 
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An  dem  Niveau  des  in  meinem  Besitz  befindlichen ,  schon  ?or* 
her  erwähnten  grossen  Theodoliten  ist  der  eine  seiner  beiden 
Fösse  so  eingerichtet  wie  Taf.  III.  Fig.  9.  zeigt.  Bei  dieser  leicht 
durch  sich  selbst  verständlichen  Einrichtung  kann  der  betreffende 
Fuss  durch  Anziehen  der  Schraube  iS  etwas  verlängert,  durch 
Nachlassen  der  Schraube  5  etwas  verkürzt  werden,  wenigstens 
in  so  fern,  als,  wenn  das  Niveau  auf  der  Drehungsaxe  des  Fem- 
rohrs steht,  der  dem  in  Rede  stehenden  Fusse  entsprechende 
Endpunkt  der  Libelle  nothwendig  im  ersten  Falle  etwas  erbuhet, 
im  zweiton  Falle  etwas  erniedrigt  werden  wird.  Ich  habe  diese 
sehr  einfache  Einrichtung  in  jeder  Beziehung  sehr  zweckmässig 
gefunden,  und  bin  schon  mittelst  derselben  im  Stande,  der  Ebene 
des  Limbus  des  Theodoliten  nach  dem  obigen  Verfahren  eine 
Neigung  von  einigen  Alinuten  gegen  den  Horizont  zu  geben,  wie 
ich  durch  Versuche  gefunden  habe.  Es  fruge  sich,  ob  man  nicht, 
ohne  eine  andere  ktlnstliehere  Einrichtung  zur  Verlängerung  und 
Verkürzung  des  Fusses  anzubringen,  schon  die  vorher  erwähnte 
Einrichtung  so  treffen  konnte,  dass  dieselbe  es  muglich  machte, 
der  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  noch  eine  Neigung  von 
mindestens  \\\  Minute  gegen  den  Horizont  zu  geben. 

C.  Sollte  man  der  vorhergehenden  Methode,  der  Ebene  de» 
Limbus  des  Theodoliten  die  erforderliche  Neigung  gegen  den  Ho- 
rizont zu  geben,  seinen  Beifall  zu  schenken  nicht  geneigt  sein, 
so  möchte  vielleicht  eine  an  dem  Fusse  des  Theodoliten  anzu- 
bringende Mikronieterschraube  sich  als  ein  zur  Erreichung  des 
beabsichtigten  Zwecks  geeignetes  Uiilfsmittel  erweisen.  Die  Mög- 
lichkeit, sich  dieses  Mittels  zu  bedienen,  sctieint  mir  kaum  zwei- 
felhaft zu  sein,  weil  Professor  Stampfer  in  Wien  an  den  vor- 
trefflichen Nivellir- Instrumenten,  die  in  dem  dortigen  polytech- 
nischen Institute  in  so  grosser  Vollkommenheit  verfertigt  werden, 
eine  Mikrometerschraube  angebracht  hat,  welche  Neigungswinkel 
der  Visirlinie  des  Fernrohrs  gegen  den  Horizont  bis  fast  zu  der 
Grosse  von  8^  mit  einer  Genauigkeit  von  1  bis  2  Secanden  so 
messen  gestattet  *). 

Das«  ausser  den  beiden  im  Vorhergehenden  besprochenen 
noch  sehr  viele  anderer  Methoden  sich  denken  und  angehen  las- 
sen, welche  es  muglich  machen  ^  der  Ebene  des  Limbus  des 
Theodoliten  eine  bestimmte  Neigung  gegen  den  Horizont  za  geben, 
versteht  sich  von  selbst.  Ich  begnfige  mich  indess  jetzt  mit  den 
beiden  obigen,  von  denen  mir  insbesondere  die  erste  auch  in 
mehrfacher  Beiiehung  ein  theoretisches  Interesse  darzubieten,  ood 


*)  Anleitong  mm  KiTelliren.     9.  Aufl.    S.  77.    $.  58. 
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deo  Gebrauch  eioes  so  ofltzlicheo  Instruments,  wie  das  NiTeao 
oder  die  Libelle  ist,  nicht  unwesentlich  su  erweitern  scheint.  Das 
Beste  in  dieser  Beziehung  herauszuBnden»  wird  die  Aufgabe  der 
Kfinstler  sein,  wenn  man  Gberhaupt  den  in  dieser  Abhandlung 
niedergelegten  Betrachtungen  einige  Aufmerksamkeit  zu  schenken 
geneigt  sein  sollte. 

Nach  den  bisherigen,  vorzugsweise  die  praktische  Seite  un- 
sers  Gegenstandes  betreffenden  und,  wie  ich  glaube,  hinreichend 
erledigenden  Untersuchungen  wenden  wir  uns  nun  zu  der  mehr 
theoretischen  Seite  desselben,  nSmIich  zu  den  Recbnungsmetho« 
den,  mittelst*  welcher  aus  den  angestellten  Messungen  am  zweck- 
roissigsten  die  Resultate,  deren  Gewinnung  die  Aufgabe  jeder 
grossen  geodfitischeo  Messung  ist,  gezogen  werden  können. 

5.  8. 

Bei  jeder  die  Meeresfläche  als  ellipsoidisch  voraussetzenden 
geodätischen  Messung  muss  man  von  zwei  Punkten  auf  der  Erd- 
Oberfläche  ausgehen,  deren  Längen,  Breiten  und  Entfernungen 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  mit  grosser  Genauigkeit  als  be- 
kannt angenommen  werden  können.  Dass  man  die  Längen  von 
jedem  beliebigen  Punkte  des  Aequators  an  rechnen  kann,  oder 
dass  eigentlich  bloss  die  Längendifferenz  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Punkte  gegeben  zu  sein  braucht,  versteht  sich  von 
selbst  Meistens  werden  übrigens  ursprQnglich  die  iJUigen,  Pot 
hohen  und  Hohen  fiber  der  Meeresfläche  gegeben  sein,  weshalb 
wir  in  der  Kürze  zeigen  wollen,  wie  aus  den  beiden  letzteren 
Elementen  eines  Punktes  dessen  Breite  und  Entfernung  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  berechnet  werden. können,  wozu  die  erfor- 
derlichen Formeln  im  Wesentlichen  schon  in  §.  7.  A.  entwickelt 
worden  sind. 

Zuerst  berechnet  man  die  Coordinaten  x  und  y  mittelst  der 
Formeln 

a*co»B 6^sin^ ^ 

*'^Va«cosÄ«+6«sinÄä'     ^  ""  V'a^  cos  Ä« + 6*slnÄ« ' 

oder 

acoaB  6V1  —  c^.sini?^ 

^'"VI-e^slHfi«'    ^"^  VI— e«^:^^' 


oder 


acosjB  a(l— e*)8ing  , 

*""Vl-e«sinÄ«'    ^""Vl-s^sinÄ«' 
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oder 

V  1  +  ^tangÄ« 

und  hat  dann  zur  Bestimmung  der  Breite  B'  und  der  Entfeniang 
R  vom  Mittelpunkte  der  Erde  die  Gleichungen 

RcoaB'=zx  +  hcosB,    RsinB'^y +  ha\nB; 
uu»  denen  sich 

tan    ß'=^-t^^— , 
-^ x  +  hcosB       _j y+hsinB 

ergiebt. 

Berechnet  man  den  absolut  nicht  grOsser  als  90^  su  nehmen- 
den Hülfswinkel  ß  mittelst  der  Formel 

tang6=-tangfi, 

so  ist  nadi  dem  Obigen 

mittelst  welcher  Formeln  die  Berechnung  von  x  und  y  äusserst 
leicht  ist.  Nicht  viel  schwieriger  ist  ferner  die  Berechnung  von 
B'  und  R  nach  den  obigen  Formeln,  wobei  zugleich  die  doppelte 
Berechnung  von  R  eine  zweckmassige  Controle  für  die  Richtig- 
keit  der  ganzen  Rechnung  darbietet. 

Zu  zeigen»  wie  man  zu  der  Kenntniss  der  Längen,  Poibuheo 
und  Höhen  über  der  Meeresflnche  der  beiden  der  ganzen  Messung 
zu  Grunde  zu  legenden  Punkte  gelangt,  gehurt  hier  nicht  zu  mei* 
ner  Aufgabe,  weil  die  Bestimmung  dieser  Elemente  grusstentheils 
astronomischen  Beobachtungen  anbeim  fallt  und  vorzugsweise  den 
astronomischen  Theil  der  ganzen  Operation  ausmacht. 

Für  nuthig  halte  ich  es  aber,  um  nicht  missverstandeo  zu 
werden,  hier  noch  die  folgenden  Bemerkungen  einzuschalten.  Ich 
habe  nämlich  gesagt,  dass  man  bei  jeder  grossen  geodätischen 
Operation  von  zwei  Punkten  ausgehen  müsse,  deren  Langen» 
Breiten  und  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  als  g^ 
nan  bekannt  angesehen  werden  können.  Dies  ist  aber  nur  im 
Allgemeinen  zu  verstehen,  und  kb  habe  dabei  för*s  Erste  oar 
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den  mehr  theoretischeii  GesichtopoDkt  im  Auge  gehabt,  aus  welchem 
■oeerGegeoeUod  aufgefiisst  werden  muss.  lo  der  Praxis,  wo  es 
nelhwendig  and  zweckmässig  ist,  so  wenig  wie  möglich  Bestim- 
mögen  astronomischen  Beobachtungen  zu  entlehnen,  die  letzte- 
res so  Tiel  als  möglich  entbehrlich  zu  machen  und  muglichst  Alles 
asf  geodätische  Messungen  zurückzuführen,  pflegt  man  dagegen 
mr  ron  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  auszugehen,  dessen 
Polbuhe  und  Hohe  Ober  der  Meeresfläche,  oder  die  daraus  abzu- 
leitende Breite  und  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde, 
bekannt  sind,  und  verschafft  sich  für  einen  zweiten  Punkt  der 
Erdoberfläche  die  Längendifferenz  in  Bezug  auf  den  ersteren  Punkt, 
die  Breite  und  die  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
dorch  besondere  geodätische  Messungen ,  was  dann  anf  eine  söge« 
Bannte  Basismessung  u.  s.  w.  führt.  Dieser  zweite  Fall  soll  wei- 
ter  unten  einer  besonderen  ausfuhriicbon  Besprechung  unterworfen 
werden.  Man  sieht  aber  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst, 
dass  dieser  zueile  Fall,  nur  mit  theilweiser  Hülfe  besonderer 
hauptsächlich  geodätischer  Messungen,  uns  wieder  auf  den  vor- 
her näher  bezeichneten  ersten  Fall  zurückführt,  so  dass  wir  also 
ganz  im  Rechte  zu  sein  glauben,  wenn  wir  zuerst  und  vor  allen 
Dingen  jenen  ersten  Fall,  wenn  nämlich  zwei  Punkte,  deren  Län- 
gen, Breiten  und  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
gegeben  sind,  der  Messung  zu  Grunde  gelegt  werden,  als  den  all- 
gemeineren, einer  sorgfältigen  Betrachtung  unterziehen,  was  daher 
jetzt  zuvorderst  geschehen  soll.  Die  Zurückfährung  des  zweiten 
Falls  auf  den  ersten  werden  wir,  wie  schon  gesagt,  zum  Gegen-  < 
itande  einer  späteren  Betrachtung  machen. 

§.  9. 

Wir  wollen  uns  jetzt  drei  Punkte  Aq,  Ai,  A^  auf  der  Erd- 
oberfläche denken,  deren  Projectionen  auf  der  Projcctions- Kugel« 
^he  respective  Aq  ^  Ai  ,  A^  sein  mugen.  Die  Längen,  Brei- 
ten pnd  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  der  Punkte 
A^  und  Ai  sollen  als  bekannt  angenommen  und  respective  durch 
Lo,  B^^ y  Rq  und  L^,  j?|',  Rx  bezeichnet  werden.  Dieselben 
Elemente  h^^  B*i\  R^  Hir  den  dritten  Punkt  A2  zu  bestimmen,  ist 
der  eigentliche  und  letzte  Zweck  unserer  Aufgabe. 

Zu  dem  Ende  stelle  man  den  Theodoliten  etwa  zuerst  in  dem 
Punkte  Aq  so  auf,  dass  die  Ebene  seines  Limbus  auf  der  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  Aq  gezogenen  gera- 
den Linie  senkrecht  steht,  und  visire  mit  dem  Fernrohre  nach  Ai 
■id  nach  A%;  dann  kann  man  auf  dem  Limbus  des  Theodollteo 
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onmittelbar  den  Winkel  Aq'  des  sphärischen  Dreiecks  Afl  Ax  A^w 
und  auf  dem  Höhenkreise  des  Theodoliten  den  Neif^angSH'inkel 
iVo^  der  Linie  A^A^  g^.g^n  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodo- 
liten, d,  h.  gegen  die  in  dem  Punkte  Aq  auf  der  von  dem*  Mit- 
telpunkte der  Erde  nach  diesem  Punkte  gezogene  gerade  Linie 
senkrecht  stehende  Ebene,  weichen  Neigungswinkel  wir  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachten  wollen,  jenachdem  die  Linie  AqA^ 
oberhalb  oder  unterhalb  der  in  Rede  stehenden  Ebene  liegt,  ab* 
le^en.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  stellt  man  ferner  den  Theodo- 
liten in  dem  Punkte  Ai  auf,  und  misst  den  Winkel  Ai'  des  sphä- 
rischen Dreiecks  A^/Al'A.2  und  den  eben  so  wie  vorher  gehörig 
als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Neigungswinkel  A\,s  der 
Linie  A^A^  gegen  die  Ebene  des  Linibus  des  Theodoliten. 

Aus  den  gegebenen  LSngen  und  Breiten  der  Punkte  Aq  und 
Ai  kann  man  nun  zuvörderst  die  Seite  Aq  Ai  des  sphärischen 
Dreiecks  Aq  A^  A,^  berechnen,  welche  wir  der  Kurze  wegen  durch 
Sl  bezeichnen  «vollen.  Bezeichnet  nämlich  P  einen  Erdpol  und 
P  dessen  Projection  auf  der  Projections- Kugelfläche,  so  kann 
man  offenbar  aus  den  gegebenen  Breiten  Bq  und  Bi  der  Punkte 
Aq  und  Ai  sehr  leicht  die  Seiten  AqF*  und  A^  P* ,  und  aus  den 
gegebenen  Längen  Lq  und  h^  der  Punkte  Aq  und  A^  sehr  leicht 
den  Winkel  P'  des  sphärischen  Dreiecks  AJPAi  ableiten,  und 
kennt  also  jetzt  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel 
dieses  sphärischen  Dreiecks,  woraus  sich  dessen  Seite  Aq'Ai 
nach  den  Regeln  der  sphärischen  Trigonometrie  berechnen  lässt» 
was  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 

Man  kann  diese  Rechnung  aber  auch  nach  den  folgenden 
ganz  allgemeinen  analytischen  Formeln  fuhren.  Es  werde  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  o'yz  zu  Grunde  gelegt»  das 
seinen  Anfang  im  Mittelpunkte  der  Erde  hat;  die  Ebene  der  x^ 
sei  die  Ebene  des  Erdäquators;  der  positive  Theil  der  Axe  der 
a  gehe  nach  dem  Null-  oder  Anfangspunkte  der  Längen,  der  po- 
sitive Theil  der  Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Län- 
gen, der  positive  Theil  der  Axe  der  z  sei  nach  dem  positiven 
Erdpole  gerichtet.  Bezeichnen  wir  nun  die  ]80^  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
den  Punkten  Aq  und  Ai  gezogenen  geraden  Linien  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,y,z  einschliessen,  respective  durch 
«0»  ßo9  fo  ^^^  ^\*  ßi*  Yil    ^^  ^s^>   ^1^  ni^n  sogleich  flbersieht: 

C08CCq:=C0sLqC08Bq*9      C0SO|=C0sLiC0S^I% 

cos  /?o = s*>n  ^t  cos  Bq'  ,    cos  ßi  =  sin  £|  cos  Bi ' » 
cos  yo = s>"  Bq  ;  cos  >^|  =s  sin JBi ' ; 
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Bittdst  welcher  Formeln  die  Winkel  Oq»  ßo*  Yq  *^^  ^i>  ßi*  7\ 
leicht  berechnet  werden  kOnneo.  Dann  hat  man  zur  Berechnung 
fen  Sl  die  Formel  *   % 

cos  Sl  =  cos  oq  cos  Ui  -|-  cos  j?o  co^  /^i  4~  <^os  yo  c^'s  7^1 » 
ibo  nach  dem  Obigen: 

tMSl  =  sin  BqBiü  Bi '  -\-  (cos  Lq  cos  X^  -f  ®in  A>  ^^^  A)  ^^^  ^o'  ^^^  ^i  '• 
felglich: 

cosi2=8in£o'sin£i'4-cos£o'<^<^^-^i'<^^fi(^  —  ^i)* 
welche  Formel  ganz  allgemein  ist. 

Bei  wirklichen  praktischen  Anwendungen  wird  man  gewiss 
bst  immer  annehmen  können,  dass  Bj  und  Bi  gleiche  Vorzeichen 
haben  und  der  absolute  Werth  von  L^^Li  nicht  grosser  als  90^ 
ist    Dann  ist 


cos 


i»o'CO.g/COB(Lo-I,)^ 

sm^Q'sin^i'  "  i         \   o        17 


offenbar  eine  po«(itive  GrOsse,   und  man  kann  daher  den  HOlfs- 
wiakel  B  mittelst  der  Formel 

tange=:  Vcot^o'cot^i'cos(Lo  — -Lj 

berechnen »   worauf 

cos  A  =  sini?o'6in£]Ml +cot^o'coti?|'cos(i:^  — £i)) 

=  sin  Äo'sinÄi'(I+tange«)=§infio'««nÄi'sece«,  * 

iko  I 

^_8ingo^sin^t^ 

cos  W  = So 

cos  6* 
ist    Die  Formeln 

tange=  VcotÄo'cotÄi'cos(lo— £i), 

^      e\x\B(i'smBx' 

cos  Ä  = ^^ 

cosö* 

gestatten,  insofern  man  sich  zu  den  obigen  Annahmen  berechtigt 
halten  darf,  eine  sehr  einfache  und  leichte  Berechnung  der  Seite  Q», 

Aus  der  Seite  A^Ax^^^SL  und  den  beiden  daran  liegenden 
gemessenen  Winkeln  A^  und  Ax  des  sphärischen  Dreiecks  AqAx'A^- 
kann  man  nun  die  Seiten  AqA^  und  Ax'A^  dieses  sphärischen 
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Dreiecks  9  die  wir  respective  dareb  Bq  uad  6^  beseichnefi  woUee« 
berechnen.  Da  diese  Recbnung  bei  der  FortfOhning  der  geodä- 
tischen Meisung  über  das  ganze  Netz  immer  wiederkehrt,  so 
wollen  wir  dieselbe  etwas  ausfuhrlicher  erläutern. 

Das  erste  und  eigentlich  vorzuglichste  Mittel  zur  Berechnung 
der  Seiten  AqA^  und  AiA^'  aus  den  gegebenen  Stöcken  Aq\ 
AqAi\  Ai,  zwei  Winkeln  und  der  eingeschlossenen  Seite,  des 
sphärischen  Dreiecks  A^AiA^  bieten  die  beiden  folgenden  Ne- 
per'schen  Analogieen  dar: 

tang  \{A^-A4  -f  A^'A^) = ^^^ !( j' '^^^  ««"g  l^'^i'' 

fang  4(^o'^'  -  A.-A^")  =  sHwr^-^  **"«  i^«'^»'' 

und  ich  wüsste  in  der  That  auch  gar  kein  besseres  und  zweck- 
mässigeres  Mittel»  um  zu  dem  gesuchten  Resultate  zu  gelangen, 
als  diese  beiden  vortrefflichen  Formeln. 

Man  kann  sich  aber  auch  der  folgenden  Reihen  bedienen,  die 
aus  den  in  dem  Aufsatze:  .Archiv  der  Mathematik  und 
Physik.  Theil  XVIII.  Nr.  XXX.*)  entwickelten  allgeroeinen 
Reihen  leicht  abgeleitet  werden. 

I.  Wenn  tangi^o'^^ngi-^i'^l  *s^: 

\{A^A^  +  A^'A^)  =  i  Jo'^i'  +  f  tang  i  Jo'tang  U^'sin  (I .  A^A^^ 

+  iOang  J^'tangMi')^8in(2.ilo'^i') 

•        +  Utangi^'tang4.li')»sin(3.  Jo'^i') 

+  J(tang4Jo'tang4JiO*sin(4.  Jo'^iO 

+ 

II.  Wenn  tangi^o'tangiJi'^l  ist: 

\  (A^A^ + Ax  '^0=—  i-^o'^i '  —  t  cot  Mo'cot  4^1  'sin  (I .  A^'A^*) 

—  4(cot4/<o'cot4iliO*«"n(2-^o'-^iO 

—  J  (cot  4^o'cot4  JiO'sin  (3. /<o'-^iO 

—  4  (cot  4i<o'cot4i<i0*8>n  (4-^o'4iO 


0  M.t.  asrli  ArchiT  der  Matlieni.  u.  Fhyt.  Tht.  \1X.  Nr.  XII. 
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Feroer 

I*.    Wenn  tangii^o'cotJJ,'<  I   ist: 

+  4(tangiJo'cot4JiO*8in(2.i<o'^iO 
—  J(tang  Mo'cot  ii^iO'sin  (3.  .V40 
+*i(tang44)'cot4^iO*8in(4.Jo'^i') 


II*     Wenn    tangi^o'cotMi'>  1  ist: 
}(4o'^'— i<i'^«0=-i  A'^i'+  i  cot  Ji^o'tangi^/sin  (l .  A^^A^') 

—  i(cot  Mo' tangi  Ji0^sin(2.  ^o'-^iO 
+  Kcoti/fo'tangJ^,0'8in(3..<o'^iO 

-  J  (cotiiio'tangMiO^s'nC^.^o'-^iO 
+     .         . 

Dass  man  jetzt  bloss  mittelst  der  Regeln  der  sphSriscben 
Trigonometrie  die  Länge  und  Breite  des  Punktes  A^  würde  be- 
rechnen können,  erbellet  sebr  leicht  und  bedarf  einer  vi^eiteren 
ErlSaterang  hier  nicht  Da  man  aber  bei  dieser  Rechnung»  der 
ferschiedeoen  Fälle  wegen,  die  vorkommen  können,  der  Hülfe 
einer  Figur  nicht  wohl  wird  entl>ehren  können,  so  scheinen  mir 
inroer  ganz  allgemeine  analytische  Formeln,  die  das  Zurückgehen 
lof  eine  Fignr  ganz  unnothig  machen ,  den  Vorzug  vor  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu  verdienen. 
Deigleichen  ganz  allgemeine  analytische  Formeln«  die,  wie  ich 
glaobe,  Anspruch  auf  eine  gewisse  Eleganz  machen  dürfen,  werde 
ich  im  Folgenden  entwickeln;  um  jedoch  diese  Entwickelung  als 
an  muglichst  selbstsiändiges  Ganzes,  unabhängig  von  den  übriges 
Betrachtungen,  darzustellen,  will  ich  dieselbe  bis  zum  Schluss 
dieses  Paragraphen  aufsparen,  und  daher  vorher  noch  zeigen,  wie 
die  Entfernung  des  Punktes  A^  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
berechnet  werden  kann,  woza  die  bisher  gewonnenen  Resultate 
v&llig  hinreichend  sind. 

Den  Coefficienten  der  terrestrischen  Refraction  für  die  Tem- 
peratur 0  und  die  Barometerhohe  0^,76  wollen  wir  durch  k  be- 
zeichnen, so  isl  der  Refractions-Coefficient  für  die  Temperatur  I 
nach  dem  hunderttheiligen  Thermometer  und  die  Barometerhöhe 
6  nach  dem  metrischen  Barometer ,  weil  der  Refractiens-CoefBcient 
der  Dichte  der  Luft  proportional  gesetzt  werden  kann: 
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bk 

0-,76. (1  +  0,00375. «)• 

oder  fiA,    wenn  mx  der  Kürze  wegen 

b 

'*~-0«,76.(l +  0,00375.0 

setzen. 

För  die  Punkte  Aq  nnd  A^  8%i  nun  respective 

^0 *i 

''«'"0-.76.  (1 +0,00375.  <i,)'    '^^"O-je.  (1+0,00376.^,)' 

^o  <o»  ^0  ^^^  h*  ^t  gleichzeitig  mit  der  Winkelmessnng  auf  den 
Punkten  Aq  und  Ai  am  Thermometer  und  Barometer  beobachtet 
worden  sind;  dann  sind  nach  dem  bekannten  Hauptsatze  der 
Theorie  der  terrestrischen  Refraction ,  in  seiner  gewöhnlichen  Ge- 
stalt, die  Refractionen  in  den  Punkten  Aq  und  Ai  respective: 

k^.Ao'A^'   und  kni.Ai'A^ 

oder  in  der  oben  eingeführten  abkürzenden  Bezeichnung: 

kfioßo   und    A^öi- 

Also  sind  die  wahren  Neigungswinkel  der  Linien  AqA^  und  AiA^ 
gegen  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten: 

-^o»a~^f*oÖo   und  iVi,^— *^öi, 

welche  wir  im  Folgenden  durch  Nq  und  JV^  bezeichnen  wollen, 
so  dass  also 

iVi)=iV;M«— ^Mo    und   iVi=iVi,a— *f»idi 

ist,  indem  immer  Nq^^  und  Ni^  die  wirklich  beobachteten 
Neigungswinkel  der  Linien  A^yA^  und  AiA^  g^gen  die  Ebene 
des  Limbus  des  Theodoliten  bezeichnen.  Nun  haben  wir  in  den 
ebenen  Dreiecken  AqOA^  und  AiÜA^  offenbar  die  folgenden  Pro- 
portionen: 

i?o:«i=slntl80O-Öo-(90«  +  iV;,)|:sin(90o+iVi), 
Äi:fi,=sintl80O-6i  — (90o  +  iVi)J:sin(90^+iVi); 


oder: 


l^o:fi«=8in^90<>-(Öo+^i)^:•in(9W>+^o). 
Äi:fi,=isin{90<>— (di+iVi)|:sb(90o+iV,); 


also: 
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Uienm  folgt: 

__      cosJVq  »  cos  JVi       p. 


iU 


oder 


Äi cos  Nq  cos  (^i  +  Ni) 

7?ö  "~  cos  Ni  cos  (öo  +  -^o) ' 

i^t  _cos(iVo^  — A'^^o)cosiiV|^  +  (1  -  ^ftQ^i) 
Äo~cos(A',,4— Ä-fi|Öi)costiVo^+(l— Ar^)öo}' 


■fCteUt  welcher  Gleichung  A  bestimmt  werdeo  muss. 

Man  kann  diese  Gleichung  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

Ä| __  cosjöi    1  —  tanfr^i  tang(ZVj,a — Vi^i) 
Ä^)  "■  cos  öo  ^  —  *a"g  öo  tang  (iVo,j— A:fioöo) 

•der: 

/?o  cos  öl  ""  1— tang  ©o  taug  (iVo^—Afioöo)' 
Behofs  einer  ersten  Näherung  setze  man: 

tang  (No^—kfioOo)  =  tang  ^;>^  -  ^5^o.«* ' 


taog(iVi^— AfigÖi)  =  tang^i»«^  J^J^r?* 


wird 


tang^i 


U1IIIlI7| 

iKin  A 

^cosfl^cosiVo,3/^^^^*^^^^i>«""^°^i^'"^i>>  +  *^^'^;^ 
""coiöiCosiVi^'        ^         ^  •   /i    •    IM-      .  f     Ä    sJnöo   * 

also 
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woraus  sich 

-  __     ^        cosiVp^ ^      cosA^i,^ 

und  wenn  man,  unter  der  Voraussetzung»  dass  Bq  und  ^i  nur 
klein  sind»  für  Oq  und  6i  näherungsweise  respective  sin^o  mid 
sin^i  setzt: 

j^  cos(^o  +  iVo,a)_^  cos(Öi4-iVi,a) 
^      cos  iVo,fl ^      cos  iV|  ,a 

Wie  man»  wenn  man  mittelst  dieser  Formeln  einen  ersten 
Näherungswerth  fClr  k  gefunden  hat»  dann  auch  mittelst  der 
obigen  Gleichung  diese  Grösse  leicht  völlig  genau  berechnen 
kann»  wird  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen.  Nach- 
dem man  aber  k  gefunden  hat»  erhält  man  R^  leicht  mittelst 
einer  der  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln: 

__      cosiVp  cosNi        p 

^«-cos(öo+iVo)^'    ^-T^iiTöT+^i)    *' 


k  = 


wo 


ist»  und  zugleich  die  doppelte  Berechnung  von  R2  nach  den  bei- 
den vorstehenden  Formeln  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
ganzen  geführten  Rechnung  darbietet. 

Hiernach  wollen  wir  nun  endlich  zur  Entwickelung  der  schon 
oben  erwähnten  allgemeinen  Formeln  zur  Berechnung  der  Länge 
L2  und  Breite  B^    ^^^  Punktes  A2  übergehen. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel»  welche 
die  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  A^  gezogene 
gerade  Linie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^y,  z  ein- 
schliesst»  durch  or^»  ^2*  72 >  ^^  kommt  zunächst  Alles  auf  die 
Bestimmung  dieser  drei  Winkel  an»  weil  sich,  wie  man  sogleich 
übersieht»  die  Länge  und  Breite  L^  und  B^'  aus  diesen  drei  Win- 
keln leicht  berechnen  lassen  werden.  Die  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  liefern  uns  aber  zu  der  Bestimmung  der  drei  in  Rede 
stehenden  Winkel  unmittelbar  die  drei  folgenden  Gletchungen: 

cos  00 =cos  «0  ^^^  ^  ~f  <^os  j3o  cos  ß^  -f  ^os  yo  ^osy^ » 
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cfmBi  =r  co6a|  coso^-fcos  j3|  cos/Sj  4-  cosy^  cosj^^» 

€0802^  +  cos  ß^  +  cosy^  =  1 ; 

wobei  natürlich  Oq  und  6^  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  wo* 
n  wir  nach  dem  Vorhergehenden  berechtigt  sind.  Die  Bestiro- 
Bimg  der  drei  Winkel  a^^  ß^y  y^  aus  diesen  drei  Gleichungen» 
unentlich  in  muglichst  eleganter  Form^  ist  nicht  ganz  leicht» 
veno  man  sich  dabei  nicht  eines  Kunstgriffs  bedient  Dieser 
Kunstgriff  ist  folgender. 

Wenn  der  Kürze  wegen 

. (cos  Oq  —  cos  cf|  cos  Sl)  cos  Oq  +  (cos  «1  —  cos  «^  cos  Sl)  cos  Bi 

sin  Sl^ 

(cos  ßo — cos  ßi  cos  Sl)  cos  ^o  -f  (cos  ßi  —  cos  ßo  cos  Sl)  cos  $1 
""  sini^^^ 

^  _  (cos  /o  >—  cos  yi  cos  Sl)  cos  ^^  +  (cos  yi  —  cos  yp  cos  Sl)  cos  6i 
^""  sinÄ« 

gesetzt  wird»    so  setze  man 

cos  «2  =  -^  +  -^» 
C0Sft5  =  Ä+  F, 

C08ya  =  C+Z; 
nd  fahre  nun  X,  T,  Z  statt  «2»  /^2>  ya  ^'^  unbekannte  Grossen  ein. 

Zo  dem  Ende  überzeugt  man  sich»  mit  Rücksicht  darauf»  dass 
bekinotlich  • 

cos  Sl  =  cos  ofQ  cos  a|  +  cos  ßo  cos  ft  +  cos  yo  cos  yi 

ist,  zovurderst  sogleich  von  der  Richtigkeit  der  zwei  folgenden 
Bebtiooen : 

A  cos  «0  +  -^  cos  i^o  +  C'cosyo  =  cos  öo » 
^  cos  »1 4-  -Bcos  ßi  +  Ccos  y^  =  cos  $i ; 

■nd  weil  nun 

.  -  '   t 

cos  »0  co^  ''^  4"  cos  j^o  cos  j?2  4-  cos  yo  cos  y2  =  cos  ^o » 
cos  a^  cos  «2  -f  cos  ßi  cos  j?2  "t-  cos  Yi  cos  y2  =  cos  ßi 

*^f  so  ergeben  sich  aus  dem  Obigen  offenbar  sogleich  die  beiden 
Ugenden  Gleichungen: 

cosoo-iT-f  cos/S'o.  F-f  cosyo.Z=:0» 
cosa|.J[-f  cos^.  F-f^o8y|.ZsOL 
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Drückt  man  feroer  die  Grossen  A^  B,  C  auf  folgende  Art  ans: 

cos  Oq  C08  dp  -f  cos  Oft  cos  ^1  —  C08  Sl  (C08  Cp  CO»  ö|  -\-  COS  tf|  COS  6q) 

cos  ßp  cos  6q  +  cos^i  cos  ö,  —  cos  Sl  (cos  j?o  cos  g|  -f  cos  ßi  cos  Öq) 

4 

^  ^  cos  Yo  cos  ^Q  +  cos  Yi  cos  ö,  —  cos  Sl  (cos  yp  cos  di  +  cos  /t  cos  6q)  , 

so  erhält  man  leicht: 

(J«  +  Äa+C«)sinÄ* 
=     (l  +  cosÄ«)(cosöo*+cosöi*  +  2co8ÄcosöoCosöi) 

—  2  cos  i^  (cos  «0  cos  dp  4-  cos  a^  cos  d|)  (cos  ccq  cos  d|  -f  cos  «i  cos  dp) 

—  2  cos  Sl  (cos  j?p  cos  dp  -f  cos  ßi  cos  dx)  (cos  ßo  cos  d|  4-  cos  ßi  cos  0o) 

—  2  cos  Sl  (cos  yp  cos  öp  +  cos  yi  cos  ö| )  (cos  yp  cos  Oi  +  cos  y^  cos  öo) 

=     (1  +  cos  Sl^)  (cos  Öp«  +  cos  öi^ + 2  cos  Ä  cos  Öp  cos  Oi) 

—  2cosÄ{cosÄ(cosöo*  +  cosöi*)+2cosöpCosöil 

=:    sinÄ*(cosöp*+cosöi' — 2  cos  il  cos  dp  cos  ^i), 

also 

^a  .  jya  ..  (72=:  cos  V^  cos  Öt « — 2  cos  .^  cos  dp  cos  6^ 

'  sin  Sl^  * 

Auf  der  Stelle  erhellet  aber  wegen  der  Gleichungen 

cosap.^4-cos/?p.  F+cosyp.Z=0, 
costti« JC-f-cosj?!.  F+cosyi.Z=0 

auch»  dass 

AX^BY^CZ=0 

bt;  daher  ist»  wie  man  sogleich  findet»  wenn  man  die  Gleichungen 

cos  «2  =  -^  +  ^» 
cos/5a=Ä+F, 

Gosya=  C-\'Z 
quadrirt   und   dann   in  einander   addirt: 

1=(.<H1^+  C«)  +  (A'H  F«+Ä«)» 
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iid  folglich  nach  dem  Vorbeigehenden: 

Tt  I  ir«  ■  <7«      1      cosöo^  +  cosöi*— 2co8ÄcosdoCosdi 

Sin  Ä* 

Also  haben  wir  zur  Bestimmung  Ton  X,  F»  Z  jetset  die  drei 
folgeoden  Gleichungen: 

C0Bai.X-\'C0»ßi,  F+cosyi,Z=:0, 
jr^     F«-i-y«— 1 CO«  ^o^  +  €08  ^1^  —  2  cos.^  cos  Öq cos  dl 

Am  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergielit  sich : 

„ C08  yo  cos  «1  —  coso^cosyi  ^ 

"~  QosßQCOsyi  —  cosyocosft     * 


cos  cyp  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  of|  ^^ 

"^  cos/?ocosyi — coAy^cosjSi      * 


ibo 


(co8/?oeos7i  —  cos/ocosft)« ^5 

= (cos  «^  cos  ßi  —  cos  /Jo  cos  «i)* 

f  (cosjSoCOsyi  —  cosyocosft)* 

+  (cos  yo  cos  of|  —  cos  «o  cos  yi)* 

= (cos  o^*  +  cos  /5o*  +  cos  yo*)  (cos  «i^ + cos  ft*  -f  cos  y^^ 

—  cosa^*cosai* — cos/?o^cosft*  — cosyo*cosyi* 

— 2  cos  cKo  cos  Ui  cos  j?o  COS  ßi 

— 2  cos  ßo  cos  ßi  cos  yo  cos  yi 

— 2  cos  yo  cos  yi  cos  Oq  cos  a| 

r=  l  —  (cos  Oq  cos  «1  +  cos  /Jq  COS  ßi  +  COS  /©  COS  yji)* 

=  1  —  COS  Sl*  =:  siu  A', 

MgGch 

jr«+F«+2»=; g SiL^! 3^^*; 

Tkdl  XXIV.  IS 
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also  wegen  der  dritten  der  drei  zwischen  X^  T,  Z  Statt  findeti- 
den  Gleichungen: 

y ^cos/?0cosyi— cosyocos/?|4/~j    co86^^-|-cos^t *~2cos.^osQoC086i    . 

^"^  SSä  \   *""  sinÄ« 

Daher  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
^nander  nach  dem  Obigen  überhaupt: 

y ,  cosPoCOsyi— cosyoco8ft4/^^     cos  dl+cos6] — 2co8  ilcosOpCosOi 


-^ cosypcosofi— cosopCosyiAy!     cos  ö^-|-co8  6^* — 2cos  .^cosöpcos^i 


-     .  coscoCosft-cosPoCoscj4/",    cos  Q^-t-cos  6*— 2cos  ^lcos6'oCosg| 
Setzen  wir  der  KOrze  wegen 

cosoTo        cos  Z/QCOsJgo 

^ -"  wÄÄ  ^        sinÄ       ' 

-    cos  Po sin  Lp  cos  Bq 

^«""sinÄ"-         sinÄ        V 

„^  cosyp sin^o . 

^  —  sTn  Ä  —  sinÄ  ' 

cos  cTt       COS  L|  cos  Bt 
*  ~"  SÄtkSl  "~        sin  .$2 

iL  —  ^^*Pt  ...  BinZ/|CosJS| 
^  ""  %\\\St  —       sinil 

^>  ""sinÄ  —  sinÄ  ' 


00  ist: 


QBd 


-^ = (flo— «1  CO«  Ä)  ao  +  (ifi  — Oo  COS  Ä)  Ä|  , 

Ä=  (*o — *i  cos  Ä)  ao  +  (6,  —  6p  cosÄ)  Ä| , 
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»'=±  («b«!  —  «oCi)  sio  Ä  Vi  -  (io*  +  Ai"  -  2i«;^  cos"«) , 

2=J:(<»o*i— Mi)s«nÄVl  — (V  +  V— 2iloiiC08Ä); 
•der: 

•^^<»o(*o — *!  co«Ä)  +  ai  (li— itocos  A), 

nd 

•1=  db  {bofii  —  «0*1)  »tn  Ä  V 1  -(V+ii»— 2Aoi,  cobI^  . 
''=  ±  (co«i  -  floCi)  «in  Ä  VI-  ( V+ Ai*— 2;ioii  co«  Äi, 

«der: 

^= («o— «1)  («o- »i)  cosi  Ä«+ (flo+ a,)  (Jo+Ai)  »in  iÄ*. 
B=(6o-6i)(io-l,)co8ia«+(6o+6i)(ilo+ii)«*>nJÄ«, 
C=(cto-c,)(ao— ii)cosJÄa+(cfe  +  Ci)(ao+ii)»lolÄ» 
od 

^=±(60«!— «ö*i)»'nÄ  V^l  -  (A„-4,)«co8  ;a«  -  (io  +  A,)*8iii  iÄ». 

''=±(«601  — OoCi)»»nÄ  Vi  —  (Ao— i,)»co8  4Ä«  — (A,  +  Ai)'«n  iÄ', 

**  4  («0*1  —  *o«i)  »'"Ä  Vi— (Ao— Ai)'co84a»— (Ao+ii)««ln4Ä«; 
•der: 

^=(«p-a,)(ao— ai)  +  2(floii  +«,»«)«•  1Ä>, 
Ä=(6o— *i)(l«— i,) +  2(6oAi +*|io)«''n4Ä«, 

C=(Co-  c,)  (A«— ii)  +  2(coA,  +  CiJlo)  «In  lÄ» 
•d 

r=  db  (c«»Oi— '«©Ci)  sin  Ä  V 1— (io-ii)*-4Vi  «in  iÄ«, 
Z  =  ±(«o*i-*o«i)«inÄV  1  -(Ao-i,)»-4i«i|8ioiÄ«; 


!»• 
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^  =  (ao  +  «i)(io+li)— 2(aoli  +  «i*o)co84a«. 
Ä=(Ao  +  6,)(Afl+i,)-2(6oli+*i^)co8  4a», 
C=(co  +  ci)  (io  +  ii) -2  (CoAi  +  ciio)  C084Ä» 
nnd 

;r=±(6oC,-Co6,)8in  Ä  \^1  -  (^  +  ii)»  +  ^Kh  co8  i«». 
Kss  ±  (cö«i  -  "oCj)  8m  Ä  V  1-(A« +*!)''  + 4  Vi  co8j«», 

Z  =  ±  («0*1  -*o«i)  8«  Ä  Vl-(A«+ii)"+4io*iC"8i«'- 
Di«  Berecbonng  der   Wnrzelgrosse  erleichtert  man  «ch  auf 
folgende  Art,   wobei  wir  natSrIich  annehroen,  da8S 

und 

Vi  -  (Ao  +  ii)*  +  -»^^i  c»« i ^' 
beide  reell,  also 

l_(Jl„_l,)«_4ioilisiniÄ«  und    l-(i„  +  l,)*  +  4ioliCo»JÄ' 

beide  positiv  sind. 

I.  Wenn  1— (Ao— *»)'  positiv  und  auch  l^K   positiv  ist,  so 
kann  man 

Vr-(io-ii)«-'iVi8in iÄ«=  Vl-(Ao-Ai)«. V  l-i^^vlij« 

setzen  9   wo 

4AoXi  sin  \SV^ 

positiv  ist. 

II.  Wenn  1  — (Ao— ^i)*  positiv  und  Ao^i   negativ  ist,  so  ißt, 
weil 

positiv  ist,    1  — (Ao  +  Ai)*  positiv,   und  man  kann  also 

\^l-(Ao+^)H4AoXiCOsiÄ*=V  l-(Ao+A,)«.\  1  -7^(i^7V 

setzen,  wo 

--4AoAiCosiÄ» 

l-(Ao  +  Ai)* 
positiv  ist 
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ID.    Wenn  1— (io-il,)>  negatir  ist,  so  Ist,  weil 

pontir  ist,   X^^  negativ,    also,   weil 

1— (*a  +  ii)*  +  4iloil,  cos  iÄ« 
poMÜT  ist,  1 — (Ao+'l])*  positiv;    also  kann  man 

V  l-(io+iti)«+4MiCosi^=  V  l-(io+A.)'-  V^T^ctTi? 
NtzeD,  wo 

positiT  tat 

Im  Falle  I.  setst  man  also 

.co8<5  {  2%\n\SlVT^ 


(in  o   I "" 


oad  liat  dann 

lo  den  Fällen  II.  und  111.  setzt  man 

CO« 5  J  2cosiilV— apilt 

ain 5  j  -  V(l  +  io+^)(l-^-A,)' 

nd  hat  dann 

^1  - (^  +  ili)*  +  4Aoili  cos 4Ä»=  *|;'^^  j  V(l+lo+Ai)(l-Ao-W- 

Nachdem  man  die  Grossen  A,  B,  C  und  11»  F,  Z  berechnet 
bt,  findet  man  o^,  /?2>  Xa  leicht  mittelst  der  Formeln: 

cos/3,=iB+  F, 
cosya=C-f  2* 


Will  nmi  aber 


cos  Of^ = cos  Ij^  cos  iBs'  4 

cos^ss  sinX^cosjB^S 
cos/tssslniffa' 


»» 


9» 
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ist,  60  hat  man  zar  Berechnang  der  Breite  B%    viid  der  Idlnge 
L%  die  fotgeoden  einCachen  Formeln: 

einJ?^'  =  cosys; 

^^•^=^5^''   •^»^^^^il^"  **»ß^-^5S^- 

Weil  der  absolute  Werth  von  B^'  nie  grösser  als  W^  ist,  so 
Usst  die  erste  Formel  rucksichtlicli  der  Breite  nie  eine  Zwcidco- 
tlgkeit  zu.  Rflcksichtlich  der  Länge  L^  hat  man  zu  bemerket, 
dass,  wenn 

cosX^  po^tiv,   sin  1^2  positiv; 

negativ,      „      positiv; 

negativ,      „      negativ; 

„       positiv,       „      negativ 

ist,  respective 

0  <La<  90O, 

90o<La<180o, 

18üo<l^<270o, 

genommen  werden  muss,  so  dass  also  aach  nie  ein  Zweifel  blei- 
ben kann,   wie  man  die  Länge  zn  nehmen  hat. 

Zwischen  den  Grossen  Oo»  ^O'  ^o  ^^^  ^\*  bi,  Ci  finden  verschie- 
dene leicht  zu  beweisende  Relationen  Statt,  von  denen  wir  uns 
die  folgenden  merken  wollen : 

öo^o  +  *o*o  +  CoCo  =  cosec  Ä*, 

Oiai  +  bibi  +  CtC|  =  cosec  Ä*, 

«o^'i  +  *o*i  +  Cq^x  =  cos  ÄcosecÄ* ; 

(Oo*!  —  *o«i)*  +  (*o^i  —  ^0^1  )^  +  (<^«i  —  «0^1  )* = cosecÄ*. 

Wegen  der  doppelten  Vorzeichen  der  Grossen  X^  F,  Z  liefert 
das  Obige  immer  zwei  Auflösungen  unserer  Aufgabe,  was  ofTen- 
bar  auch  ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  Welche  dieser  beiden 
Auflösungen  man  zu  nehmen  hat,  muss  aus  den  besonderen  Uoi* 
ständen  jedes  einzelnen  Falls  entschieden  werden,  worüber  sich 
allgemeine  Regeln  natfirlich  nicht  geben  lassen.  Indess  m5gen 
die  folgenden  Betrachtungen  einige  Anhaltepunkte  liefern. 
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bi 

die  Gleichang  der  darch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Punkte 
4o  und  Ai  gelegten  Ebene»  so  haben  wir  zur  Beatimmung  von 
Lt  M9  N  offenbar  die  beiden  Gleichungen : 

Lcoß€to  +  Mco8ßQ  +  NcoBYQ:=,0, 

L  cos  tfi  +  jlf  cos  ßi  +  Nco»yi  =  0; 

■ 

aas  denen  sich 

^(cosyocosai  —  cosoocosyi)— ilf(cosft)COsyi  — cosyocos/?t)=0, 
£(cos  «Q  cos  ßi  —  cos  /7o  cos  «i )  —  N(cos  /J©  cos  yi  —  cos  Yq  cos  ßi) = 0 
ergiebt»  so  dass  man  also 

L  =  cos^co8yi  —  cosy0COs/7|  =  (6oCi — Co6i)sinÄ*, 
if  =  cos  yo  cos  C|  —  COS  OqCOs  yi  =  (cqOi  —  a^i )  sin  A*» 
Pi  =  cos  or^  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «1  =  (ao6|  —  boOt )  sin  i2^ 
MtxoD  kann.    Daher  ist 

(*o<^i  —  Cobi)  X  +  (co«!  —  ü^Ci)y  +  (<io*i  —  *o«i) «  —  0 

fc  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Punkte 
io  und  Ax  gelegten  Ebene. 

Bezeichnen   wir   nun    durch  or^,  y^^  %^  die   Coordinaten    des 
Punktes  A^^  so  Ist  offenbar 

0:2=  i^, cos «s»    ys='^<^o^ßsi>    H=^^^^^y%% 

otd  sind  jr^'»  y^ y  i^  die  Coordinaten  des  Punktes»  In  welchem 
4as  von  dem  Punkte  A^  auf  die  Ebene  des  Aequators  geföUte 
Perpendikel  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  und  die  Punkte 
4|  and  Ax  gelegte  Ebene  schneidet»  so  hat  man  zwischen  die- 
cea  Coordinaten  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

(60^1  — Co*i)^'  +  (<?o«i  -<»oCi)ya'  +  (öo*i  — Mi)%'=Ot 
•bo»  weil  offenbar 

^•'=^.  y«=ya 

ist»  die  Gleichung 

(Vi  — «ö*i)«s  +  («0«!  —  flo«i)»9  +  («0*1  —  h^iW  =  0 
oder 


1 


192  Grüner t:  Neue,  bei  geodätischen  Messungen 

woraus  sich 

/  _      {Kc\  —  CqÖj  )  cos  cTa  +  (Cpai  —  tfpCi  )co8ß^^ 

ergiebt.   Aus  der  Vergleichung  der  Werthe  von  z^  und  z«',  oder  ?oo 

•27-=  cos  y»  und    -«"  = iT — # — ^-coso*— --r r-i"^®®P» 

mit  einander  wird  man  gewiss  immer  leicht  zu  beurtheilen  im 
Stande  sein»  welche  der  beiden  Auflusungen  man  in  jedem  ein* 
zeinen  Falle  zu  nehmen  hat. 


§.  10. 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  man  bei  der  anzustel- 
lenden geodätischen  Messung  zwei  Punkte  Aq  und  Ai  auf  der 
Erdoberfläche  zu  Grunde  lege«  deren  Längen »  Breiten  und  Eot- 
fernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  £rde  gegeben  sind.  Dies 
Ist  auch  der  allgemeinste  Fall ,  auf  den  man  immer  zurQckkomtnM 
muss.  Man  kann  aber  auch  annehmen,  dass  nur  fOr  einen 
Punkt  Aq  die  astronomisch  bestimmte  Breite  und  die  etwa  mit- 
telst  eines  Nivellements,  das  noth  igen  falls  nur  ein  barometri- 
sches sein  kann,  bestimmte  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  d6r 
Erde  gegeben  sei,  und  kann  dann  zu  der  Länge  in  Bezug  auf 
den  Punkt, ^o  als  Anfang  der  Längen*),  der  Breite  und  der  Ent- 
fernung von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  für  den  Punkt  Ai  auf 
folgende  Art  gelangen. 

Zwischen  den  beiden  Punkten  Ad  und  Ai  wird  eine  soge- 
nannte Basisroessung  mit  Maassstäben  vorgenommen,  wobei 
wir  annehmen,  dass  das  gewählte  Terrain  einer  solchen  Opera- 
tion, wie  wir  sie  nachher  genauer  beschreiben  werden,  gOostig 
sei,  80  dass  ihre  Ausführung  in  der  nachher  weiter  zu  bespre- 
chenden Weise  möglich  ist,  und  uns  nun  zunächst  völlig  bestimmt 
darüber  erklären  müssen,  was  wir  hier  unter  einer  Basismessung 
Terstehen,  indem  sich  dann  von  selbst  an  diesen  Begriff  die 
Methode  der  Ausführung  einer  solchen  Messung  knüpfen  wird* 

Um  daher  zuerst  den    Begriff  einer  Basisroessung  zwischeo 


*)  Der  Läogendifferens  der  Punkte  A^  und  ^i,  die  man  immer  nor 
braucht 
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fco  Pookten  Aq  and  Ax  gehörig  festzastellen ,  denken  wir  uns 
durch  die  Punkte  A^^,  Ax  und  den  Mittelpunkt  O  der  Erde  eine 
Ebeoe  gelegt,  und  in  dieser  Ebene  zwischen  den  Linien  OAq 
mW  OAx  aas  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  bekannten  Halbmesser 
04)  einen  Kreisbogen  /lo^o  besehrieben.  Die  Messung  der 
Linge  dieses  Kreisbogens  ist  der  Zweck  einer  zwischen  den 
PnkteQ  Aq  und  Ax  auszufSbrenden  ßasismessung,  nach  der  von 
IM  io  dieser  Abhandlung  stets  festgehaltenen  AufTassungsweise 
geoditischer  Operationen. 

Fragen  wir  uns  jetzt»  was  wir  durch  eine  solche  Messung 
gewinoeof^,  so  erhellet  leicht ,  dass  dieselbe  zu  der  Kenntniss  des 
Kinkels  AoOAi  am  Mittelpunkte  der  Erde,  oder  zu  der  Kennt- 
oi88  des  ßogens  Aq'Ai*  auf  der  Projections - Kugelfläcbe  fiihrt, 
vcil  mao  offenbar  die  Proportion  hat: 

36O'^:Ao'Ai'  =  '2.OAo.7c:AoJ0io» 
tn  der  sich 

180^   AoOo 
^^^  -    n      OA^ 

c^ebt,  mittelst  welcher  Formel  A^' Ax  aus  den  bekannten  GrOs- 
sco  ^A^  und  ^0^0  laicht  in  Graden  berechnet  werden  kann. 

Die  Methode,  nach  welcher  der  Bogen  A^iXf^  gemessen  wer- 
^  nuss,  ist  nun  in  der  Kdrze  folgende,  wobei  mau  nicht  aus 
^  Ao^en  zu  lassen  hat,  dass  die  Beschaffenheit  des  Terrains 
fcAMsfBhrung  der  zu  beschreibenden  Operationen  möglich  machen 
■088,  und  dass  man  sieb  freilich  bei  der  Ausfuhrung  solcher 
Operation«»n  immer  wird  einige  Näherungen  gestatten  müssen, 
^M  nicht  zu  umgehen  sind.  In  dem  Punkte  ^o  stelle  man  den 
TkodolHen  so  auf,  dass  die  Ebene  seines  Limbus  auf  der  Linie 
Oio  senkrecht  steht,  wozu  früher  die  erforderliche  Anweisung 
uisluhrlich  ertheilt  worden  ist.  Richtet  man  dann  das  Fernrohr 
aofden  Punkt  Ax  und  bewegt  es  um  seine  der  Ebene  des  Lim- 
^  des  Theodoliten  parallele  ürehungsaxe,  so  beschreibt  bei 
^e«er  Bewegung  seine  Visirlinie  offenbar  die  Ebene  A^OAx »  oder 
&  Visirltnie  bewegt  sich  fortwährend  in  dieser  Ebene.  Hierauf 
^  man  einen  Maassstab  mit  seinem  einen  Endpunkte  an  den 
l^onkt  Aqs  bringe  ihn  mit  Hülfe  des  Theodoliten -Fernrohrs  in  die 
Ebene  AqOAx  ^^^  gebe  ihm  zugleich  mittelst  eines  auf  ihm  an- 
gebrachten Niveau's  oder  einer  anderen  zweckdienlichen  Einricli- 
Isng  eine  solche  Neigung  gegen  den  Horizont,  dass  er  auf  der 
TOD  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  Aq  gezogenen 
Unie  —  eigentlich  und  streng  genommen  freilich  auf  der  von  dem 
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Mittelpunkte  der  Erde  nach  der  Mitte  des  Maassatabes  gesogeu^D 
Geraden  —  senkrecht  steht,  durch  welche  ganze  Operation  der 
Maassstab  also  offenbar  mit  der  Durchschnittslinie  der  Ebene 
AqOAi  mit  der  auf  der  Linie  OAq  senkrecht  stehenden  Ebene 
zusammenfallend  gemacht  wird,  woraus  zugleich  die  Möglichkeit 
der  Ausftihrung  der  ganzen  Operation  an  sich  deutlich  erhellet. 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  lege  man  an  den  anderen  Endpunkt 
dieses  ersten  Maassstabes  einen  zweiten  Maassstab  an,  und  setze 
dieses  leicht  verständliche  Verfahren  so  lange  fort,  bis  man  bei 
dem  Punkte  Ai  anlangt,  worauf  man  dann  durch  Addition  aller 
Maassstablängen  den  zu  messenden  Bogen  Jo^  erhält,  mit  aller 
hierbei  Oberhaupt  erreichbaren  Genauigkeit,  wobei  es  uns  Tultig 
genSgt,  das  Verfahren  hier  nur  in  seinen  GrundzGgen  beschrie- 
ben zu  haben. 

Ganz  vorzüglich  entsteht  nun  aber  die  Frage,  wie  gross  die 
Neigung  gegen  den  Horizont  ist,  die  man  dem  mit  Hfilfe  den 
Theodoliten -Femrohrs  in  die  Ebene  AqOAi  gebrachten  ersten 
Maassstabe,  den  wir  als  Repräsentanten  aller  übrigen  Maassstäbe 
hier  besonders  in's  Auge  fassen  wollen,  geben  muss,  wenn  er 
auf  der  Linie  OAq  senkrecht  stehen  soll.  Diese  Frage  kann  anf 
folgende  V^eise  beantwortet  werden. 

Alles  auf  den  Punkt  ^o  bezogen ,  sei  ftir  diesen  Punkt  als 
Anfang  der  Coordinaten  der  Horizont  die  Ebene  der  xy^  der  Me- 
ridian die  Ebene  der  orz;  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  x  sei 
nach  der  Seite  des  nächsten  Erdpols  hin  gerichtet;  der  positive 
Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite  des  Meridians,  aof 
welcher  der  Punkt  Ai  liegt;  der  positive  Theil  der  Axe  der  % 
gehe  nach  dem  Zenith.  Die  Gleichungen  der  Linie  OAq  sind, 
wenn  fiir  den  Punkt  Aq  der  im  Vorhergehenden  immer  im  Allge- 
meinen durch  0)  bezeichnete  Winkel  durch  (Dq  bezeichnet  wird, 
wie  aus  Taf.lII.  Fig.  10.  auf  der  Stelle  erhellet,  in  völliger  Allge- 
meinheit : 

3;=— j?tang(90*^— i»o)  =  — .rcotwo»   y=0; 

also 

:r= — 2taDgG)09  y=0. 

Der  Winkel,  welchen  die  Ebene  AqOAi  mit  der  Ebene  des 
Meridians  des  Punktes  Aq  einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel 
von  der  Seite  der  positiven  x  an  nach  der  Seite  der  positiven  y 
hin  zählen  und  nicht  grösser  als  180®  nehmen,  werde  durch  N^ 
bezeichnet,  wobei  wir  bemerken,  dass,  wie  dieser  Winkel  ge- 
messen werden  kann,  nachher  ^(ezeigt  werden  wird.    Dann  Ist  in 
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4m  aus  Taf.  III.  Fig.  10.  leicbt  ohne  weitere  Erläuterung  von 
•elbst  ersichtlicheo  Systeme  der  Xiyiii^  wo  die  positiven  Tbeile 
der  Axen  der  y  und  yi  mit  einander  zusammenfallen,  die  Glel« 
chang  der  Ebene  AqOAi  offenbar  in  Tulliger  Allgemeinheit: 

3fi  =  XitangiV;). 

Räch  der  Lehre  fou  der  Verwandlung  der  Coordinaten  Ist  aber: 

jc^^Xi  cos  (Dq  —  2|  sin  (Oq, 

X  =:  OTi  sin  »0  4-  ^  €08  Oq  ; 
abo  umgekehrt: 

Xi^ix  cos  o»o  -f  2fi>n  »0 , 

Z|  =— j;sin(0o4-2coso»o;' 

ibigfich  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Ebene  Af^OA^  In 
im  Systeme  der  xyz: 

y = (j?cos  »0  +  «  sin  «o)  tang  -W^ 
oder: 

;r  cos  ©o  sin  iV^  — y  cos  iV"^  +  ^  sin  Wo  sin  iV^  =0. 

Die  Gleichungen  des  Maassstabes  seien: 

x^a^ts  y=b^z. 

Da  derselbe  in  der  Ebene  A^OA^  liegen  muss»  so  ist  nach  vor- 
•tehender  Gleichung  für  jedes  z: 

(Op  cos  o»osini\r9-^6ocos2^o  4-sin  a)^sini\ro)x=09 
abo 

Co  COS  »o  sin  iV^  —  6o  cos  iV©  +  sin  n^  sin  ZV^  =  0. 

Weil  femer  der  Maassstab  auf  der  Linie  OA^f  deren  Gleichun- 
gea  nach  dem  Obigen 

ar=— xtangWo,    y  =  0 

•iiid,  senkrecht  stehen  mnss»  so  haben  wir  nach  den  Lehren  der 
ttalytischeo  Geometrie  die  Bedingungsgleichung 

1— aotango»o=0, 

woraas  sich 
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ao  =  cot(Oo 
ergiebt.     Also  ist  wegen  der  obigen  Gleichung  zwischen  a«  v^  ^o  • 

(cos  »o  ^oi  <o^  +  sin  a^)  sin  N^  —  6„  cos  N^  =  0, 


woraus  sich 


(cosa)o^  +  ginQ>og)sinJVo      .   ^„  /v  _n 
Sin  Wo  •  ^ 


tan^iV^ 


^o  =  "7: 


sinooo 


erglebt.    Also  sind  die  Gleichungen  des  Maassstabes: 

tangiVo 
ar  =  scotwo,  y=— jrrr-'. 


sinoOo 


Ist  nun  t'o  der  Neigungswinkel  des  Maassstabs  gegen  die 
Ebene  des  Horizonts»  nämlich  gegen  die  Ebene  der  xtß,  deren 
Gleichung 

0.a:+0.y+z=0 
ist,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


,eota,,+0.*.5?£iVo^^^, 


(0 o  -  >"     • 

sin  r  *  — 


**        sina>o 


woraus  man  leicht 

.    .  ^  sin  (»o*  .        «        «r  • 

«'"*«=  l+tangiVo^=^'"^o^"Os2yo« 

erhält. 

Die  zweite  der   beiden  obigen  Gleichungen  des  Haassstabes 
lässt  sich  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

z  =  ^  sin  oOq  cot  iVo  • 

Für  den  Maassstab  selbst»  welcher  ganz  auf  der  Seite  der  posi* 
tWen  y  liegt,  ist  y  stets  positiv,  also  z  positiv  oder  negativ,  d.  h. 
der  Maassstab  liegt  Ober  oder  unter  dem  Horizonte,  jenachdem 
cetiV^  positiv  oder  negativ,  d.  h.  jenachdem 

oder 
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ist  NhniDt  man  nun  i^  positiv  oder  negativ ,  jenaehdero  der 
Ibaasstab  Aber  oder  unter  dem  Horizonte  liegt,  so  folgt  aas  der 
GleicboDg 

sin  t'o* = sin  m^  cos  iV^* 
ole&bar  io  Tolliger  Allgemeinheit: 

sin  t'o  =  sin  oo^,  cos  N^ , 

mittelst  welcher  Formel  die  Neigung  des  Maassstabes  gegen  den 
Horizont  bestimmt  werden  kann,  wenn  man  JSo  kennt,  da  die 
Bestiinmang  von  o>o  schon  früher  mit  aller  nuthigen  Ausfcihrlicb- 
keit  gezeigt  worden  ist. 

Wie  gelangt  man  nun  zu  der  Kenntniss  ^es  Winkels  iV^? 
Der  nSchste  Erdpol  sei  P  und  seine  Projection  auf  der  Projec* 
6oii8- Kugel  fläche  werde  wie  gewubniich  durch  P'  bezeichnet. 
Hm  stelle  den  Theodoliten  in  dem  Punkte  A^  bo  auf,  dass  die 
Ebene  seines  Limbus  horizontal  ist  und  die  von  seinem  Mittel« 
ponkte  nach  der  Axe  der  oft  erwähnten  Pussschraube  des  Theo- 
4i»liten  gezogene  gerade  Linie  so  nahe  wie  möglich  in  dem  Me- 
ridiaDe  des  Punktes  A^^  liegt,  welches  letztere  auf  gewöhnliche 
Wdse  mittelst  der  ßoussole  geschieht.  Nun  wird  man  durch 
Beobachtung  correspondirender  Sternhöhen  in  einer  sternhellen 
Nacht  leicht  genau  den  Punkt  d^  Linibus  des  Theodoliten  be« 
s6ramen  können,  welchem  der  Nullpunkt  des  Nonius  entsprechen 
OMss,  wenn  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  bei  der  Drehung  dessel- 
hen  um  die  der  Ebene  des  Limbus  parallele  Drehungsaxe  die 
Ebene  des  Meridians  beschreiben  soll.  Dann  stelle  man  auf  ge- 
wöhnliche Weise  die  Ebene  des  Limbus  des  Theodoliten  gegen 
die  Linie  OA^  senkrecht,  und  messe  den  Winkel  AJ  in  dem 
sphärischen  Dreiecke  A./P'Ai,  so  erhält  man  den  Winkel  iV«, 
weil  offenbar  iV«,  =  AJ  ist.  Dieses  Verfahren  ist  freilich  nur  un- 
ter der  Voraussetzung  genau  richtig,  dass  die  Stellung  des  Theo- 
doliteo  gegen  den  Meridian  gleich  Anfangs  mittelst  der  Boussole 
richtig  bewirkt  worden  ist.  tndess  übersieht  man  auf  der  Stelle, 
dass  durch  die  weiteren  Beobaehtun^^en  selbst  eine  Controle  der 
ersten  Aufstellung  des  Theodoliten  dargeboten  wird,  da  das  Fern* 
röhr  durch  dieselben  genau  in  den  Meridian  gebracht  wird.  Soll- 
teo  sich  nun  merkliche  Abweichungen  von  der  ersten  Aufstellung 
zeigen,  so  musste  man  die  erste  Aufstellung  so  lange  corrigiren, 
bis  Töllige  Cebereinstimmung,  so  weit  dies  bei  praktischen  Din- 
gen iberhaupt  möglich  ist,  erreicht  wird ,  was  wir  hier  •nicht  wer- 
ben weiter  za  eriävtem  brauchen. 

Wegen  der  verbältnissmässlg  geringen  Ansdebnnng«  die  einer 
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solchen  Bastmesmrog  iromer  nur  gegeben  in  werden  pflegti  wkd 
es  verstattet  sein,  die  Winkel  Oo  und  iVo  iur  die  ganze  Messung 
als  constant  zu  betrachten»  so  wie  denn  natOrlich  auch  den  Win- 
kel t'o»  welcher  mittelst  der  Formel 

sin  t^  =  sin  o»«,  cosN^ 
bestimmt  wird. 

Wenn  es  die  Verhältnisse  gestatten ,  die  Basis  so  genan  ab 
m5glich  senkrecht  gegen  den  Meridian  von  A^^  anzunehmen,  so 
wird  wenigstens  sehr  nahe  N^z^W,  also  cosiVp  =  0,  folglicb 
nach  dem  Obigen»  noch  ausserdem  wegen  der  Kleinheit  des 
Winkels  cDo»  sehr  nahe  sinto  =  0»  also  1^=0  sein,  und  man  wird 
also  ohne  merkliche  Fehler  die  Maassstäbe  säromtlich  horizontal 
legen  können,  immer  vorausgesetzt,  dass  man  sie  wie  früher 
mittelst  des  Fernrohrs  des  nach  der  vorher  gegebenen  Anweisung 
aufgestellten  Theodoliten  in  die  Ebene  A^OA^  bringt.  Kann  man 
also  die  Basis  auf  die  in  Rede  stehende  Weise  annehmen,  so  wird 
die  auszuführende  Operation  nicht  unwesentlich  erleichtert  werden. 

In  dem  sphSrischen  Dreiecke  A/P'Ai'  kennt  man  jetzt  ans 
der  gegebenen  Breite  des  Punktes  Ao  die  Seite  Aq'P*;  ans  der 
gemessenen  Basis  AqMq,  wie  schon  oben  gezeigt,  die  Seite  AqAi\ 
und  den  nach  der  kurz  vorher  gegebenen  Anweisung  gemessenen 
Winkel  Aq\  man  kennt  also  i»  diesem  Dreiecke  zwei  Seiten  nnd 
den  eingeschlossenen  Winkel»  aus  denen  man  nach  den  Regeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  den  Winkel  P'  and  die  Seite 
Ai  P'  berechnen,  aus  diesen  berechneten  Stocken  aber  in  allen 
Fällen  leicht  die  Längendifferenz  der  Punkte  A^  und  Ai  und  die 
Breite  des  Punktes  Ai  ableiten  kann,  was  einer  weiteren  Erlin- 
terung  hier  nicht  beddrfen  wird. 

Um  endlich  noch  die  Entfernung  OAy  des  Punktes  Ai  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  bestimmen  zu  können,  messe  man  noch 
den  auf  bekannte  Weise  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrach- 
teten Neigungswinkel  J  der  Linie  A^Ai  gegen  die  Ebene  des 
Limbus  des  in  dem  Punkte  A^  auf  gewöhnliche  Weise  aufgestell* 
ten  Theodoliten,  und  setze  voraus,  dass  derselbe  schon  wegen 
der  Refraction  gehörig  corrigirt  sei,  welche  Voraussetzung  zails* 
sig  ist,  da  wir  AMi  ^^^^  <)en  Winkel  A^OA^  am  Mittelpunkte 
der  Erde  schon  kennen.  Dann  haben  wir  In  dem  Dreiecke  A^OAi 
die  Proportion: 

=B\n\W''(A^OA,+J)\:8in(^+J) 
sszco9{A^OAi  -f  •/)  :cos/. 


tmd  Rechnungen  an%uwendende  Methode.  199 

der  sieb  snr  Bereebnang  von  OAi  die  Formel 

ergiebt. 

Da  wir  nan  f&r  die  beiden  Punkte  A^  and  A^  die  Längen, 
BffciteB  und  Entfernungen  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  kennen, 
«0  sind  wir  jetzt  wieder  bei  unserem  IVCIber  betracbteten  Falle 
angelaogt,  wenn  nämlich  der  ganzen  geodätiscben  Messung  zwei 
Pmkte  der  Erdoberfläche  zu  Grunde  gelegt  werden,  ffir  welche 
die  Torher  genannten  Elemente  bekannt  sind. 

RGcksichtlich  der  Basismessung  will  ich  noch  bemerken,  dass 
CS  mir  bei  einer  solchen  Operation  zweckmässig  scheint,  nach 
ToUeodung  derselben  die  Richtigkeit  der  ganzen  Operation,  aus- 
ser durch  eine  zweite  Messung  der  Basis,  auch  noch  durch  ein 
zwischen  den  Punkten  A^  und  A^  mit  den  gewöhnlichen  Nivel- 
iir- Instrumenten  nach  den  bekannten  sehr  genauen  Methoden 
aosgefQbrtes  Nivellement  zu  priifen  oder  zu  controliren.  Durch 
das  Nivellement  erbSH  man  nämlich  den  Huhenuntersebied  zwischen 
des  beiden  Punkten  A^  und  A^^  und  muss  nun  diesen  Hohenun- 
Isrschied  auch  noch  aus  den  vorher  bestimmten  Breiten  und  Ent- 
Isnrang en  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  der  Punkte  A^  und  A^ 
berechnen,  worauf  dann  die  grossere  oder  geringere  Ueberein- 
stiflUDong  der  beiden  fSr  den  Höhenunterschied  erhaltenen  Resul- 
tate eine  wünschenswerthe  Controle  für  die  Richtigkeit  der  aus- 
geführten Messoperationen  abgeben  wird.  Aus  den  Breiten  und 
ittssk  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  der  Punkte  A^ 
snd  Ax  findet  man  aber  ihren  HGhenunterschied  auf  folgende  Art. 

Die  Polhuhe  und  Breite  des  Punktes  A^  seien  B^  und  BJ. 
Mütelst  der  Gleichung 

OA^  2  V  1  —  e*sin  B^^ 
fcfsfisiWi  Bian  die  Polhobe  B^,  oder  mittelst  der  Gleichung 

.In«,   -     «  e«sin2(g,^  +  a>,) 

sin  o>ii  ^  _      •  — I  —         ■       — 

•       OA^  2Vl-e*sin(fio'  +  a),)« 

WsSmme  man  den  Winkel  o>o,  worauf  sich  die  PolbOhe  B^  mit- 
tsist  der  Formel 

srgleM.    Ist  nun  ito   die  Normale  des  Punktes  A^,   so  bat  man 
As  Gielchmig 
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OA^ .  sin  B^'  s  9to  aio  Ao  > 


woraus  sich 


sinÄ/ 


•*  810  A 


ergiebt. 


Sind  ferner  B,  und  fi/  die  PolhOhe  nnd  Breite  des  PmiktM 
A^  f  80  bestimme  man  Bi  aus  der  Gleichung 

^    *         ^^      OAi  2V^1— e^sinJ?,« 
oder  o>i  aus  der  Gleichang 

a  e«6in2(ßi'  +  a),) 

sin  (Dl  =  =^-=:  . T-  I 

worauf  eich  Bi  mittelst  der  Formel 

ergiebt.    Ist  dann  iti  die  Normale  des  Punkteß  A^,  so  ist 

OAi  .mnBi'  =  Ui  sin  Bi , 
also 

_sinÄi' 

Folglich  ist  flu — Hj  der  Hubepunterschied  zwischen  den  Punkteo 
Ao  und  il, ,  welcher  mit  dem  durch  das  Nivellement  gefundenen 
Höhenunterschiede  übereinstimmen  muss,  wenn  alle  ausgeführten 
Messoperationen  richtig  sein  sollen. 

5.  11. 

Wie  wir  im  Vorhergehenden  von  den  Punkten  A^  und  Ai  ma 
der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  A^  fortschritten ,  kann  man 
nun  von  Aq  und  A^  oder  von  Ai  und  A^  zu  der  Bestimmung  der 
Lagen  neuer  Punkte,  und  in  dieser  Weise  immer  überhaupt  v^on 
je  zwei  schon  bestimmten  Punkten  zu  der  Ermittelung  der  Lage 
neuer  Punkte  übergehen,  also  überhaupt  nach  und  nach  das  ganxe 
aufzunehmende  Netz  bestimmen.  Wie  aus  den  Breiten  und  Ent- 
fernungen von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  die  entsprechenden 
Polhuhen  und  Höhen  über  der  Meeresfläche  abzuleiten  sind,  er* 
hellet  aus  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Entwickelungen  ganz  von  selbst  und  bedarf  einer  weiteren  Erite- 
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teraog  hier  nicht.  Wie  die  auf  die  McereaflSehe  bezogenen  kfirzesten 
Eotferouojcen  der  einzelnen  Punkte  des  Netzes  von  einander,  ihre  kOr- 
Mtten  Entfernungen  von  einem  bestimmten  Meridian ,  u.  s.  w.  bo- 
redinel  werden  können ,  wenn  man  deren  bedörfen  sollte»  wird 
b  der  Theorie  der  kürzesten  Linie  ^)  gezeigt,  gebort  aber  hier* 
lier  jetzt  gar  nicht  und  bildet  eine  Aufgabe  för  sich,  indem  vvit 
esUer  uns  vielmehr  zur  Aufgabe.gemacht  haben,  die  eigentliche 
Geodäsie  von  dem  ganzen  in  sie  aufgenommenen  Systeme  kfir* 
Miler  Linien  u.  s.  w.  zu   befreien. 


S    c    b    I    u    s    s. 

Dass  der  AusfBhrnng  geodätischer  Messungen  nach  der  in 
dieser  Abhandlung  vorgeschlagenen  neuen  Methode  einige  praktische 
Schnierigkeiten  entgegenstehen,  iiill  ich  keineswegs  in  Abrede 
stellen.  Als  einen  %vei»entlichen  Nachtheil  derselben  sehe  ich  es 
an,  dass  man,  bevor  man  zur  Winkelmessung  auf  einom  neuen 
Punkte  des  Netzes  schreiten  kann,  die  Lage  dieses  Punktes 
selion  kennen  muss,  weil  die  Aufstellung  des  Theodoliten  Behufs 
der  Winkelmessung  für  den  in  Bede  stehenden  Punkt  die  Kennt- 
nWfi  des  im  Vorhergehenden  stets  mit  o)  bezeichneten  Winkels 
erfordert.  Daher  muss  die  Berechnung  des  Netzes  immer  noth- 
weodig  gleichmässig  mit  der  Messung  selbst  fortschreiten,  was 
bei  dem  bisher  gewöhnlichen  Verfahren  nicht  nöthig  ist,  indem 
bei  demselben  Messung  und  Rechnung  getrennt  und  unabhängig 
TOD  einander  fortgeführt  werden  können.  Aber  einmal  ist  nach 
ineiner  Meinung  dies  kein  Einwurf  gegen  das  neue  Verfahren,  von 
welchem  dasselbe  in  Bezug  auf  seine  praktische  und  theoretische 
Strenge  und  Naturgemässbeit  getroffen  wird,  und  die  durch  den 
in  Rede  stehenden  Umstand  allerdings  entstehenden  Schwierig* 
keiten  müssen  durch  Anwendung  der  nothigen  Kräfte  und  zweck« 
nissige  Anordnungen  in  Bezug  auf  deren  Verwendung  sich  he- 
Mitigen  lassen ;  und  zweitens  sind  bei  dem  neuen  Verfahren  gegen 
dia  frühere  die  erforderlichen  Rechnungen  im  Ganzen  so  leicht 
Bod  elementar,  dass  sich  dieselben  in  kurzer  Zeit  ausfuhren  las- 
iea,  besonders  wenn  man  sich  iur's  Erste  nur  mit  einer  annähern- 
den Richtigkeit  der  Resultate  begnügt,  so  weit  deren  Kenntniss 
lilr  den  nächsten  Zweck  der  Aufstellung  des  Theodoliten  erfor* 
lerlich  ist 
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Blerza  kommen  nun  noch  die  folgenden  BerCcksidittgQngen. 
Mao  pflegt  bei  geodätischen  Messungen  bekanntlich  Dreiecke  der 
ersten  9  zweiten  und  dritten  Ordnung  von  einander  su  unterscbei* 
den.    Strenge  Begriffe  der  Dreiecke  dieser  verschiedenen  OrdmiD- 
gen   werden    aber   eigentlich   nirgends    gegeben.    Ich  würde  vor- 
schlagen,    Dreiecke  erster  Ordnung  solche  so  nennen»   bei  denen 
man  die  Meeresfläche  als  ellipsoidisch  betrachtet;  Dreiecke  zwei- 
ter Ordnung  solche,  bei  denen  es  verstattet  ist,  die  MeeresflSche 
als  sphärisch;    und  Dreiecke  dritter  Ordnung  solche,    bei  denen 
man  sich  gestatten  darf,  dio  Meeresfläche  als  eben  zu  betrachten. 
Unsere  neue  Methode  wörde  nun  bloss  bei  der  Bestimmung  der 
Lagen  der  Eckpunkte  der  Dreiecke  erster  Ordnung  in  Anwendung 
zu  bringen  sein,  und  da  die  Anzahl  dieser  sehr  grossen  Dreiecke 
meistens  nicht  sehr  beträchtlich  sein  wird ,  so  wird  dies  ein  Grund 
mehr  sein,    welcher  unserer   neuen  Methode  zur  Aufnahme  und 
Berechnung  solcher  ganz  grossen  Dreiecke,    neben  ihrer  vülligen 
Strenge  und  Naturgemässheit  und   der  vcrhältuissmässigen  Leich- 
tigkeit der  durch  sie  in  Anspruch  genommenen  Rechnungen,  zur 
Empfehlung  dienen  dürfte.     Für  die  Dreiecke  zweiter  Ordnung,  in 
die    man    die    Dreiecke   erster    Ordnung   zerlegt,    wird  naturlich 
immer  das  bisherige  Verfahren  in  seinem  wohlerworbenen  Rechte 
bleiben,    wobei  man  als  Halbmesser  der  Kugel,    als  welcher  an- 
gehörend das  in  Dreiecke  zweiter  Ordnung  zerlegte  Dreieck  erster 
Ordnung  betrachtet  wird,   etwa   den  mittleren  Krümmungs- Halb- 
messer zwischen  den  Krümmungs- Halbmessern  der  drei  Eckpunkte 
dieses  Dreiecks  erster  Ordnung,   welche  aus  den  entsprechenden 
Polhohen  oder  Breiten   nach  bekannten  Formeln   leicht  berechnet 
werden  können,  annehmen  wird.     Die  Aufnahme  und  Berechnung 
der  Dreiecke   dritter  Ordnung  fällt  ganz  i\er  gewohnlichen  Feld- 
me.«skunst  anheini.     Auf  die^e  Weise  scheint  mir  die  ganze  Geo 
däsie  an  streng  systematischer  (Gestalt  und  Uebcrsichtlichkeit  zu 
gewinnen,    und   die  anzuweadenden  Messungs-  und  Berechnungs* 
M«»(hoden  werden  jedem  einzelnen  Falle  in  völliger  Naturgemäss- 
heit  besonders  angepasst,   wodurch  auch  die  Leitung  und  üeber- 
wachung    solcher    Operationen    im    Ganzen    und    Grossen    nicht 
unwesentlich  erleichtert  und  mehr  systematisch  als  vielleicht  bis- 
her gestaltet  werden  wird. 

Endlich  bemerke  ich  noch,  dass  sich  durch  Anbringung  entspre- 
chender Correctionen  an  den  durch  unmittelbare  Messung  nach  dem 
filteren  oder  bisherigen  Verfahren  erhaltenen  Grössen  dieses  ältere 
Verfahren  auf  das  neue  zurückfuhren  lassen  würde;  ja  man  kann  auch 
nach  dem  älteren  Verfahren  angestellte  Messungen  mit  völliger  Strenge, 
weoD  auch  nicht  ohne  Vi^eitläufigkeit,  berechnen ,  wie  Ich  schon  in  der 
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AbbandlongNr.IX.  im  Archiv  der  Mathem.  und  Pliys.  Tbl.Vtl. 
S.  68.  zu  zeigen  versucht  habe,  und  in  einer  späteren  Abhand- 
loRI^  noch  in  verbesserter  und  vereinfachter  Gestalt  zu  zeigen 
iMfe.  Ueber  alle  diese  Dinge  sage  ich  aber  (ur  jetzt  hier  nichts 
weiter,  weil  dies  meinem  jetzigen  Zivecke  zuwider  sein,  und  die 
Physiognomie,  welche  ich  der  vorliegenden  Abhandlung  zu  geben 
irfiosche,  verwischen  und  wesentlich  verändern  würde.  Mein 
Zireck  bei  dem  neuen  Verfahren,  so  wie  ich  die  Sache  auffasse 
nd  mir  vorstelle,  ist  nämlich  mit  vorzüglich  der,  dass  ein  Theil 
der  Muhe  der  Rechnung  gewissermassen  mit  auf  die  Beobachtung 
genommen  und  auf  dieselbe  übertragen,  dadurch  die  erstere  er- 
leichtert, fiberhaupt  aber  Beobachtung  und  Rechnung  ganz  der  eigent- 
lichen Natur  der  Sache  gemäss  gemacht,  auch  die  letztere  so  viel 
tls  möglich  in  den  Kreis  des  sogenannten  bloss  Elementaren  ge- 
logen werde.  Wie  schon  in  der  Einleitung  erwähnt,  bin  ich  auf 
Widerspruche  gegen  die  in  dieser  Abhandlung  dargelegten  An- 
sichten vollkommen  gefasst,  glaube  aber,  dass  man,  wie  in  jedem 
iiinlichen,  auch  in  diesem  Falle  nur  erst  nach  6orgf;Jtiger  Prii- 
foog  durch  eigene  Handanlegung  und  dadurch  gewonnene  Erfah- 
niog  Widerspruch  erheben,  und  bedenken  sollte,  dass  alles  Neue, 
umentlich  in  praktischen  Dingen,  sich  nur  erst  nach  und  nach 
nd  sehr  allmftlig  Bahn  brechen  kann. 


14* 
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XIV- 

Aasdrack  des  Trägheitsmoments  eines  beliebigen  Po- 
lyeders für  eine  beliebige  Axe. 

Voo 

Herrn  Doctor  /l.  Hoppe, 

PriTBtdocenteo  an   der  Universität  zn  Berlin. 


4 

Die  lebendige  Kraft  eines  um  eine  feste  Axe  rotirenden  Kör- 
pers ist»  fla  alle  seine  Elemente  eine  gemeinsehaftlicbe  Winkel- 
gesclnrindigkeit  haben ,  dem  halben  Quadrate  derselben  proportio- 
nal. Den  Factor,  mit  uelchem  man  letzteres  multipliciren  moss, 
um  die  lebendige  Kraft  daraus  darzustellen,  und  dessen  ße^tlm- 
nning  eine  rein  geometri^iche  Untersuchung  ist,  nennt  man  das 
Trfii^hritsmoment  des  Korpers.  Ist  u  die  Winkelgeschwindigkeit, 
r  die  Entfernung  des  Rlemenfs  dm  von  der  Axe,  so  ist  ur  seine 
absolute  Geschwindigkeit,  {tt^r^dm  seine  lebendige  Kraft.  Da 
demnach  die  des  ganzen  Körpers 

=  lu»fr^m 

ist«  so  ist  der  Definition  gemäss  das  Trägheitsmoment 

=  fr^dm. 

Obwohl  nun  die  Berechnung  dieser  in  der  Mechanik  sehr  fiel 
gebrauchten  Grosse  bei  gegebener  Gestalt  des  Körpers  an  sich 
keiner  Schwierigkeit  unterliegt,  so  kann  sie  doch  sehr  umstSnd* 
lieh  und  ihr  Resultat  sehr  complicirt  werden,  wenn  man  nicht 
iil»cr  die  einzuführenden  Variabein,  so  M^\e  über  die  Bestimmungs- 
Kti'if.'ke  eine  passende  Wahl  trifft.  Ganz  besonders  mochte  es 
daher  bei  ebenflächigen  Korpern,  wo  sich  letztere  in  grosser  Man- 
Dichfaltigkeit  darbieten,  voo  Nutzen  sein,  die  einfachste  Methode 
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mm  Bestiiiioiaiig  der  Trägheitsmoraente  aasfindig  zu  machen.  Im 
Folgenden  will  ich  ein  Verfahren  angeben,  um  auf  leichte  Weise 
eine  bequeme  Formel  für  den  genannten  Z\Teck  herzuleiten»  wo- 
darch  jene  Umständlichkeit  in  Betreff  aller  Polyeder  mit  einem 
Male  beseitigt  %rird. 

• 

Die  TrSgheitsmomente  A,  B,  Cdes  homogenen  Polyeders  m 
in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  or,  y,  z,  aus- 
gedrückt  durch  die  Werthe 

werden  bestimmt  sein,    sobald  eins  der  Integrale 

durcb  messhare  Linien  dargestellt  ist,  insofern  sich  die  Ausdrficke 
der  beiden  andern  durch  Analogie  ergeben.  Es  sei  demnach  das 
erste  derselben  gesucht. 

Man  denke  das  Polyeder  vom  Anfangspunkt  aus  in  Pyrami- 
den zerle<;t,  deren  Grundflächen  die  Seitenflächen  sind»  indem 
man  diejenigen  Pyramiden,  welche  ausserhalb  des  Polyeders  fal- 
len» als  negativ  betrachtet.  Da  jedoch  die  Uebertragung  der  Be- 
rechnung auf  solche  Pyramiden  leicht  ist»  kann  man  der  Einfach- 
heit wegen  annehmen»  dass  säromtliche  Pyramiden  positive 
Bef^tandtheile  des  Polyeders  wären. 

Man  ziehe  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  vom  Anfangspunkte  ilf  eine  Ge- 
rade =  e  nach  dem  Schwerpunkte  D  einer  Seitenfläche»  und  von 
da  eine  zweite  =5  /  nach  der  Blitte  E  einer  ihrer  Kanten  FG, 
deren  Hälfte  EF=zk  sei.  Betrachtet  man  M,  Z>»  E,  F  als  die 
vier  Ecken  einer  Pyramide  p,  deren  Grundfläche  das  Dreieck 
DEF  sei»  so  kann  man  das  Polyeder  aus  Pyramiden  derselben 
Art  zusammensetzen  und  schreiben 

Ferner  ziehe  man  von  M  eine  Gerade  Mß  durch  den  Ort  a 
des  Elements  dp  bis  zur  Grundfläche»  und  von  D  eine  zweite  Dy 
durch  ß  bis  zur  Kante;  bezeichne  durch  i/o  das  Hohenperpendikel 
dea  Dreiecks»  durch  io  ^^^  ^^^  Pyramide»  durch  |  die  Gerade 
Ey,  durch  17  die  Projection  von  Dß  auf  i/o»  durch  i  die  Projection 
TOD  Ma  auf  {;>»  so  dass  k,  170»  So  ^1^  grOssten  Werthe  von  £»  17»  { 
sind.  Dann  ist  die  Lage  des  Elements  dp  bestimmt  durch  die 
Variabein  |»  17»  S;  seinen  Inhalt.Gndet  man»  Indem  man  (»  17»  { 
•kuMlo  am  d{»  dif,  df  wachsen  lisst ,   und  aus  den  drei  GeradtDt 
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welche  dabti  a  bendmibt,  ein  Parallelepipedei^  ergSost:  desees 
hhalt  ist 

^/o  So 

Damit  das  Integral  dieses  Ausdrucks  die  ganze  Pyramide  dar^ 
stelle,   müssen  die  GrOssen 

1.  5.,  i 

Ä  '      I/o '      to 

darin  von  0  bis  1  variiren. 

Ferner  seien  x^  x'  ^  x"  die  Abscissen  der  Punkte  a,  /?» j  auf 
der  Axe  der  x^  und  ei>  ^»  A^  die  Projectionen  von  e,  l,  k  auf 
derselben;  dann  ist: 

„  _^  «./ 

•F     ■■■•    y     <3C   f 

So 
«'  =  «I  +  ^(«"-«l). 

woraaa  sich  ergibt: 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  x  und  Bp  in  das  gesuchte 
Integral  ist  die  Ausführung  der  Integration  äusserst  einfach»  und 
man    findet: 

wo  man  ßir  kri^Xo  auch  6p  schreiben  kann*  Addirt  man  die  zirei 
Werthe  dieses  Integrals,  welche  den  Hälften  derselben  Polyeder- 
kante entsprechen,  so  heben  sich  die  Glieder  Ciki  und  /|X'|,  da 
/'i  in  beiden  Ausdrücken  gleich  und  entgegengesetzt,  alle  übrigen 
Stücke  beiden  gemeinschaftlich  sind;  daher  erhält  man  io  der 
Summe: 

i:fx^dp^i2:p(\e^^  +  ieJi  +  \l,^  +  M\^. 
Ferner  Ist 

w^  ito^    ^l'o  derselbevi  Polyederseite  ««gehörenden  Pyramiden 
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gmeiiiscbaftlich  ist,  während  der  andere  Factor  dae  etatische 
Moment  des  Dreiecks  (/>£F=iÄi?o)  *»n  Bezug  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  der  Polyedcrseite  parallel  der  Ebene  der  yz  gelegte 
Ebeoe  darstellt.  Da  die  Summe  dieser  statischen  Momente  =0 
ist.  80  feilt  auch  das  Glied  €ili  aus  dem  Ausdrucke  weg  und  es 
Ueibt 

Wenn    man   durch    ^a»  ^3»  Ai»  ^3.  ^a»  *3   «J««    Projectionen  von 
#,  /,  k  auf  den  Axen  der  g  und  z  bezeichnet,  so  ist  nach  Analogien 

fy^dm  =  iSp  (ea»  +  44*  +  t*a*) , 

Durch  Addition  aller  drei  Ausdrucke  erhält  man: 

±tJ^±^=f(x^  +  y^  +  z^dm==li:p(e^+lP  +  ik^' 

Dm  eins  der  drei  TrJigheitsmomente  einzeln  zu  erhalten,  wörde 
Baa  zwei  der  obigen  Ausdriicke  addiren  müssen.  Da  nun  ^iH**«* 
das  Quadrat  der  Projeclion  von  e  auf  die  Ebene  der  xy  clarntellt 
(•roraus  man  leicht  die  Bedeutung  der  übrigen  vorkommenden 
Quadratsummen    abnehmen   wird),    so  kann   man   aus  dem  Au«»- 

dnicke  fär 

A  +  B+C 

2 

die  einzelnen  Grössen  A,  B,  C  ableiten,  indem  man  för  e,  l»  k 
beziehungsweise  die  Projectionen  dieser  Linien  auf  den  Ebenen 
der  yz,  der  %x  und  der  xy  substituirt. 

Noch  leichter  ist  die  Rechnung  in  den  Fällen,  wo  alle  drei 
TrägheiUmomente  einander,  also  auch  dem  dritten  Thoiie  ihrer 
Summe  gleich  sind.    Dann  nämlich  ist 

Dieser  Fall  öndet  bekanntlich  bei  den  regelmässigen  Pilye- 
dem  statt,  wo  überdiess  die  Grossen  e,  /,  k  für  alle  Pyramiden 
dieselben  sind,  so  dass  sich  letztere  zum  ganzen  Polyeder  ver- 
einigen, und  man  hat 

^  =  |in(e«  +  lP  +  *«). 

Ferner  ist  hier 

p  =  \elk 


908  Hoppe:    Autdruck  des  TrägkeilsmomeHU  etnee 

und,  frenD  jede  Seitenfl&die  fi»  Jede  Keke  v  Kanten  hat,   die 
Ansahl   der  Pyramiden ,   d.  i.  die  vierfache  Ansahl  der  Kanten, 

8ftv 


folglich 

ffo  sich  aaseerdem  die  drei  GrSsseo  e,  l,  A  mittelst  der  RelatiooM 

(««  +  P)  sin«  -  =  (««+/»+*«)  cos«- , 

auf  eine  zurflckführen  lassen. 

Um  auch  ein  Beispiel  fOr  ungleiche  Trägheitsmomente  vi 
gehen  9  so  sei  das  Polyeder  ein  Parallelepipedon»  dessen  drei  an- 
stossende  Kanten  =2a,  26,  2c.  Die  Axe  gehe  in  beliebiger 
Richtung  durch  den  Mittelpunkt ^  und  die  Sinus  ihrer  Ricbtnugs- 
ivinkel  gegen  jene  drei  Kanten  seien  beziehungsweise  =«9  ßt  /• 
Dann  sind  die  Projectionen  der  halben  Kanten  auf  eine  zur  Axe 
senkrechte  Ebene  einzeln  =cra^  bß,  cy^  abgesehen  von  den  Vor- 
zeichen, welche  nicht  in  Betracht  kommen.  Da  nun  unter  den 
Stucken  e,  /,  Ar,  fOr  alle  Pyramiden  genommen,  der  dritte  Tbeil 
gleich  und  parallel  a,  und  eben  so  viele  gleich  und  parallel  b  und 
c  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  unter  den  projicirten  Stücken  nur 
die  drei  verschiedenen  Werthe 

aa,    bßt    cy 

nnd  zwar  In  gleicher  Anzahl  vorkommen.  Die  Pyramiden  sind 
sSmmtlich  einander  gleich.  Daher  erleidet  der  Ausdruck  des  TrSg- 
heitsmoments  keine  Aenderung,  wenn  man  für  jede  der  Grossen 
e>,  P,  /fl  ihr  arithmetisches  Mittel 

•  fl^tt«-f  6^/3^-fcV 

3 

setzt,   wodurch  der  Ausdruck 

e^+lP+lk^ 
Id  folgenden: 

(l444i)°'"'^T^-^  =  K«'a«  +  6«<?«fcV) 
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flbergeht  Da  sich  jetzt  die  Pyramiden  zam  ganzen  Parallelepi- 
pedon  zasammenaetzen,  so  wird  daa  TrSgbeitsmonient  fdr  die  an- 
genommene Axe 

ÖD  Ansdnick,  der  von  der  gegenseitigen  Neigung  der  Kanten 
aicht  weiter  abhängt,  als  insofern  der  Inhalt  und  die  Richtungs- 
winkel dadurch  bedingt  sind.  Um  hieraus  das  Trägheitsmoment 
fdr  eine  beliebige,  vom  Mittelpunkt  um  ein  Stück  =i-  abstehende 
Axe  abzuleiten,  braucht  man  bekanntlich  nur  mr^  zu  addiren. 

Es  sei  jetzt  das  Polyeder  ein  nseitiges  gerades  Prisma  und 
die  Axe  der  x  gehe  parallel  den  Endfl(ächen  durch  den  Schwer* 
piiukt  Dann  werden  in  Pyramiden  auf  den  Endflächen,  8n  solche 
auf  den  Seitenflächen  stehen,  und  zwar  in  der  letzteren  mit  den 
Endflächen  zusammenstossen,  so  dass  ihre  Stöcke  e,  if-k  bezieh- 
ODgsweise  den  Stücken  /,  e,  iSr  der  Endflächen -Pyramiden  gleich 
■nd  parallel  sind,  während  die  Stucke  e,i,  k  der  4it  übrigen  gleich 
and  parallel  den  Stücken  l,k,  e  der  Endflächen  -  Pyramiden  werden. 

Beziehen  sich  jetzt  die  Buchstaben  e,  /,  k  ausschliesslich 
auf  die  Endfläehen,  so  hat  man: 

^'^^'*^^^ii:p(e^  +  U^+lk^  +  l^  +  \e^+lk^+P+lk^+le^ 

wo  die  Summe  nur  auf  alle  Endflächen  -  Pyramiden  auszudehnen 
bt.  Wir  lassen  sie  statt  dessen  sich  auf  eine  Endfläche  be- 
ziehen und  nehmen  den  Ausdruck  doppelt,  so  dass 

£p  =  Im 

^  Pyramide  über  einer  Endfläche  darstellt,  deren  Spitze  im 
Schwerpunkte  des  Prismas  liegt  Wenn  man  jetzt  die  Stücke 
€,  If  k  mit  den  gehurigen  Projectionen  vertauscht,  so  erhält  man 
folgende  Werthe  für  die  einzelnen  Trägheitsmomente: 

i<=2?p(3/«+it*), 

C^Sp(2e^+3l^^  +  k^% 
Es  sei  jetzt  q  die  Grundfläche  von  p,  also 

P  =  ige. 

Mmn  dividire  die  drei  Ausdrücke  durch  2e  und  lasse  e  verschwio- 
imn;  dann  erhält  man  die  Trägheitsmomente  filf  eine  Endfläche: 
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woraus  sich  beiläufig  ergibt,   dass 

Da  nun  e  nur  eioeo  Werth  bat,  oämlicb  die  halbe  Hohe  des  Pris- 
mas,  so  ist 

£p.2e^=lme*, 

folglich  Dach  Einführung  der  auF  die  Endflfichen  bezüglichen  Gros- 
sen   Aof   Bo9    CqI 

A  ='2A^e, 
B-2B^e  +  lme^, 

C=:2Co«+ime*, 

so  dass  die  Trägheitsmomente  eines  geraden  Prismas  aus  denen 
der  Grundfläche  gefunden  werden  können.  Auf  sie  lassen  sieb 
wiederum  die  eines  schiefen  Prismas  zurQckfdhren,  wenn  man 
auch  hier  die  eine  Axe  parallel  der  Seitenkante  nimmt 

Schneidet  man  nSmIich  durch  eine  schräge  Ebene  Ton  dem 
geraden  Prisma  m  ein  StOck  fii|  ab  und  setzt  es  so  an  das  an- 
dere Stuck  an,  dass  die  Endflächen  auf  einander  fallen,  so  ent- 
steht ein  schiefes  Prisma,  dessen  Trägheitsmomente  in  Bezug  aof 
die  alten  Axen  =:A',  B* ,  C  seien.  Durch  die  OrtsverSnderang 
von.fiii  ändert  sich  nicht  der  Abstand  seines  Schwerpunkts  von 
der  ;rAxe;   daher  ist 

A'  =zA. 

Dagegen  ändert  sich  die  Abscisse  des  Schwerpunkts  auf  dieser 
Axe.  Setzt  man  seinen  Abstand  von  der  Endflache  =A,  so  ist 
die  Abscisse  zuerst  =e  — A,  nachher  =re-f  A.  Die  Differenz  der 
Quadrate  beider  Grossen 

(€  +  A)«-(e— A)«=4eA 

ist  zugleich  die  Differenz  der  Quadrate  der  Abstände  des  Schwe^ 
punkts  von  der  yAxe  sowohl,  als  von  der  zAxe;    folglich  ist 

B'  ==:  Ä  +  4€Aiitj ,    C  =  C^-Aehm^. 
Zugleleh  rflekt  der  Schwerpvnkt  des  ganzen  Prisma«  um  eia  Slick 
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m 
vod  C   die  Grosse 


=  2e—  in  der  Richtung  der  x  fort;    man  würde  daher  von  B* 


tu 


rabtrabiren  münseny  wenn  man   die  drei  Axen  bei  unveränderter 
Bfefataog  durch  den  neuen  Schwerpunkt  gehen  liesse. 


XV- 

Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel- 
cher drei  gegebene  Kreise  berührt« 

Von 

Herrn  Ferdinand  KerZy 

RiUmcUter  in  der  Grotsheraoglich  HoMitchen  Gendarmorie  xa  Giesten. 


Erste    Abtheilung. 

Bekanntliob  lOst  die  neuere  Geometrie  diese  Aufgabe  in  fol- 
gender Weise: 

9,  Man  bestimme  das  Potenzcentmm  der  drei  gegebenen  Kreise, 
ihre  Tier  Aehh|icbkeit««xen  und  die  su  letzteren»  beziehungsweise 
den  drei  gegebenen  Kreisen,  geborisen  zwölf  Pole,  verbinde  das 
Potenzcentrum  mit  jedem  der  gefundenen  zwölf  Pole ;  so  schnei- 
den die  geraden  Verbindun^inien  die  gegebenen  Kreise  in  Tier- 
ondzwanzig  Punkten,  welches  die  Berührungspunkte  der  drei 
gegebenen  mit  acht  neuen  Kreisen  sind,  die  sämmtlich  der  Auf- 
gabe genGgen.    Die  Mittelpunkte  dieser  acht  Kreise  ergeben  sieh 
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durch  die  gerade  Verbinduni^  der  BerCIhrungspaokte  mit  den  Mit- 
telpunkten der  drei  gegebenen  Kreise:  Es  gehen  nämlich  tod 
diesen  vierundz%Tanzig  Verbindungslinien  immer  drei  und  drei  dsrcii 
einen  und  denselben  Punkt." 

Diese  Losung  ist  nicht  anwendbar  fQr  den  Fall,  dass  die 
Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kreise  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Für  eine  solche  Lage  der  Mittelpunkte  fallen  nämlich  die 
drei  Centralen  der  gegebenen  Kreise  in  Eine  gerade  Linie  und 
mit  dieser  zugleich  die  vier  Aehnlichkeitsaxen  zusammen.  Die 
zu  den  Aehnlichkeitspunkten  gehörigen  Polaren  laufen  sämnitHchi 
da  alle  auf  der  gemeinschaftlichen  Centrale  senkrecht  stehen,  mit 
einander  parallel,  daher  schneiden  sie  sich  nicht  und  die  zogehu- 
rigen  Pole  fallen  unendlich  weH  weg;  letzteres  ist  auch  mit  dem 
Potenzcentrum  der  Fall,  weil  die  drei  Linien  gleicher  Potenzen 
der  drei  Kreise,  als  auf  der  gemeinschaftlichen  Centrale  senkrecht 
stehend  y  ebenfalls  mit  einander  parallel  laufen. 

Gegenwärtiger  Aufsatz  bezweckt  zunächst  die  Losung  der  ge* 
stellten  Aufgabe  fOr  den  Fall,  dass  die  drei  Mittelpunkte  der  ge- 
gebenen Kreise  in  einer  geraden  Linie  liegen,  also  unter  Aus- 
schliessung des  Potenzcentrums  und  der  zwölf  Pole. 

Die  darzulegende  Losung  ist  aber  anwendbar  fSr  jede  Lage 
der  Mittelpunkte  und  es  soll  auch  vorerst  eine  willkührliche  Lage 
derselben  in  Betracht  gezogen  werden.  Der  Verfasser  hält  dafür, 
dass  einige  Sätze,  aufweiche  er  seine  Losung  gründet,  dem  grös- 
seren mathematischen  Publikum  nicht  bekannt  seien  und  fügt  da 
her  denselben  die  Beweise  bei. 


§.  1. 

Legt  man  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  durch  den  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkt  a  zweier  Kreise  ^  and  ilf  an  beide  Kreise  eine  Aehnlichkeits 
linie,  welche  sie  in  den  Punkten  Z  und  T  berührt  und  eine  zuleite 
Aehnlicbkeitslinie,  welche  sie  in  9' » %,  0,  ß'  schneidet»  so  ist  immer 

1)  a^  .aß  ==aX.aT, 

2)  afB'.aB'=aX.aT. 

Beweis.   Zieht  man  OtS!,  MT,  g{8',  MB,  9t9,  MB',  so  Ut: 

mf&'  II  MB 
lind  ^KX  \\MT 

daher  W.  SB'SRX  =BAf7. 

Nan  ist 
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yf.aTB^\.BMT 


dibcr  W.  af8%=aTB. 

Eiittaber  Vf,fda%=BaT 


Mflicb 

07:09=:  oBiaT 
oder 

1)  olB.affsoS.or. 

6iu  «Qf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich : 

2)  afb'.aB'=a%.aT. 

J.  2. 

Berührt  ein  Kreis  zwei  andere  Kreise  gleichartig,  so  liegen 
fc  Berfihrungspankte  und  der  äussere  Aehnlichlceitspunkt  in  einer 
S^deu  Linie. 

$.  3. 

Legt  man  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  durch  den  inneren  Aehnlichkeits- 
pvokt  t  zweier  Kreise  SSSt  und  M  eine  Aehnlichkeitsliuie»  welche 
^  in  den  Punkten  ®  und  G  berührt^  und  eine  zweite  Aehnlich- 
keitolioie»  welche  sie  in  $',  9,  f ,  J7  schneidet,    so  ist  immer: 

J)    m.iB  z=i®.iG, 
2)    m'.iB'=i®.iG. 

Beweis.    Zieht  man  SRSB\  MB,  SR®,  MG  etc.,   so  ist 

'  9K»  II  MB' 
nd  9?®  II  MG 

Ww  W.  fBWl@=B'MG. 

NioUt  W.  t®S8  =MB9»® 

■wl  W.  iBG  =:KB'MG 

«er  W.  t®«  =iÄC. 

Es  Ut  aber  W.  9i®  =  /?<€? 


«tr  A^t^oo^^G» 
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i9im  =  iB:iG 
oder 

1)    imJB  =  i®.iG. 

Gani  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich: 

2)  ia'.tÄ'=i®.iG. 

Berührt  ein  Kreis  zwei  andere  Kreise  ungleichartig ,  so  liegen 
die  Berührungspunkte  und  der  innere  AehulichkeitspMnkt  in  eioer 
geraden  Linie. 

$.  5. 

Die  Tangente  aÜ  (Taf.lV.  Fig.4.)  des  Süsseren  Aehnlichkeits 
punktes  a  zweier  Kreise  9R  und  AI  an  jeden  diese  beiden  Kreise 
gleichartig  berührenden  Kreis  W  ist  mittlere  Proportionale  zwiächen 
den  von  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  a  an  beide  Kreise  91 
und  A§  gezogenen  Tangenten  aX  und  aT. 

1 

Es  ist  nämlich: 

äX:aii=^aft:aT 
oder 

Beweis.    Es  ist: 

aai.aT=am'.aB'  (§.  1.) 
und  aff«=fl»'.aÄ' 

daher  aÜ^^aX  .aT, 

d.  h.  die  Tangenten»  gezogen  von  dem  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkt zweier  Kreise  nach  jedem,  beide  Kreise  gleichartig  berih- 
renden   Kreis  sind  einander  gleich. 


9.  6. 

Beschreibt  mau  daher  aus  dem  äusseren  Aehnlichkeitspnok^ 
zweier  Kreise  mit  der  an  einen,  diese  Kreise  gleichartig  beruh* 
renden  Kreis  gelegten  Tangente  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser 
alle  gleichartig  berOhrenden  Kreise  reefatl?inkelig. 
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§.  7, 

Die  Ualbsehne  t'B  (Taf.  IV.  Fip^.  5.)  des  inneren  Aetinlichkeits- 
pimktes  t  zu-eier  Kreise  91  und'  M  zu  jedem  diese  beiden  Kreise 
QBgteichartig  berGhrenden  Kreis  VI  ist  mittlere  Proportionale 
zwiKchen  den  von  dem  inneren  Aehnlicbkeitspunkt  £  an  beide 
Kreise  9{  und  M  gezogenen  Tangenten  \%  und  tCr.  ' 

Es  ist  nämlich: 

t®:iB  =  flB:tG 
o4er 

a9«=:£®.iG. 

Bevveis.    Es  ist: 

V&AG^a^AB  (§.3.) 


daher  t»«=t®.tG, 

d.  h.  die  Ualbsehneo,  gezogen  von  dem  inneren  Aebniicbkdifs- 
ponkt  zweier  Kreise  zu  jedem  diese  Kreise  ungleichartig  berüh- 
renden Kreis  sind  einander  gleich. 

§.  8. 

Beschreibt  man  daher  aus  dem  inneren  Aehnlicbkeitspunkt 
xweier  Kreise  mit  der  zu  einem »  diese  Kreise  ungleichartig  be- 
rfikrenden  Kreis  gezogenen  Halbsehne  einen  Kreis,  so  wird  die 
Peripherie  desselben  von  allen «  die  beiden  Kreise  ungleichartig 
berührenden  Kreisen  halbirt. 


%.  9. 

Schneidet  ein  Kreis  zwei  andere  rechtwinkelig,  so  liegt  sein  Mit- 
telpankt  in  der  den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Linie  gleicher 
Potenzen. 

5.  10. 

Baihirt  etn  Kreis  die  Peripherien  zweier  Kreise,  so  liegt  sein 
Mttelponkt  in  der  den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Linie  iqnldif« 
(sreoter  Potenzen  *). 

*)  Sith«  Archiv  der  MaChem.  \IX.Tbl.  Luft  8.  k. 
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$.  11. 

Beröhrt  (Tat  V.)  ein  Kreis  »t^  (HP)  drei  andere  Kreise  SR,  M 
nnd  m  gleichartig,  so  liegt  der  Mittel punict  des  berfihrenden  Krei« 
ses  91^  {)XP)  in  der  Linie  gleicher  Potenzen,  welche  zu  den  drei 
Kreisen  gehurt,  die  ans  den  drei  äusseren  Aehnlicbkeitspunkten 
mit  den^aus  diesen  Punkten  an  den  berührenden  Kreis  Itl^  (IH^) 
gelegten  Tangenten,  also  aus  a,  ^  und  A^  mit  den  Uaibmessem 
oS',  %S^,  A^  gezogen  werden. 

Beweis.  Es  schneidet  sowohl  der  Kreis  o  wie  der  Kreis  % 
den  Kreis  Itt^  QXP)  rechtwinkelig  (§.  6.)>  daher  liegt  der  Mittel- 
punkt nt^  (JXP)  in  der  zu  den  Kreisen  a  und  %  gehörigen  Linie 
gleicher  'Potenzen  ($.  9.).  Ebenso  schneidet  sowohl  der  Kreis  %, 
als  auch  der  Kreis  A  den  Kreis  Dt^  QXP)  rechtwinkelig  (§.  6.),  da- 
her liegt  der  Mittelpunkt  VX^  iJXP)  auch  in  der  zu  den  Kreisen  % 
und  A  gehörigen  Linie  gleicher  Potenzen  (§.  9.)* 

Hieraus  folgt: 

1)  die  drei  Kreise  a,  ^,  A  haben  eine  gemeinschaftliche 
Linie  gleicher  Potenzen; 

2)  schneiden  sich  die  drei  Kreise  n,  S,  A,  so  schneiden 
sie  sich  in  denselben  Punkten  O  und  O'; 

3)  schneiden  sich  die  drei  Kreise  a,  %,  ^  nicht,  so  schnei- 
det sie  derjenige  Kreis  rechtwinkelig,  welcher  aus  irgend 
einem  Punkte  ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  an 
einen  von  ihnen  gelegten  Tangente  als  Halbmesser  ge- 
zogen wird. 


5.  12. 

BerQhrt  (Taf.  VI.)  ein  Kreis  VP  (ß*)  zwei  andere  Kreise  9t 
und  m  gleichartig  und  einen  dritten  Kreis  m  ungleichartig,  so 
liegt  der  Mittelpunkt  des  berührenden  Kreises  W^  (VH^)  in  der 
Linie  äquidifferenter  Potenzen,  welche  zu  den  zwei  Kreiden  ge- 
hurt, die  aus  den  beiden  jedesmal  zu  dem  ungleichartig  berührten 
Kreise  m  gehurigen,  inneren  Aehnlicbkeitspunkten  mit  den  aas 
diesen  Punkten  zu  dem  berührenden  Kreise  HP  (JXt*)  gelegten 
Balbsehnen,  also  aus  3  und  J  mit  den  Halbmessern  33"  und  JW 
gezogen  werden. 

Beweis.  Es  wird  sowohl  die  Peripherie  des  Kreises  3  als 
auch  die  des  Kreises  J  von  dem  Kreise  St'  (W*)  balbirt  ((•&)»  iabmt 
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Kegt  der  Mittelpankt  OP  QXi^)  in  der  zu  den  Kreisen  3  und  J  ge- 
burigen  Lioie  äquidifferenter  Potenzen  ($.  10.) »  welche  als  solche 
auf  der  zu  dem  ungleichartig  berührten  Kreise  m  gehörigen  inne- 
rtn  Aehnlichkeitsaze  aJS  senkrecht  steht. 


$.  13. 

BerObren  zwei  Kreise  W  und  St*  (Taf.  V.)  dr«  andere  Kreise 
9,  M  vnd  m  gleichartig,  nSmIich  )R'  die  drei  Kreise  von  aussen 
■ad  M*  die  drei  Kreise  von  innen,  so  wird  jeder  der  drei  Kreise 
fon  den  beiden  andern  in  zwei  Punkten  berührt,  und  betrachtet 
mh  die  gerade  Verbindungslinie  jeder  solcher  zwei  Punkte  als 
eiae  Polare  des  betreffenden  Kreises,  so  liegt  bekanntlich  der  die- 
str  Polare  zugehörige  Pol  in  der  äusseren  Achnlichkeitsaxe  a%A. 

Legt  man   nun  aus  jedem   der  drei  Pole,   z.  B.  aus  dem  zu 
der  Polare  9'IB^  des  Kreises  9)2  zugehörigen  Pole  $,  an  den  be- 
treffenden   Kreis  ^  eine  Tangente  $03'  (=  $03^)  und  beschre;ibt 
wX  derselben  als  Halbmesser  einen  Kreis,  so  werden  von  diesem 
licht  allein  der  berührte  Kreis  9R,   sondern  auch  der  berührende 
11^  (und  VP)  rechtwinkelig  geschnitten,  weil  der  Halbmesser  $S' 
(=r$9^  nicht  allein  Tangente  an  den  Kreis  9)2,  sondern  auch  an 
^ei  Kreis  M^  iJXP)  ist.    Dasselbe   findet  statt  für  die  Kreise  Jf 
■od  st,  wenn  man  aus  den,  in  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  nS/l 
^^enen,  zu  den  Polaren  B'B^  und  6'6*  der  Berührungspunkte 
/reborigen  Polen  P  und  p  mit  den  Tangenten  PB'  (=  PB^)  und 
fb'  (zzzpb^)  Kreise  beschreibt. 

Non  wird  aber  der  Kreis  Vtl^  (JXP)  auch  von  den  Kreisen  a,^,  A 
($.6.)  rechtwinkelig  geschnitten,  daher  schneidet  auch  Dt^  (HP) 
iie  seehs  Kreise  n,  QI,  ^4,  p,  $,  P  rechtwinkelig.  Diese  sechs 
Kreise  haben  daher  eine  und  dieselbe  Linie  gleicher  Potenzei 
md  die  Bemerkungen  des  §.  11.,  2)  und  3)  sind  auch  auf  die  drei 
Kreise  p,  $,  P  anwendbar. 

9.  14. 

Berühren  zwei  Kreise  2Yt^  und  Vit*  (Taf.  VI.)  zwei  andere  Kreise 
11  and  M  gleichartig,  nämlich  m'  die  beiden  Kreise  von  aussen 
«nd  jn*  die  beiden  Kreise  von  innen,  und  einen  dritten  Kreis  m 
«gleichartig,  nämlich  W^  denselben  von  innen  und  Itl^  von  aussen; 
so  wird  jeder  der  drei  Kreise  von  den  beiden  andern  in  zwei 
Punkten  berührt,  und  betrachtet  man  die  gerade  Verbindungslinie 
jeder  solcher  zwei  Punkte  als  eine  Polare  des  betreffenden  Krei^ 

ThmiX  XSIV.  i& 


518       Ker%:    Veber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  %n  beschreiben, 

B^s,  so  liegt  bekaontiich  der  dieser  Polare  zugehörige  Pol  in  der 
dem  ungleichartig  berShrten  Kreise  m  zugehörigen  ioneren  Aebn- 
lichkmtsaxe  aJ% 

Legt  man  nun  aus  jedem  der  drei  Pole,  z.  B.  aus  dem  zu 
der  Polare  S^S^  des  Kreises  SR  zugehörigen  Pol  $'»  an  den  be- 
treffenden Kreis  ^  eine  Tangente  ^'iB'  (=$'^4)  und  beschreibt 
mit  derselben  als  Halbmesser  einen  Kreis,  so  werden  von  diesem 
nicht  allein  der  berührte  Kreis  9S,  sondern  auch  der  berfihrende 
VP  (nt^)  rechtwinkelig  geschnitten,  ^eil  detf  üalhmeuMier  $'9' 
{=$'9^)  nicht  allein  Tangente  an  den  Kreis  Wi^  sondera  auch 
an  den  Kreis  HP  ()R^)  ist 

Dasselbe  findet  statt  för  die  Kreise  M  und  m,  wenn  man  aus 
den  Polen  P'  und  p'  mit  den  Tangenten  PB^  {^P'B*)  und 
p'A'  (zup'b*)  Kreise  beschreibt. 

Es  schneidet  also  der  Kreis  W  (M*)  die  Kreise  /i',  fP',  P' 
rechtwinkelig,  daher  haben  diese  drei  Kreise  eine  und  dieselbe 
Linie  gleicher  Potenzen,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses jn'  {W)  geht  und  auf  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  aJ^  senk- 
recht steht. 

Eis  geht  aber  auch  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  der 
Kreise  3  und  J  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  01^  OH*)  und 
steht  auf  o«/3  senkrecht  (§.  12.),  mithin  ist  die  Linie  äquidifferen- 
ter Potenzen  der  Kreise  3  und  J  die  Linie  gleicher  Potenzen  Aei 
Kreise  p',  5P',  P*. 

§.  15. 

Schneiden  sich  die  Kreise  a,  S,  ^  (Taf.  V.)  (§.  IL)  und  folg« 
Ueh  auch  die  Kreise  p,  ^,  P  (§.  13),  so  ist  jeder  der  drei  Mit- 
telpunkte p,  $,  P  ein  Punkt  der  Linie  gleicher  Potenzen  zu  jedem 
der  beiden  Schneidungspunkte  O',  Cy  und  dem  zugehörigen  Kreise 
m,  ^,  M;  denn  jeder  der  Kreise  p,  ^^  P  schneidet  den  zuge- 
hörigen Kreis  m,  Sfl,  M  rechtwinkelig  und  geht  durch  die  beiden 
Schneidungspunkte  (§.  13.). 

§.16. 

* 
Schneiden  sich  die  Kreise  a,  91,  /l  (§.  IL)  nicht,   und  folg- 
lich   auch    nicht    die    Kreise    p,  $,  P   (§.  13.),    so    ist   jeder 
der  drei  Mittelpunkte  p,  $,  P  ein  Punkt  der  Linie  gleicher  Po* 
teoaen  zu  demjenigen  Kreise,   welcher  ans  dem  Dorchadmitts« 
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pinkte  0  der  i^efueliDSchanncben  Linie  gleiolier  Potenzen  der  sechs 
Kreiae  md  der  äusseren  Aehnlidikeitsaxe  fj^A  als  Mittelpunkt 
ind  der  Ton  diesem  Mittelpunkt  an  einen  der  respektiTen  Kreise 
a,  9,  A  gezogenen  Tangente  als  Halbmesser  gesogen  ist,  und 
dem  zagehorigen  Kreise  m,  SR,  Bi\  denn  jeder  der  Kreise  p,  ^^  P 
•chneidet  den  zugehörigen  Kreis  m,  Wl,  M  und  den  also  gezoge- 
ace  Kreis  rechtwinkelig  (§.  Jl.  3))* 

§.  17. 

Beschreibt  man  ans  dem  Durchschnittspunkte  Q  (Taf.  VI.), 
ia  den  Kreisen  p' ,  $',  P*  (§.  14.)  angehurigen  Linie  gleicher 
Potenzen  Q,Qj^  und  der  inneren  Aehnlichkeih^axe  a«/3»  mit  QJJ" 
(=QB^  als  Haihmesser,  einen  Kreis;  so  halbirt  derselbe  be- 
bnntlich  die  Peripherien  der  Kreise  J  und  3f  (S*  1^0  und  seine 
Peripherie  wird,  weil  der  Mittelpunkt  Q  ein  Punkt  der  Linie  äqui« 
Wercnter  Potenzen  der  Kreise  J  und  3  Ist,  von  demjenigen  Kreise, 
(ie^^en  Mittelpunkt  in  derselben  Linie  liegt  und  u-elcher  die  Peri- 
pherien der  Kreise  J  und  3  halbirt,  also  von  dem  berührenden 
Kreise  M*  QXi*),  selbst  halbirt,  d.  h.  die  Durthschntttspunkte  Q* 
«^  Q*  der  Kreise  Q  und  W  OXt*)  liegen  in  der  in  dem  Mittel- 
ste Q  auf  der  Centralen  QXtt*  (Q»H)  errichteten  Senkrechten, 
^m  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  aJ%  Mithin  ist  auch  diese 
^ebarichkeitsaxe  selbst  eine  Linie  gleicher  Potenzen  der  Kreise 
0ad  ms  (ttl*).  Da  nun  die  Kreise  p',  qj',  P'  (§.  14.)  die  respek- 
1^  Kreise  m,f0l,  M  rechtwinkelig  sehneiden ,  so  schneiden  auch 
^kse  drei  Kreise  den  Kreis  Q  reehtu-inkelig  oder  die  Mittelpunkte 
^»  $',  P'  sind  Punkte  der  Linien  gleicher  Potenzen  des  Kreises 
QmiA  der  respektiven  Kreise  m,  9^,  M. 


$.  18. 

Ehe  \Tir  zor  Losung  der  gestellten  Aufgabe  Obergehen,  dOrfte 
M  noch  zweckroössig  erscheinen,  zur  Abkürzung  eine  Nomenkla- 
lir  eisiger  bisher  betrachteten  Linien  und  Punkte  einzuführen: 

1)  Ein  jeder  aus  den  drei  äusseren  Aehnlichkeit^pnnkten 
a,  91,  A  mit  einem  Halbmesser  nff',  M",  AW"  (ß.  II.) 
(gleich  der  mittleren  Proportionale  der  aus  dem  betrcf- 
fenden  äusseren  AehnÜcbkeitspunkt  an  beide  zugehörige 
Kreise  gelegten  Tangenten)  gezogene  Kreis  heisse  ein 
Süsserer   Aehnlichkeitskreis. 


2)   Ein  jeder  ans  den  drei  iBoereo  Aeknlickkettf  ponklen  t,  3,  J 

16« 
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mit  eioem  Halbmesser  iV .  Hl»",  Jl$'^  ({.  12.)  (gleich  der 
mittleren  Proportionale  der  aus  dem  betreffenden  innereo 
AebnÜchkeitspunkt  an  beide  zagebörige  Kreise  gelegten 
Tangenten)  gezogene  Kreis  beisse  ein  innerer  Aehn* 
licbkeitskreis. 

3)  Die  den  drei  äusseren  Aehnlichkeitskreisen  geroeinscbaft- 
liebe  Linie  gleicber  Potenzen  O'O"  (Taf.  V.)  beisse  äus- 
sere Axe. 

4)  Jede  zu  zwei  inneren  Aehnlichkeitskreisen  gehurige  Linie 
äquidifferenter  Potenzen  Q,Q„  (Taf.  VI.)  innere  Axe. 

5)  Der  Durchscbnittspunkt  O  (Taf.  V.)  der  Susseren  Axemitder 
Süsseren  Aebniichkeitsaxe beisse  Hauptpunkt  derSos- 
seren  Axe  oder  der  äusseren  Aebolicbkeitsaxe. 

6)  Jeder  Durebscbnittspnnkt  Q  (Taf.  VI.)  einer  inneren  Aie 
mit  der  zugehörigen  inneren  Aebniicbkeitsaxe  beisse 
Hauptpunkt  dieser  inneren  Axe  oder  dieserin- 
neren  Aebniicbkeitsaxe. 

7)  Der  aus  dem  Hauptpunkte  O  der  äusseren  Axe  O'O" 
(Taf.  V.)  beschriebene  Kreis »  dessen  Halbmesser  die  aus 
diesem  Hauptpunkte  zu  einem  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
kreise  gelegte  Halbsebne  oder  Tangente  ist,  beisse  Haapt- 
kreis  der  äusseren  Axe  oder  Hauptkreis  der 
äusseren  Aebniichkeitsaxe. 

8)  Jeder  ans  dem  Hauptpunkte  Q  einer  inneren  Axe  Q,Qg 
(Taf.  VI.)  beschriebene  Kreis,  dessen  Halbmesser  die  ge- 
rade Verbindungslinie  dieses  Hauptpunktes  mit  dem  End- 
punkte des  in  dem  Mittelpunkte  eines  zugehörigen  inneren 
Aebniicbkeitskreises  auf  die  betreffende  innere  Aebniicb- 
keitsaxe senkrecht  errichteten  Halbmessers  ist,  beisse  der 
Uauptkrels  dieser  inneren  Axe  oder  Hauptkreis 
dieser  inneren   Aebniicbkeitsaxe. 

9)  Beröbren  zwei  Kreise  drei  andere«  und  liegen  ihre  Mit- 
telpunkte in  einer  und  derselben  Axe,  so  beissen  sie 
conjugirte  Kreise,  die  Berührungspunkte  conjugirte 
Berührungspunkte  und  die  gerade  Verbindungslinie 
dieser  beisse  BerOhrungspolare. 

10)  Jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  Aebniichkeits- 
axe liegt  und  dessen  Peripherie  durch  zwei  conjugirte 
Beröhrungspunkte  geht,  durch  welchen  also  zwei  Berüh- 
rungspunkte bestimmt  werden  (§{.  13.  und  14.),  beisse  ein 
Bestimmungskreis  der  Berührungspunkte,  sein 
Mittelpunkt  Pol  der  Berfibrangspunkte. 
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9.  19. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  M,  Wt,  m  (Taf.  V.)  gegeben; 
■ao  soll  eioen  Kreis  M  bescbreibeo,  der  die  gegebenen  Kreise 
lleichartig  berührt. 

Aaflusung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaze  a^A% 

2)  die  äusseren  Aehnlicbkeitskreise  a»  %y  A,  welche  sich 
entweder  sehneiden  oder  nicht  schneiden.  Schneiden  sie 
sich,  HO  hat  man  in  der  geraden  Verbindungslinie  der 
Schneidungspnnkte  bereits  die  äussere  Axe;  schneiden 
sie  sich  nicht,  ho  ergiebt  sich  die  äussere  Axe  als  Linie 
gleicher  Potenzen  der  gezogenen  Aehnlicbkeitskreise. 

3)  Im  ersteren  Falle  suche  man  zu  einem  der  Durchschnitts- 
punkte  (y  (O'O  und  jedem  der  gegebenen  Kreise  M,  91,  m 
die  Linie  gleicher  Potenzen,  so  ergeben  sich  als  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linien  mit  der  äusseren  Aehnlich« 
keitsaxe  die  Pole  P,  $,  p  der  Berfihrungspunkte.  Im 
letzteren  Falle  lege  man  aus  dem  Hauptpunkte  der  äus- 
seren Aehnlichkeitsaxe  an  einen  äer  gezogenen  äusseren 

'  Aehnlicbkeitskreise  eine  Tangente,  beschreibe  mit  der 
selben  als  Halbmesser  aus  dem  Hauptpunkte  einen  Kreis» 
den  Hauptkreis  der  äusseren  Axe,  und  bestimme  zu  die- 
sem und  jedem  der  gegebenen  Kreise  M,  Wt,  m  die  Linie 
gleicher  Potenzen,  so  ergeben  sich  als  Durchschnitts- 
punkte dieser  Linien  mit  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe 
die  Pole  P,  $,  p  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  jedem  der  gefundenen  Pole  P,  ^,  p  beschreibe 
man  mit  einer  an  den  betreffenden  Kreis  M,  ÜR,  m  geleg- 
ten Tangente  als  Halbmesser  einen  Bestimmungskreis 
der  Berührungspunkte,  so  ergeben  sich  letztere  als  Durch* 
Schnittspunkte  beider  Kreise. 

Für  den  Kreis  P  ergeben  sich  die  BeHShmngspiinkte 
B'  und  B^,  für  $  ergeben  sich  8'  und  9^  und  för  p 
ergeben  sich  6'  und  6^,  und  von  diesen  geboren  S',  fß' 
und  6'  dem  Kreise  an,  welcher  die  gegebenen  von  aussen 
and  B^,  f8^,  ö^  dem  Kreise  an,  welcher  die  gegebenen 
Kreise  von  Innen  berührt. 

5)  Die  Mittelpunkte  M^  und  VP  erhält  man  durch  gerade 
Verblndong   der  erhaltenen    Berührungspunkte   mit  den 
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Mittelpankten  der  drei  gegebenen  Kreise.    Es  schneiden 
sich  nämlich  von  diesen  sechs  geraden  Verbind ungslinieo 
jedesmal  drei  zusammengehörige  in  einem  und  demselben 
'Punkte,  der  zagletch  ein  Punkt  der  äusseren  Aze  ist 


§.  20. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  iV»  9R,  m  (Taf.  VI.)  gegeben, 
n) an  soll  einen  Kreis  VA  beschreiben,  der  die  beiden  ersteren  Kreise 
m  und  9)^  gleichartig  und  den  dritten  Kreis  m  ungleichartig  berührt« 

AaflOsnng.    Man  bestimme: 

1)  die  zu  dem  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise  m  ge- 
hörige innere  Aehniicbkeitsaxe  ciJ3; 

2)  die  inneren  Aehnlichkeitskreise  J  und  3  nnd  zu  diesen 
ihre  Linie  äquidifferenter  Potenzen  oder  die  innere  Axe 
QiQu\  sodann  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlich- 
keitsaxe. 

3)  Zu  diesem  Hauptkreiso  der  inneren  Aehniicbkeitsaxe  und 
jedem  der  gegebenen  Kreise  M^  9)}/m  bestimme  man  die 
Linie  gleicher  Potenzen,  so  ergeben  sich  als  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linien  mit  der  inneren  Aehniicb- 
keitsaxe aJ'i  die  Pole  P'^^'^p'  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  jedem  der  gefundenen  Pole  P',  $',/>'  beschreibe 
man  mit  einer  an  den  betreffenden  Kreis  M^  SR,  m  ge- 
legten Tangente  als  Halbmesser  einen  Bestimmungskreis 
der  Berührungspunkte,  so  ergehen  sich  letztere  als 
Durchschnittspunkte  dieser  beiden  Kreise. 

Für  den  Kreis  P'  ergeben  sich  die  Berührungspunkte 
ß^  und  J5*,  für  $'  ergeben  sich  03»  und  93*  und  für  p' 
ergeben  sich  h^  und  ä*,  und  von  diesen  gehören  Ä^,  ^»,  b^ 
dem  Kreise  an,  welcher  M  nnd  9{  von  aussen  und  den 
Kreis  m  von  innen,  dagegen  -ß*,  S3*,  6*  dem  Kreise  an, 
welcher  die  Kreise  M  und  SR  von  innen  und  den  Kreis 
m  Ton  aussen  berührt* 

5)  Die  Mittelpunkte  IR'  und  JtT*  erhält  man  durch  gerade 
Verbindung  der  erhaltenen  Berührungspunkte  mit  den 
Mittelpunkten  der  drei  gegebenen  Kreise.  Es  schneiden 
sich  nämlich  von  diesen  sechs  geratlen  Verbindungslinien 
jedesmal  drei  zusammengehörige  in  einem  und  demsel- 
ben,  der  innlsreD  Axe  «Qgebörigen  Punkte. 
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8.  21 

Aaf  gleiche  Weise  (wie  in  §.  20.)  geschieht  die  AoflSsung, 
weoo  das  Verlangen  gestellt  wird»  die  Kreise  M  und  m  gleich« 
artig  ond  den  Kreis  aß  ungleichartig  oder  die  Kreise  ÜR  und  m 
gkichartig  und  den  Kreis  M  ungleichartig  zu  berühren. 


§.  22. 

Bei  der  in  §.  19.  gegebenen  Auflüsung  fär  gleichartige  BerGh- 
mg  dreier  Kreise  genögt  die  Bestimmung  von  nur  zwei  äu8sereD 
iLehnl ichkeitsk reisen ,  etwa  der  Kreise  a  und  %,  weil  sich  schon 
^cfa  zwei  solcher  Kreise  die  äussere  Axe  bestimmen  lässtt 

ElbeDso  genügt  die  Bestimmung  nur  eines  Poles  der  BerQh* 
niogspunkte,  etwa  des  Poles  $,  weil,  hat  man  die  zugehörigen 
zwei  conjugirten  Berührungspunkte  f&' ,  Sß^  gefunden,  die  übrigen 
Tier  sich  mit  Hülfe  des  §.  2«  leicht  linden  lassen. 

Man  verbinde  nämlich,  wenn  die  Berührungspunkte  93'  und 
V  bekannt  sind,  diese  Punkte  mit  dem  zugehörigen  äusseren 
Atknlichkeitspunkte  a,  so  schneidet  die  gerade  Verbindungslinie 
in  Kreis  M  in  den  Berührungspunkten  B'  und  B^  und  die  ge- 
rade Verbindungslinie  dieser  Berührungspunkte  mit  dem  zu  M  und 
m  ^hörigen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  S  schneidet  den  Kreis 
■  in  den  Berührungspunkten  b'  und  b^. 

Man  macht  hiervon  mit  Vorthcil  Anwendung,  wenn  die  Be- 
rührungspole,  wie  P  undp  (Taf.  V.),  über  die  Grenze  des  Papiers 
hioaosfallen. 

J.  23. 

Auch  bei  ungleichartiger  Berührung  (Taf.  VI.)  genügt  die  Be- 
stimmung nur  eines  Poles  der  Berührungspunkte  (vergleiche  §.  22.), 
weil,  hat  man  zwei  conjugirte  Berührungspunkte  gefunden,  die 
übrigen  vier  sich  nUt  Hülfe  des  §.  4.  leicht  ergeben. 


§.  24. 

Hat  man,  sowohl  ftir  gleichartige,  als  ungleichartige  Beruh« 
nmg,  swei  conjugirte  Berührungspunkte  gefunden,  so  ergeben  sich 
•neb  4ie  Mittelpunkte  der  conjugirten  Berührungskreise  alsbald» 
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wenn  man  die  gefundenen  Beriibrungspnnkte  mit  dem  Mittelpunkte 
des  zugehörigen  Kreises  durch  gerade  Linien  verbindet  und  diese 
verlängert  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  mit  der  zugehörigen  äusse- 
ren oder  inneren  Axe. 

Von  den  in  diesem  und  den  beiden  vorhergehenden  Paragra- 
phen erwähnten  Abkürzungen  wollen  wir  bei  der  Auflösung  nach- 
folgender Aufgaben  Gebrauch   machen. 

§.  25. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  3R,  jlf  und  m  (Taf.  VII.) t  deren 
Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gegeben;  man  soll  einen 
Kreis  VI  beschreiben»    der  die  drei  gegebenen  gleichartig  berührt. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  [iusscre  Aehnlichkeitsaze.  Dieselbe  ßllt  in  xorWe- 
gendem  Falle  ganz  mit  der  Richtung  der  in  Einer  Linie 
liegenden,  den  gegebenen  Kreisen  zugehörigen  Centra- 
len zusammen,  und  es  genCIgt  die  Bestimmung  von  zwei 
äusseren  Aehnlichkeitspunkten  a  und  9. 

2)  Zu  den  Tangenten  a%'  und  aT ,  sowie  zu  ^V  und  97^ 
suche  man  die  mittleren  Proportionalen  aZ'  und  ^2l(P  und 
beschreibe  mit  denselben  als  Halbmesser  die  äusseren 
Aehnlichkeitskreise  a  und  '21. 

Diese  Aufgabe  unterscheidet  sich  nun  von  der  in  {.  19. 
gestellten,  auf  Taf.  V.  bezöglichen  Aufgabe  dadurch »  dass 
sich  dort  die  beiden  Aehnlichkeitskreise  schneiden,  hier 
nicht. 

3)  Zu  den  beiden  Aehnlichkeitskreisen  suche  man  die  Lioie 
gleicher  Potenzen,  d.i.  die  äussere  Axe  0,0^^  lege  von 
Ihrem  Hauptpunkte  O  eine  Tangente  OO'  an  einen  der 
Aehnlichkeitskreise  und  beschreibe  mit  derselben  einen 
Kreis,  nämlich  den  Hauptkreis  der  äusseren  Axe  (§.  11.3)). 

4)  Zu  diesem  Hauptkreise  O  und  einem  der  gegebenen 
Kreise,  etwa  dem  Kreise  9^,  suche  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  resp.  deren  Durchschnitt  $  mit  der  äusseren 
Aehnlichkeitsaxe,  so  hat  man  den  Berührungspol  $  filr 
diesen  Kreis  9^^  und  die  von  diesem  Pol  an  den  Kreis 
SR  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann  zwei  conjugirte 
BerOhrungspunkte  f&'  und  SB'. 

5)  Man  verbinde  jeden  der  BerOhrnngspunkte  mit  dem  Mit- 
telpunkte 9S  und  verlängere   die   VerbindungsUnien   bis 
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öie  fiiMwere  Axe  0^€>^  in  den  Punkten  91^  «nd  St*»  d.  i. 
in  den  Mittelpunkten  derjenigen  Kreiiie  geschnitten  wird, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

6)  Die  zwei  Paar  andere  Berdbrungspunkte  B'  und  B^^ 
imwie  V  und  ^*»  ergeben  gicfa  dann  durch  die  Verbindung 
der  gefundenen  Mittelpunkte  91^  und  VP  mit  den  Mittel- 
punkten der  gegebenen  Kreise  M  und  m. 

§.  26. 

t 

A  u  f  g  ah  e.    Es  sind  drei  Kreise  m »  ü  und  9R  (Taf.  VIII.) ,  deren 
Kttefpunkte  in   einer  geraden  Linie  liegen,   gegeben;    man  söB 
ttun  Kreis  XX  beschreiben,  der  zwei  der  gegebenen  Kreise,  etwa  ' 
Jfand  9^,   gleichartig  und  den  dritten  Kreis,   also  m,  ungleich- 
artig herfihrt. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

I)  die  dem  ungleichartig  zu  berührenden  Kreise  zugehörige 
innere  Aehnlichkeitsaxe  und  es  genügt  die  Bestimmung 
der  inneren  Aehnlichkeitspunkte  3  und  J. 

%  Zu  den  Tangenten  7®'  und  Jg" y  sowie  zu  3^'  und3C 
suche  man  die  mittleren  Proportionalen  JV  und  %V"  und 
beschreibe  mit  denselben  als  Halbmessern  die  inneren 
Aehnlicbkeitskreise  J  und  3* 

3)  Zu  diesen  beiden  Aehnlichkeitskreisen  suche  man  die 
Linie  fiquidifferenter  Potenzen,  d.  L  die  innere  Axe  QiQ„% 
und  beschreibe  ans  ihrem  Hauptpunkte  Q  mit  Q]$^  (=Q]$'^ 
[nSmIich  mit  der  geraden  Verbindungslinie  des  Haupt- 
punktes Q  und  des  Endpunktes  V  (15"')  des  auf  der  in- 
neren Aehnlichkeitsaxe  senkrecht  stehenden  Halbmessers 
des  inneren  Aehnlichkeitskreises  J  (3)]  als  Halbmesser 
einen  Kreis,  d.  h.  den  Hauptkreis  der  inneren  Axe. 

4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreise» 
etwa  dem  Kreise  M,  suche  man  die  Linie  gleicher  Po- 
tenzen, resp.  deren  Dnrchschnittspunkt  P'  mit  der  Inne- 
ren Aehnlichkeitsaxe  3«/>  so  hat  man  den  BerQhrungspol 
P'  für  diesen  Kreis  M.  Die  von  diesem  Pol  an  den 
Kreis  M  gelegten  Tangenten  bestimmen  dann  zwei  con- 
jugirte  Berührungspunkte  B^  und  B^. 

5)  Man  verbinde  jeden  der  Berührungspunkte  mit  dem  Mit- 
telpunkte M  und  verlängere  die  Verbindungslinien,  bis 
die  Innere  Axe  Q/Q^  in  den  Punkten  91*  und  W*,  i.  L 
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in  den  Mittielpankten  derjenigen  Kreise  gesclMiitteD  wird, 
welche  beide  der  Aufgabe  genügen. 

6)  Die  zwei  Paar  andere  Berfihrungspunkte  S9'  und  O^»  so 
wie  6'  und  6^,  ergeben  sieb  dann  durch  die  Verbindang 
der  gefundenen  Mitteipunicte  91'  und  Vt^  mit  den  Mittel- 
punkten der  gegebenen  Kreise  SR  und  m. 

* 

§.  27. 

Liegen  die  Mittelpunkte  M^  SR,  m  der  drei  gegelienen  Kreise 
nicht,  wie  in  Aufgabe  §§.  25.  und  26.,  in  einer  geraden  Linie,  so 
kann,  wenn  die  Auflösung  vollständig,  nämlich  die  BestininMing 
der  acht  Berührungskreise  erfolgen  soll ,  die  in  den  §§.  19.  und  20. 
gegebene  Auflösung  durch  folgenden  Satz  eine  Abkürzung  erleiden. 

§.28. 

Sämmtliche  vier  Axen ,  nämlidi  die  äussere  Axe  und  die  drd 
inneren  Axen,  sehneiden  sich  in  einem  Punkte  und  zwar  in  dem 
Potenccentruro  der  drei  gegebenen  Kreise« 

Um  diese  Behauptung  einzusehen,  nehme  man  in  Betracht, 
dass  jedesmal  zwei  conjugirte  Berührungspunkte  mit  dem  Potenz- 
eentrum  in  einer  geraden  Linie  liegen«  Man  verbinde  nun  zwei 
conjugirte  Berührungspunkte,  etwa  8'  und  ^^  (Taf.  V.),  mit  dem 
Potenzcentruni  (£  durch  eine  Gerade  und  verlängere  sie  bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  fB  des  Kreises  HP;  alsdann  verbinde  man  8 
mit  m^,  99'  mit  JUS  £  mit  nt^  und  (£  mit  JXP-,  so  ist: 


W. 

np®«a=:iipa«© 

und 

W. 

2»iö'S9*=SW992J8' 

Es  ist  aber 

w. 

jj|23sB2q9  -:  «w^aqj/ 

daher  auch 

w. 

nP»x8«  =  3R©'«« 

also 

wfb'  II  nr^. 

Da  aber  diese  Parallelen  Jlf^9'  und  JIPIB  die  in  entgegenge- 
setzter Richtung  liegenden  Halbmesser  zweier  Kreise  91^  und  Dt* 
sind,  so  liegt  bekanntlich  auch  in  der  Verbindungslinie  9'®  ihrer 
Endpunkte  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  dieser  Kreise  JH^  und  St*. 

Verßlhrt  man  ebenso  mit  einem  anderen  Paare  conjugirter 
Berührungspunkte,  etwa  mit  b'  und  Ifl  des  Kreises  m,  verbindet 
sie  nämlich  mit  dem  Potenzcentrum  (f  durch  eine  Gerade  and 
TsrKngert  diese,  bis  Ol*  in  6  geschnitten  wird  et^;    so  ergiebt 
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Au%  der  infictre  Aehollebkeiteponkt  der  KreiM  IB^  und  HP 
Mch  in  der  Geraden  b'b  liege;  mithin  liegt  der  innere  Aebniich* 
l[ä(«punbt  beider  eonjagirten  Kreise  in  dem  Dnrcbscbnitte  der 
Linien  8'IB  und  &'b. 

E»  lart  aber  dieser  Üurchschnitt  das  Potenzcentnim  €  der  Kreise 
M,  SR  und  tu;  daber  ist  aueb  das  Potenzcentrum  (f  dieser  drei 
Kreise  ziigleicb  der  innere  Aehnlicbkeitspunkt  der  beiden  conjn- 
^en  Kreise  TXt^  und  JXt^,  welcbe  sie  gleichartig  berSbren,  und 
^e  gezoi^enen  Linien  JXi^i  und  VPi  fallen  in  eine  Richtung  zu- 
sinnieD,  d.  h.  das  Potenzcentrum  £  ist  ein  Punkt  der  äusseren  Axe. 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich  bei  ungleichartiger  BerOhrung 
(Tif.  VI.),  dass  das  Potenzcentuun  £  auch  der  innere  Aebnlich* 
^ponkt  der  beiden  conjugirten  Kreise  91'  und  m^,  also  ein  Punkt 
fe  zu  dem  ungleichartig  berührten  Kreise  m  gehurigen  inneren 
iie  ist.  Und  ebenso  ergiebt  sich,  dass  das  Potenzcentrum  £  auch 
eio  Ponkt  derjenigen  inneren  Axen  ist,  die  den  ungleichartig  be- 
ribrteo  Kreisen  ^  und  M  angehören. 

Das  Potenzcentrum  £  ist  mitbin  der  innere  Aehnlicbkeitspunkt 
lavier  Paar  conjugirter  Berübrungskreise,  d.  h.  ein  Punkt  der 
^  Axen  und  daber  ein  gemeinschaftlicher  Durchficbnittspunkt 
fcrselben. 

§.29. 

Liegen  daber  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kreise 
i'cfat  in  einer  geraden  Linie ,  so  kann  man  auch  zur  Bestimmung 
°^  Axen  das  Potenzcentrum  aufsuchen  und  von  diesem  auf  die 
bezfigüchen  Aebnlich keitsaxen  Senkrechte  ßillen. 

FOr  solche  Falle  kann  dieses  Verfahren ,  namentlich  wenn  es 
*'>ch  um  Bestimmung  sämmtlicher  acht  Berubrungskreise  handelt, 
^t  Abkürzung  gelten,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  gege- 
ben Auflösung  lur  jede  Lage  der  Mittelpunkte. 

§.  30. 

Das  in  den  §§.  25.  und  26.  in  Bezog  auf  die  Berührung  dreier 
Kreise  gegebene  Verfahren  ist  nicht  allein  allgemein  in  Bezug 
^f  die  Lage  der  Mittelpunkte,  sondern  auch  in  Bezug  auf  die 
Grusse  der  Halbmesser  der  gegebenen  drei  Kreise,  n&mlicb  auch 
1^  dann  anwendbar,  wenn  die  Halbmesser  derselben  unendlich 
i'QM  oder  unendlich  klein  werden,  d.  h.  die  gegebenen  Kteisa 
^  gerade  Uoieo  oder  in  Punkte  übergehen. 
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INi  indessen  die  aligemeine  AoflOsang  sich  aaf  BesthnmaDg 
der  Aehnliclilceitsaxen,  der  Aehnlichlceitskreise,  der  Linien  gleicher 
Potenzen  etc.  gründet ,  so  soll  nunmehr  untersucht  werden ,  welche 
Lage  diese  verschiedenen  Linien  einnehmen,  wann  die  Halbmes- 
ser der  drei  gegebenen  Kreise  zum  Theil  oder  alle  uneDdlicb 
gross  oder  unendlich  klein  werden. 

(Die  xweite  Abtbeilong  dieser  Abbandl.  folgt  in  eiDem  der  nächften  Hefte.) 


XVI. 

Ueber   die   elementare   BerechnuDg    der    briggiscbeo 

Logarithmen. 

Von 

Herrn  Joh,   Bapt  Sturm, 
geprfiftem  Lehramts -Candidaten  xa  Rottenbarg  in  Nieder-BaitrH' 


Bekanntlich  stützt  sich  die  elementare  Berechnung  der  briggi' 
sehen  Logarithmen  auf  den  Satz:  „Wenn  C  die  mittlere  georoe- 
trische  Proportionale  von  A  und  B  ist,  so  ist  Log.C  die  mittlere 
arithmetische  Proportionalzahl  zu  den  Logarithmen  von  A  und  B» 
Das  geometrische  Mittel  aus  zwei  Zahlen  ist  nämlich  immer  kl^'' 
ner  als  wie  diese «  und  dadurch  ist  es  möglich,  jede  beliebige 
Zahl  als  die  GrSnze  anzusehen,  der  man  sich  immer  mehr  Düberti 
je  mehr  man  die  Operation  des  geometrischen,  Mittels  fort^etit. 
In  dem  Lehrhuche  der  Zahlenlehre  und  Algebra  von  J.  B.  Weigi» 
das  ich  Tor  mir  habe,  ist  auf  diesem  Wege  der  brigglwhe  Log»' 
rithmus  von  3  berechnet,  wobei  27  Mal  das  geometri«cbe  Mit^l 
gesucht  und  am  Schlüsse  mit  Recht  die  Bemerkung  hinzageiog< 
vrird :  „  Aus  dieser  Berechnung  mag  man  sich  einen  Begriff  y^ 
der  unendlichen  MQhe  machen ,  welche  die  Erfinder  der  Logintr 
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t 

neo  iiatten»  um  die  Logaritbnieii  für  alle  Zahlen  zu  finden.'' 
Diese  fast  ungehenre  Schwierigkeit  in  der  Auarechniing  der  Lo» 
farithmen  auf  besagtem  Wege  verschwindet  jedoch  zum  grossen 
Tbeile,  wenn  man  die  äussere  Form  des  Verfahrens  niodifizirt 
dadurch,  das«  man  systematischer  zu  Werke  geht.  Analysirt 
DtD  nämlich  dieses  Verfahren ^  so  läuft  es  dem  Wesen  nach  auf 
nickts  anderes  hinaus,  als  den  briggischen  Logarithmus  einer 
Zibl  in  der  Form  eines  systematischen  Bruches  darzustellen,  des- 
iM  Basis  die  Zahl  2  ist.  In  mathematischer  Zeichensprache  aus- 
gedrdckt,  lautet  dieses  so: 


Log.a:  =  a +  25  + 2^+25;  +  *  ••• 


JOi 


a:  =  10«.10a".10^.10*^.... 


wodurch  x  eine  beliebige  Zahl,  durch  a  die  Kennziffer  und  durch 
^Bnichreihe,  in  welcher  selbstredend  a,  /3,  /....  der  GrSssa 
tteh  zDDehmende  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  jedes  Glied  gros* 
^  als  die  Summe  aller  nachfolgenden  ist,  die  Mantisse  des  Lo- 
|i>iAmos  Torgestellt  wird.  Hieraus  ersieht  man  aber  auf  der 
^^)  dass  es  bei  der  Berechnung  der  briggiscben  Logarithmen 
^a  Ginde  blos  darauf  ankommt,   für  die  Potenzen : 

»     ^     -     - 
10»,  10» ,  10»',  10»*. 


•  • .  • 


^Werthe  zu  finden,    was  sehr  leicht  durch  fortgesetztes  Qua- 

^itwnrtelausziehen  geschehen  kann.    Ich  habe  nun  vor  Kurzem 

1 

^Kse  Werthe  bis  auf  den  von  10^'  einschliesslich  berechnet  und 
i^tr  in  10  Dezimalen,  und  theile  sie  hier  in  einer  Tafel  *)  mit, 
vobei  ich  jedoch  nicht 'gut  stehen  kann,  ob  nicht  hie  und  da  die 
'^tate  Ziffer  fehlerhaft  ist  Das  Prinzip  der  Rechnung  war  näm- 
uch  folgendes.  Bezeichnet  a  irgend  einen  durch  Quadratwurzel* 
^Quiehen  erhaltenen  Werth  in  10  Dezimalen,  so  kann  der  wahre 

Werth  durch  (a  +  /3)  ausgedrflckt  werden,  wo  /?<  y^  ist    Zieht 

°i^  oun  aufs  Neue  aus  («+/})  die  Quadratwurzel  aus,  so  kann 
^>^^*  da  ß  unbekannt  ist,  nur  dadurch  geschehen,  dass  man  auä 
>die  Quadratwurzel  zieht;  man  begeht  dabei  wohl  einen  Fehler^ 
^ia  es  ist  leicht  zu  bestimmen,   auf  die  wievielte  Dezimalstelle 

*)  8iehe  tm  Ende. 
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▼on  V«  er  einen  Einflass  habe.    Bezeichnet  man  nämlich  diesen 
Fehler  durch  2//*  so  ist» 


und 


oder 


V(a  +  /3)  =  Va  +  // 


^/  =  V(«+/J)-V« 


-iL  ß 


^=' 


V(a+/J)  +  Va' 


Da  nun  /?<  jqIö  vLud  immer  V(a  +  /3)+V«>2  ist,    so  hat  man 

offenbar  aacb: 

l 


^< 


lü»o 


Der  Werth  von  J  hat  also  einen  Einfluss  nur  anf^die  Ute  Dezi- 
malstelle des  Werthes  Ton  Va,  wenn  dieser  in  10  DeoEimalen  be* 
rechnet  wird,  wobei  es  sich  nun  ereignen  kann,  dass  durch  eben 
diesen    Einfluss  auch  die  lOte  Dezimale  von  Va  verändert  wird. 

Ueber  die  Anwendung  der  Tafel  selbst  habe  ich  nur  Folgen* 
des  zu  bemerken.  Wollte  man  z.  B.  den  briggischen  Logarithmus 
von  5  berechnen,  so  ist  das  Verfahren,  das  sieb  in  allen  Füllen 
gleich  bleibt,  einfach  dieses. 

Da 

L      1      1 
I)  ö  =  10«.10*".10^.102^... 


sein  soll,  so  ist  vor  Allem  klar,  dass  a=^0  ist;  nnn  suche 
in  der  Tafel  in  der  Reihe  B.  jenen  Werth,  welcher  kleiner  als 
die  Zahl  5  ist,  aber  dieser  am  nächsten  kommt;  er  ist  3,1622776604, 
und  ihm  entspricht  in  der  Keihe  A.  der  Werth  üf=:l;  mit  jetiem 
in  der  Reibe  B.  gefundenen  Werthe  dividire  man  hierauf  in  5  (der 
Quotua  sei  =7),  wodurch  die  Gleichung  I)  übergeht  in  diese: 

L      JL 
H)  9  =  10^.10*^... 

Auf  diese  Gleichung  kann  man  das  so  eben  gebrauchte  Ver- 
fahren neuerdings  anwenden,  und  dadurch  ß  finden.  Auf  diese 
Weise  fahrt  man  fort,  bis  man  endlich  auf  einen  Quotienten  kSmmf» 
der  kleiner  als  der  kleinste  in  den  Tafeln  ist;  die  Rechnung  wird 
jetzt  abgebrochen,  da  der  Logarithmus  von  5  bereits  in  10  Dezi- 
malen bestimmt  ist.  Dieser  ist,  wie  von  selbst  emleuchtet,  durch 
die  Gleichang: 
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lieben,  da  a,  /},  y....  durch  die  im  Vorigen  angegebene  Ope- 
nüoD  bestimmt  worden  sind, 

F0r  die  wirkliche  AusfQhruog  der  Divisionen  ist  aber  noch 
Ugeodes  Raisonneroent  nothwendig.  Werden  zwei  beliebige  Zahl- 
^be,  Ton  denen  der  eine  durch  den  andern  dividirt  werden  soll, 
od  die  in  10  Dezimalen  gegeben  sind,  durch  a  und  c/  bezeidi* 
oet,  so  sind  die  wahren' Wertbe  bezieUich  (a  +  /3)  und  (a'-|-/3'), 

wo  dann  ß  und  ß'  kleiner  als  t^  sind.    Der  Fehler,    den  man 

bti  der  Division  dadurch  begeht,  dass  statt  der  wahren  Werthe 
(>|j^  und  {af  -{-ß')  die  nur  bis  anf  10  Dezimalen  berechneten  a 
iid c/ genommen  werden,   ist  nun  durch  die  Gleichung: 

«  +  /*       «  ,    . 


a'+ß''^a* 

gcf^ben,  wo  ^  den  eben  erwähnten  Fehler  bezeichnet     Hieraus 
^bt  sich: 

a'ß  -  aß' 


J  = 


a'(a'+^')* 


Dt  a  und  a'  weder  gleich  noch  grösser  als  10  sind,    so  wird 
JeJef  der  Produkte  a'ß  und  aß',   also  auch  der  absolute  Werth 

fo  Differenz  (a'ß— aß'),  den  Werth  von  jp^  niemals  überschrei- 
en, woraus  folgt,  dass  der  Fehler  J  immer  kleiner  ist  als  ttjtö» 
iiidem  nämlich  das  Produkt  a!{a'-\rß')  immer  grosser  als  1  ist. 

Aas  Vorstehendem  ist  klar,    dass  die  Berechnung  der  briggi- 
sehen  Logarithmen  für  alle  Zahlen  in  10  Dezimalen  sich  zurück* 

Glhren  lässt  auf  33  in  der  Form  von  n^    sich    darstellende   Loga- 

HAmen.  Die  Anzahl  der  Divisionen  ist  im  allerungü'nstigsten  Falle 
l(»chstens  33.  Eni  geübter  Rechner  dürfte  auf  diesem  Wege  nun 
nicht  viel  langsamer  das  Ziel  erreichen,  als  auf  dem,  welchen  die 
Analysis  gibt,  wo  man  von  langen  Rechnongen  gerade  auch  nicht 
frei  ist,  und  die  briggischen  Logarithmen  nur  mittelbar  findet  in- 
iofeme,  als  sie  nur  die  natürlichen  direkt  gibt,  ans  denen  erst 
^arch  eine  Multiplikation  mit  dem  Modulus  die  briggischen  gewon- 
^^  werden.  Unstreitig  ist  aber  der  Berechnung  durch  Reihen, 
welche  die  Analysis  gibt,  vorzuziehen  jene  Art,  die  der  vorigen 
^luiUch  Ist  and  darin  besteht,  dass  zuerst  die  Potenzen: 


tS3  Sturm:  üeber  die  eiemeni.  Bereekn.  der  briogitchen  Lofforithmen. 


10*%     10*%      10*%.... 
10*^,    10^^,    10*^,.... 

1  a  » 

IQiooo^   JQiooo^   10'*»%.... 

U.      8.      f. 


berechnet  werden,    deren   Anzahl  81  Ist,    wenn   zehndezimalige 
Logarithmen  gefordert  sind. 


1 
10» 


10» 


1 


10« 
10»' 
10«^ 


10» 


l 

"5 


10« 
1 

10** 


1 

1 


10» 
10» 
10» 
10» 


1 


10» 


10» 


1_ 

10 

11 

1_ 

la 

18 

1_ 

14 


10» 


1_ 

Ift 


10» 
10» 


1__ 

1« 

IT 


B 


3,1622776604 
1,7782794140 
1,3335214336 
1,1547819853 
1,0746078286 
1,0366329285 
l,01815ir2I7 
1,0090350448 
1,0045073642 
1,0022511482 

1,0011249413 
1,0005623125 
1,0002811167 
1,0001405484 
1,0000702717 
1,0000351352 
1.0000175674 


A 


B 


0» 


0» 
0« 
0» 
0» 


la 
1_ 

1 
"äö 

1 

11 

1_ 

•t* 


0» 
0» 
0» 
0» 


S4 


0» 


0» 


1_ 


0» 
0« 
0» 


0» 
0» 


1_ 

1* 

1_ 

1_ 

1 
•  * 


1 
•  a 


1 
1 
1 
1 

1 
I 
I 
1 
1 

1, 
1 
1 
1, 
1, 
I 


0000087836 
0000043917 
0000021958 
0000010978 


I   III 


2743 
0000001371 
0000000685 
0000000342 
0000000170 


iiiiiiiii: 


0000000041 


iiif  iii(/;i 


iiif  i:i  II. 


O0U00000O4 

1 
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xvn. 

Miscellen. 


Von    dem    Heraatgeber. 

Aufgabe. 

Die  Lage  eines  gegebenen  Dreiecks  ABC,  dessen 
den  Winkeln  A,  B,  C  gegenüberstehende  Seiten,  wie 
gewuhnlich,  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden  sollen, 
gegen  eine  gegebene  Ebene  so  zu  bestimmen,  dass 
seine  Projection  auf  dieser  Ebene  ein  gleichseitiges 
Dreieck    ist. 

Auflösung. 

übn  lege  die  Spitze  C  des  Dreiecks  ABC  in  die  Projections« 
^e  Dnd  l^ezeicbne  die  Neigungswinkel  der  Seiten  az=zBC  und 
^^CA  ge^en  die  Projectionsebene,  indem  man  diese  Winkel 
absolut  nicht  grosser  als  90^,  aber  positiv  oder  negativ  nimmt, 
jenadidem  die  entsprechenden  Seiten  über  oder  unter  der  Projec- 
tioDsebene  liegen,  respective  durch  q>  und  i/;;  so  hat  man  nach 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  zunächst  offenbar  die  Gleichung 

1)  a  cos  9  =  6  cos  tf;. 

Ferner  aber  hat  man  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Tri- 
gODometrie  die  Gleichung 


cos  C-^cos  (900--<p)cos(900-i>;)  .s^oao     i     * 
^l^(66o,y),Sn(90o-^) =  co860o=sin300==i. 


lifo 


cos  C — sin  y  sin  i^ ^ 

cosgccosif;  '* 

odtr 

2)  cos  C=  sin  tp  sin  tf;  -f  9  cos  q>  cos  ^. 

Aus  der  Glelchaog  1)  erhält  man: 

Tktll  XXIV.  10 


* 
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also,  wenn  man  dies  in  die  Gieicbung  2)  einföhrt  und  dann  sin^ 
bestimmt : 

.^  .  26  cos  C—a  cos©* 

4)  sin  ^  = ST—: ^- . 

'  ^  26  sin  9 

Folglich  bat  man  nach  3)  und  4)  zar  Bestimmung  von  q>  die  Gleichoog : 

(26  cos  (7—  g  cos  y*)^     a*co8  9*__ 
^^  46»sin9>9  +       ^      -  * 

oder 

6)  (26cos  C— acos9)«  +  4iiVmg)«cos9«=46Vmg)*, 
die  man  nach  leichter  Entwickelung  auf  die  Form 

^  ^     4(a«  +  6«— «6cosC)         ^         46«   .    ^ 

7)  cos<p^ — — ^ ö"-2 cos9*=— g-jSinC^ 

bringt    LOst  man  diese  Gleichung  wie  eine  quadratische  Gieicbung 
auf,  80  erhält  man  zuvorderst  sehr  leicht: 

,         ^     2(aa-f6*-fl6cosC),, 
{ cos  tp^ 3^ä 1* 

___  4{fl^  +  6^— a*6^— 2fl6(a*+  6*)cos  C+4a*6^co8C«> 

oder»   weil 

2a6cosC=a«+6«  — c« 
ist,  wie  man  leicht  findet: 

,         -     a^+6a+cV     4(g*+6*+c*-a»6«--6^«--c«a«) 

also: 

8)  co8g)"= g^j^ . 

Weil  aber 

(o«-6«)«+(6*— c«)«+(c»-a«)«=2(a4+6«+c*— a26«-.6V-c\i«) 
kt,  so  kann  man  vorstehende  Formel  auch  schreiben: 

ox  ...  ,     fl^-|-&Hc^J:V2|(a^~6«)«+(6«~c*)H(c^-<i^J>> 
v;  cosy  —  ^ 3q^        » 

woraus  lugleich  erhellet,   dass  die  WurzelgrOsse  immer  reell  ist. 
Weil  das  Product 
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X|a«  +  6«  +  c«— 2Vc*  +  6*  +  c*— 0*6«— 6«c*— c^a^^l 

=3(2a«Ä«  +  26«c« + 2cV—  a*—  6*— c*) 
vnd 

.  4a«6a~(a«-f  6^— cy     2a«6«+26V+2c«a«— a^-6^— c^ 

"^    ~"  4a26*  ""■  4S«P" 

also  obiges  Prodnct  =  12a*6*8inC^,  folglicb  stets  posititr  ist,  so 
haben  die  beiden  Werthe,  welche  die  Formel  8)  für  cos  9^  lie* 
fert,  immer  gleiche  Vorzeichen ;  und  da  nun  das  obere  Vorzeichen 
olkabar  immer  einen  positiven  Werth  liefert ,  so  liefert  auch  das 
«Btere  Zeichen  stets  einen  solchen  Werth,  und  die  Formel  8) 
oder  9)  liefert  daher  für  cos  9^  immer  zwei  positire  Werthe. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden 

«•+6*+c*— a«6«-6«c«-<y»a«=a«6«+6«c«  +  cV-4ii«6»sinC» 

ist,  so  kann  man  auch  setzen : 

i  

ww  *     a«+6«+c«i:2V^a«62+6acHc2a«-4a«*«sinC« 

Hl)      C0S9>»= g-5 . 

Weil  der  absolute  Werth  von  q>  nicht  grosser  als  90^  ist,  so 
utcwip  stets  positiv»  and  daher  nach  9): 

111                V|a«+6Hc*+ V  2l(a«-  6«)»+(6«-c«)H(c*-a«)«|| 
U)   cos9)= ^^^ , 

io  welcher  Formel  man  aber  <p  positiv  und  negativ  nehmen  kann. 
Hat  man  q>  mittelst  dieser  Formel  bestimmt,  so  ergiebt  sich  ^, 
ias  ebenfalls  seinem  absoluten  Werthe  nach  nicht  grosser  als  90^ 
lit,  aber  auch  positiv  und  negativ  sein  kann,  mittelst  der  For- 
mA  4),  nämlich  mittelst  der  Formel 

-^  ,  26cosC — aconqfl 

12)  sintl;= ttt-i ^» 

'  ^26  sin  (p 

•bne  alle  Zweideutigkeit,  indem  im  Gegentheil  die  Formel  3),  nämlicb 

a 

VS)  COSlffSTCOS^, 

es  mientschicden  lässt,  ob  man  t^  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  hat 

Zu  bemerken  ist  hierbei  nun  aber  noch  ganz  besonders,  dass, 
wenn  die  Berechnung  der  Winkel  9  und  if;  mittelst  der  Formeln 
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11)  iiod  12)  wirklich  mOglich  sein  soll,  die  Werthe,  welche  diese 
Formeln  lur  cos 9  und  sinif;  liefern ^  absolut  genoromeo,  die  Eiin- 
heit  nicht  übersteigen  dürfen. 

Wäre  nun 
so  wäre 


62^  c«— 2a«> 2  Va4  +  6*  +  c*— 026*— A^c«— c%», 

also  6*  +  c* — 2a*  positiv  ^  und  folglich 

(6«  +  c«— 2a2)2  >  4  (a*  +  6*  +  c*  —  a^Ä«—  6«c«— c«a«), 

woraus  sich,  wenn  man  die  Grossen  auf  beiden  Seiten  des  Zei- 
chens gehörig  entwiclielt  und  dann  aufhebt,  was  sich  aufheben 
lässt,   leicht  ergiebt: 

0>364  +  3c*-^662c«,   also  0>3(6a— c«)«, 
was  offenbar  ungereimt  ist.    Daher  ist  immer 

a«  +  6«+ c*  -  2  VV+ÄH-  c*  -  0*6«— ö^c^--  c^a^  <3a». 
also 

a^^b^  +  e«— 2  V^o*  +  6*  +  c*  -  a^^  -  6*c»  —  c^  ^, 
g-^ ^1 

oder 

g*  +  6^  +  c*  -  \^2  ( (g*— 6-^;*  +  (6*-  c«)*  +  (c*  -  a^f\  ^  ^ 

3^ä  <* 

Wäre  ferner 

a«+6a+ca+2V^g*  +  6*  +  c*— g«A«-6«c*— c2g«<3a« 
80  wäre 

6«  +  c«-2a«<— 2Va*  +  6*+c*— a«A2— 6M-c^«, 
also  6*  +  c*  — 2g*  negativ,  und 

2a«— 6«— c«>2iV^a*+Ä4  +  c*— a«Aa-6«ca— c^a«. 

folglich 

(2a«-6«— c«)«>4(a*+6*  +  c*— a2&«— 6«c«     <y»a«) 
oder 

(6«+c«-2a«)«>4(a*  +  6*+c*— a«6«— *«c«— c^a«), 

woraus  ganz  wie  vorher 
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0>36*  +  3c*— W«c«,   also  0>  3(6«— c»)* 
folgt,  was  wieder  ungereimt  ist.    Daher  ist  immer 

a«+Ä2+c*+2V^a*+6*+c*~a*62-"6«ca-c«aa>3a«, 
also 


3H5  >^ 

oder 

fl«  +  6«-fc«-f  V2|(a^— 6^)«+(6«— c^)^  +  (c«— o^^  , 

3ää  >*• 

Folglich  darf  man  nur  setzen: 


14)    €089= ^^ » 

Qsd  mittelst  dieser  Formel  lassen  sich  auch  immer  zwei  Werthe 
▼OQ  9  finden,  die»  absolut  gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  entge- 
gengesetzt sind. 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich: 


a              VI  a2+6«+c«-  V2{(o*-62)*+(62-c«)«+(c2-a«)«|) 
€ott=^cos9= j;^3 = * 

ireleher  Ausdruck  natdrlich  ganz  eben  so,  wie  vorher  der  Ausdruck 
V\a^  +  6«  +  c«—  V^2Ka*-62)*  +  (/>«  -  c«)*  +  (c«— a«)«ll 


aV3 

immer  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Also  ist! 

^€08  9« 

<1, 

und  weil 

nun  nach  5) 

also 

(26  cos  C  —  a  cos  9*)*      a^ 
46*sin9a           "*" 

'cos  9* 
6». 

=1, 


(26  cos  C—a  cos  9«)«     .      a«         , 
46^^^^ =l-gäC089^ 


ist  9  so  Ist  der  absolute  Wertb  tod 


26  cos  C — aco89* 
26  sin  9 
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«tets  kleiner  als  die  Einheit,   und  sinif;  daher  mittelst  der  For 
mel  12j  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmbar. 

Dass  ich  bei  der  vorhergehenden  kleinen  Untersuchung  die 
Fälle»  wo  eine  oder  die  andere  Grosse,  welche  kleiner  oder  gros- 
ser als  die  Einheit  ist  oder  sein  soll,  der  Einheit  auch  gleich 
sein  konnte,  der  Kurze  wegen  nicht  besonders  betrachtet  oder 
hervorgehoben  habe,  wird  man  mir  nicht  zum  Vorwurfe  macbeo, 
da  diese  Fälle  als  Gränzfälle  zu  betrachten  sind,  deren  Beurthei- 
lung  nach  den  obigen  allgemeinen  Formeln  einer  Schwierigkeit 
nie  unterliegen  kann. 

Weitere  Folgerungen  aus  den  obigen  Formeln  zu  ziehen, 
können  wir  fuglich  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  in  dieser 
Beziehung  daher  nur  noch  bemerken,  dass  nach  14) 

*      26  cos  C—a  cos  9* 


""^^-       2a6        ""*•""  Zi^ 

""  a  3a 

2(o2  +  6«-- 2c«)  +  V2 1 (g« - 6«)« -f  (6« — (Pf  +  (t^^ /i«)«} 
=  '  Ta  • 

also  nach  12): 

15) 

.  ^      2  (g»  -f  fe« —2c«)  -f  V2 1  (g« — &«)«  -»-  (&» — c«)«  ■{■{€*— d»)»  \ 

Slnw  SS ;»    7 — ; ' 

ist.    Auch  erhält  man  aus  14)  leicht: 

16) 

,     -     2g»-6«-c»+V2i(a«-6«)«  +  (6»-c«)'«  +  (ca-g«)«| 
8tD  ,)«= 3^5 


Voo   dem   Heran tgeber. 

Aufgabe. 

Zwischen  den  Schenkeln  AC  und  BC  des  Winkels 
C  eines  Dreiecks  ABC  die  kleinste  Linie  2u  sieben« 

welche,  von  der  Spitze  C  an  gerechnet,  —  des  gegebe« 
nen  Dreiecks  ABC  abschneidet 
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Auflösung. 
Die  gesuchte  Linie  sei  A'Bf  ^  so  dass 

^Ä'B'C^-^ABC 

^  n 

ist    Setzen  wir  J'C=a:,   B'C  =  y,   AB' ^z,   seist 

A^'ß'C=  J^rysinC; 
also,    weil 

^ÄBC=labs\uC 
iit,  nach  dem  Obigen: 

m    .       moA 
xyz=  —  ab  = • 

Ferner  ist 

X«  ==  a^  +  yÄ—S^y  cos  C, 
also,   weil 

mab 
^       nx 

wt,  wenn  man  diesen  Wertb  von  y  in  die  vorstehende  Gleichung 

«ofSkrt: 


**=«*  +  — «iir —  cos  C. 


Diferentiirt  man  nun  nach  x,  so  erhält  man. 


oder 


^   dz      ^        2wi«<i«6« 


«nd  weil  nun 


sein  mussy   so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

^ ;i5pr=^0  oder  j:*=-jj5- , 


woraus  ar 


=  V  ^  '^'^**    ^^^^  *^"^  Obigen  ist 
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mab        ,  4  fmab 

so  dass  folglich  s;  =  y,  das  Üreleck^i'^'C  also  ein,  seine  Spitze 
in  C  habendes  gleichschenkliges  Dreieck  ist. 

Es  fragt  sich  bloss  noch,  oh  wirklich  ein  Minimum  Statt 
findet.  Um  dies  zu  entscheiden,  müssen  wir  bekanntlich  den 
zweiten  Differentialquotienten  von  z  in  Bezug  auf  x  entwickelo. 
Differentiiren  wir  aber  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

dx  n^x^ 

Ton  Neuem,  so  erhalten  wir 

8^     fdzy  _    .  3m%«6« 

und  für  a:  =  V ist  also,    weil   für  diesen  Werth  von  s  der 

erste  Differentialquotient  bekanntlich  verschwindet: 

der  zweite  Differentialquotient  also  offenbar  positiv^    welches  die 
bekannte  Bedingung  des  Minimums  ist. 

Für  1^  erhält  man   leicht  nach   dem  Obigen: 
2«  =  2a?2(i — cos  C)  =  4a:«  sin  iC*, 


also 


=2a:sinJC  =  2Y  ^sinjC 


Druckfehler. 

Tbl.  XX.  S.  102.  hinter  y  in  der  ersten  Zeile,   also  am  Anfange  der 
xweiten  Zeile,  schalte  man  die  Worte  ein: 

„oder  nach  den  entgegengesetzten   Bichtangen.'* 

ThL  XX.  S.  105.  Z.  3.  t.  n.  muss  im  Nenner  de«  Brach«  ein  Wnnel- 
■eichen  gesetzt  werden,   nämlich: 
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Sor  le  monvement  d'an  corps  solide  antonr  de  son 
centre  de  gravit^,  Forsqo'on  suppose  que  ce  point  est 
fixe  par  rapport  ä  la  terre ,  et  entrain^  avec  eile  dans 

son  moavement  diurne. 

Par 
Monsieur  G.  F.  JV.  Baehr^ 

,  Docteor   ^t-ScieDcet  4   Groningae. 


Mt  Torigine  de  trois  axes  fixes  au  centre  O  (Planche  IX.  Fig.  1.) 
ocbterre,  que  nous  considererons  comme  une  sph^re 
parfaite  et  homogene;  et  Taxe  Oxi,  dirig^  du  centre  vers 
K  pdle  du  nord ,  coincidant  avec  faxe  de  la  rotation  diurne.  Pre- 
ooos  pour  le  plan  a:|Z|  le-meridlen  initial  du  point  P,  autour  du- 
<lQel  le  Corps  doit  tourner,  et  Taxe  02^  tellement  que  le  rayoo 
^«rrestre,  ou  la  verticale  OP  tombe  dans  Tangle  droit  entre  les 
^es  Oxi  et  Oz| ,  alors  la  direction  du  troisidme  axe  Oyi ,  situ^ 
^08  le  plan  de  l'^quateur,  sera  aussi  determin^e  en  convenant 
^nc  d*un  Systeme  rectangulaire  quelconque  les  axes  positif;«  serouft 
^QJnQrs  pris  tellement  qu'en  les  rangeant  par  ordre  alphabetique, 
«afoir  Ojt,  Oy^  Oz,  une  rotation  positive,  ou  de  gauche  ä  droile, 
l^ur  no  8pectateur  placä  dans  un  de  ces  axes,  les  pieds  appuy^s 
sur  le  plan  des  deux  autres»  am^ne  le  premier  sur  le  second,  le 
second  sur  le  troisi^me,  ou  le  troisi^me  sur  le  premier,  lorsque 
i angle  parcouru  est  un  angle  droit.  Par  la  rotation  de  la  terre 
i^e  Ozi  serait  am^nö  sur  Oyi,  aiosi  cette  rotation  est  negative 
par  rapport  ä  Taxe  Ox,. 

• 

Apris  cela,  menons  par  le  point  P  trois  axes  Px',  Py' ,  Px\ 
P^liles  aux  pr^e^dents;    ceux-si  formeront  ud  syst^roe  fixe  par 

Tktil  XXIV.  17 
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rapport  d  la  terre»  mais  mobile  avec  eile  dans  Tespace»  etd^igoant 
par  n  la  vitesse  angulaire  du  mouvement  diurne»  par  R  le  rayoD 
terrestre  OP,  par  ß  la  latitude  du  poInt  P,  ou  Fangle  SiOP,  doos 
aurons  apr^s  le  tenips  t: 

Xi  =  RS\nß  +  :r', 

yi  =:RCoaßS\nnt+y'  Coant+x'  Sinnt, 

Zi  zzzRCoaßCoBtit—y' Sinnt  +  z'Cosnt, 

ce  qui  donnera  pour 

^^  -  dfi  ^  dC^^  dt^' 

ou  le  carrö  de  la  vitesse  du  point,   dont  jr|,  yi,  Zi  sont  ies  coor- 
donn^es  absolues»  et  x' ,  y',  z'  les  coordonnees  relatives, 

^^     dx'^      dy'^  ^dz!^^^   ,  ,dy'        ,dz\ 

^^^^-^di^-^w+^^^^di-y'-di^     .^^^ 

+ 2nR  Cos/J.^'+n  V*+»'*) +•  •  +2n*Ä2'  Cos/3+n«fi«Co8«iJ  J 

Od  peut  ^crire  cette  expression  sous  la  forme  de  la  somme  de 
trois  carr^s,  savoir: 

mais  la  premiöre  forme  sera  plus  commode  pour  faire  les  Bvm' 
tutions  suivantes. 

Pour  plus  de  gän^raüt^  nous  prendrons  un  nouveau  sysU^^ 
d*axes  rectangulaires  Px,  Py,  Pi,  ^xe  par  rapport  a  la  terre  et 
qui  a  encore  le  point  P  pour  origine.  Si  (X,  A,',  l*^  Bowi  les  cosi- 
nus  des  angles  que  Taxe  des  x  fait  avec  ceux  des  x' ,  y'*  **  ^ 
(jÄ,  I*',  1*")  et  (v,  v',  v^)  eps  cosinus  pour  les  axes  des  y  et  des 
%,  OD  aura: 

x'=kx  +f*y  +V2, 

y'=k'x-h(i'y  +  v'z,  (  -...(?) 

oü  Ton  peat  donner  k  l,  /*,  v',  A'  etc.  des  valeurs  arbitraires,  fovx^ 
qu'elles  satisfassent  aux  six  relations  entre  les  neuf  cosious* 

SobstitiUDt  ces  TaiÄurs  dans  (1)  eile  devient 
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(3) 


-    ,.  dz       dl/     .      ^  cLr        dz^  ^     ,    dy        dx^. 

iWRCo8ß\X''x  +  iL"y  +  v''z\+n^R^Co&^ß.  ' 

GoDsid^rons  maintenant  le  Systeme  des  axes  principaux  dlnertie 
doctrps,  pasaant  par  le  point  P;  soient  l,  tj,  f^  les  coordonn^es 
pv  npport  k  ces  axes,  on  aura,  en  d^signant  par  (a,  a',  a"), 
(^,Vt  b"),  (c,  c',  c")  les  Cosinus  des  angles  que  ces  axes  fönt 
»m  ceux  des  or,  y,  2, 

x^al  -\-bri  +cf, 
y=a'|+6'i7  +  c'f, 

^  I)  1?»  {[  sont  des  constantes  par  rapport  ao  teiups,  tandis  que 
Im  t  entre  ces  neuf  quantites  variables  a,  a'»  a'^»  6>  etc.  les  rela- 
^m  connaes : 

ft«4.6'a+ft'^2  =  i,    i,e  +  oV  +  aV=0,  (      .    .    (4) 

OB 

a«  +6*  +c»  =1,    oa'  +66'   +cc'  =0,  j 
a'3i+6'2  +  c'«=l,    aa'' +  66"  +  cc'' =^0,  I    .    .    (6) 

a-rji  +  4'^a  +  c'/«=:l,    aV  +  6'6"  +  cV'=:0;  ) 
**€ncore 

a=6'c"  — c'6'',    a'  =  6"c-c"6,    a"=:6c'— c6',  \ 

6=c'a''— fl'c",    6'=:c"fl-fl^c,    6"=crt'  — ac',  (    .  .  (6) 

c=a'6"— 6'fl",    c'  =  a''6-6''o,   c"=:a6'-6a'.  ) 

Pour  r^duire  les  variables  k  leur  plus  petit  nombre,  seit  if; 
langle  que  la  trace  du  plan  |t;  snr  le  plan  xy  fait  avec  Taxe  des 
*\  6  rinclinaitunn  de  ces  deux  plans,  c'est-ä-dire  Tangle  entre  les 
^•9  des  z  et  des  l;  q>  Fangle  que  Taxe  des  l  fait  aveo  la  trace 
<'Q  plan  |i}.  Les  angles  9  et  t/;  accroissent,  chacun  dans  son  plan, 
P*f  une  rotation  de  gauche  k  droite,  en  se  placant  du  cotö  posi* 
^1  de  Taxe  perpendiculaire  ä  ce  plan ;  et  Tangle  ^  est  comptä  jus* 

IT* 


(7) 
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qo'a  cette  partie  de  la  trace  aatour  de  la  quelle  on  amenerait  par 
UDe  rotation  positive  Taxe  des  z  sur  le  nouveau  axe  des  t,  en  lui 
faisant  parcourir  Tangle  6.    Ainsi  on  aura 

a=Cos9Cosif;  —  Sin^SinipCosd» 

6 = — (SiD  9  Cos  ip + Cos  9  Sin  ip  Cos  ö) , 

c  =  Sintf;Sinö; 
a'  =  Cos  9  Sin  tf;  +  Sin  <p  Cos  t/;  Cos  ö ,    a'' = Sin  9  Sin  6, 
b'  =— (Sin9Sinif;-Cos9Co8if;Co8Ö),  6''  =  Cos9Sinö, 
c'=  — Co8t/;Sinö;  c^'rsCosö; 

/de  plus  on  sali  qu  en  posant 

cdb  +  c'db'  +  c^db" = pdt,  \ 

adc  +  a'd&  +  a"dc"=:qdtA (ß) 

bda  +  b'da'  +  b^da"  =  rdt, ) 
d'oü  resulte,  en  vertu  des  trois  derni^res  relations  (4): 

bdc + b'dc'  +  b"dc"  z^-pdi,  \ 
cda+c'da'  +  c''da''='-qdt,  >       ....  (9) 


on  trouvera 


diu     _        rfö 
p  =  Sin  9  Si  n  ö -iT  +  Cos  9  ^7  > 


Ces  qnantites  p^g^r  sont  les  coniposantes»  autour  des  axe» 
£>  1?,  t.  de  la  rotation  du  corps,  qui  a  lieu  quand  les  angles  ti9' 
et  6  varient  d'une  nianiere  continue  quelconque.    De  ces  lOtmvr 
les  se  döduisent  encore  les  suivantes : 

de  de'  ^^ 

aq-bp=^,    a'q—b'p=-^,    tt'g—b''p=-^' 

db        ,         ,       db'       „         „  _^^  \  (II) 
da  da'       ._        „       <^ 
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HainteDant  il  sera  facile  de  substitaer  les  oouvelles  variables 
dans  Texpression  de  la  deini  -  somme  des  Forces  vives  de  tous  les 
poioU  da  Corps;  dm  ^tant  la  diffärentielle  de  la  masse,  cette 
fooctioD  sera,  en  vertu  de  (1), 

T=:Srdm, (12) 

Httegrale  s'^tendant  au  corps  entier. 

Parce  qae  les  axes  des  £«  17»  S  sont  des  axes  principaiix  dlner- 
tie,  00  a 

f^fldm  =  Oy   fltdm=0,   ffi!;dm=zO, 

etptrce  qo*ils  passent  par  le  eentre  de  gravit^  qui  est  en  P,  on 

a  de  m^me 

/|rfm=0,    fridm=zO,   /Jdfwi  =  0, 

de  Sorte  qae  dans  la  valear  de  T'  on  devra  seuleroent  avoir  ^ard 
mtermes  qui  contiendront  la  deuxi^me  puissance  des  quantitös 
l'^jif  et  au  teriue  constant;  les  autres  disparaitront  dans  (ß), 
qoand  les  integrales  sont  ätendues  au  corps  entier. 

Soieot  donc  les  moinents  principaux  d*inertie 

/(i|H£*)rfm=^,  /(S*+acfm  =  Ä,  /(5^+^«)rfm=C,  (13) 

0001  aorons ,  en  laissant  de  cdtä  les  ternies  qui  ne  contiennent  qae 
'^  jirtmi^res  poissances  de  |,  1],  j^, 

^^d^  d^_/da^  dy^,daf'^\y^,  fd^.db'^db"^  . 
^^df^^dfi-^Kd^^  di^'^  dfiJ^^Kdfi^dF^d^J'^ 

+  U<^'+<//2  +  di^)^' 

^  qoi  se  r^duit,  en  vertu  des  relations  (11),  ayant  ögard  auz  trois 

deroiires  de  (4),  ä 

=(i?*+£*)P*  +  (P  +  ^)9*+(S*+^*)»^^ 

^par  coDSöquent,  ayant  ^gard  ä  (13): 
^  »  pareÜlemeBt 
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oa,  par  (11)  et  (6), 

y^-*^f  =(«-  +  69)12  +  (fl|>  + er)  »j«  +  (ap+bq)t* 

=  ap(ij»  +  £«)  +  67(J»  +  £*)  +  cr(i«  +  ij«) ; 

et  par  cons^qaent  on  tronvera  la  premidrc  des  expressions  (15), 
taodis  qa'une  Substitution  semblable  doiinera  les  deuz  antres; 

J*(x^-y^)dm=Apa''+Bgb''+Cre'.  ) 
Enfin,  Ton  a  encore 

=!'+'?*+£'— i'(a'?'+*V+  c«f')—2i^(aa'|«  +  66V  +ce'l^ 
— ffl  (a'2|« + *' V+  «"£•)  -  2Av  (aa"^  +  66"ij«  +  cc'W 
-  v«  (a"«!*  +  6"  V + c"'J«)  -  2ft..  (a'a"|«+6'&"»j«+  c-cl^ 

=(l'+'J*+J*)-|'(io+f»o'+va'')'-»?'(i*+(«*'+v6")«-J«(ic+(tC+vc')», 

et  reroarquant  Fidentite 

(Aa  +  fifl'  +  vo'')«  +  (A6  +  ^6'  +  vb")^  +  (Ac + fic'  +  vc")^ = 1 , 

le  second  membre  se  r^duira  k 

(,»  +  H  (la + fio'  +  va")«  +  (?  +  J«)  (iA  +  ^6'  +  .6')» 

+  (^+ij')(lc  +  f»c' +  *«")«, 

et  par  cons^quent: 

= (Art+fia'+va'')M  +  (A6 +^6'+ vft'')«^ + (Ac+|[ic'+vO*C. ) 
Substituant  les  valeurs  (14),  (15),  (16)  dans  (3)  •!  (12),  ob 
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+  C(r— n(Ac  +  ^c'+vc')l«  +  ....+n«Ä«Cos«i3><  masse  du  corp«, 
OQ  bieo 

2  r=  Api^  +  Bqi^  +  Cri«  +  qaantit^  coostante ,  .    .    (17) 
ti  posant 

^i  =  ^-na6  +  ft6'+v6''),  > (18) 

La  fonction  des  Forces,  ^tendue  au  corps  entier»  sera  nulle, 
pirce  que  le  centre  de  gravit^,  qui  esi  le  centre  de  la  rotation, 
Mtixe  par  rapport  k  la  terre;  dVilleurs  les  formules /|</m=0, 
f^im^O,  ff^dm:=iO  supposent  que  le  corps  seit  assez  eloign^ 
i1q  centre  de  la  terre  pour  que  la  direction  de  la  gravitö  dans  tous 
Itspoints  de  la  masse  reste  parallele  a  eile  m^me. 

AiDsi  les  ^qaations  du  mouveraent»  en  faisant 

'dt-f'  dt-"^'  dt-^' 


Mntt 


d    fdT\     dT_f.      d   fdT\     dT_f. 
dt ' \d<p'J ~d<p~"'    dt'  \dii>'J ""  dt»> """' 

dt\de'J      dfl~"' 
tttdi«  qoe  Ton  a 

dT     dT    dp,      dT   da,      dT  dr, 

n^=zr-'^+-i^-n^+:j-'-^  etc.  etc. 

d(p      dpi    dtp      dqi    dcp      dvi    d<p 
'^  formales  (18)  od  d^duira  facilement 

d^'=^'     59=*»'    5?-"  '     rft~^      ~'^^' 


m 


(20) 
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d^'=^'  5^=05   5*^=^  '  3;^  =«(*«' -f«^)' 

^  =  0,    ■^  =  -(p,Sing)+y,Co8<)o). 
Les  äqoatioDS  (19)  du  mourement  deviendront  donc: 

d   dT  dT  ^      <*^_n 

+  (PiSin9  +  9iCos9)^=0;  * 

eo  portant  la  valeor  de  j^*  j~>  donnäe  par  la  premiöre,  dans  la 

deuxiime  ^qiiation,  eile  deviendra  divisiltle  par  sind,  et  r^uisaot 
de  mime  la  troisi^me,   on  obtiendra 

.      SddT        dT  ,      dTl,„        td  dT        dT ,    dT). 
'"»'  \dtdp-r'''  d^  +  «'  35T1  +  ^'""^  tdi-di,  -P^  d^^^^d^}     ' 

-        jd   dT         dT       dT)     -.      jd   dT        dT^    dT). 

qai  se  rtfduisent  aax  deux  sulvantes: 

d   dT         dT         dT 
dr^-'">d9.+9''dr,-"'  ^,j 

d    dT         dT        dT 

dt '  dqi  ~  ''» dr^  ■*■  *■»  d;>,  =^ ' 

de  Sorte  que  les  tfqiiations  (20)  et  (21)  donneront,  en  y  fotWt 
la  Taleur  de  T  doniiöe  par  (17),  pour  les  äquations  do  moo^** 
nent,  r^doites  h  leur  forme  la  plus  simple, 

C^+(ß-^)p,9,=0. 


SID 
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Ces  i^qoations  sont  de  la  ni^me  forme  que  les  ^uations  du 
DOiiTeroent  lorsque  le  point  autour  du  quel  le  corps  toariie  est 
QD  point  al^oluraent  fixe  dans  l'espace;  elles  donneront  done  de 
m^me  les  deux  integrales 

[     ....     (23) 

dins  les  quelles  A  et  U^  sönt  les  constantes  arbitraires»  et  des 
qoantit^s  positives. 

Aq  moyen  de  ces  derni^res  ^quations  on  peat  exprimer  deux 
des  quantites  Pi^^i^ri  en  fonetions  de  la  traisi^me :  substitiiant 
ces  valeurs  dans  une  des  equations,  cette  troisi^nie  quantit^  sera 
eipriiDee  en  fonctioo  du  temps  et  d'one  nouvelle  constante  arbi- 
tnire,  et  par  suite  aussi  les  deux  autres.  Alors  on  aurait  les 
^oations  (18)  pour  döterminer  les  variables  (p,^pei6  en  fonctions 
ila  temps,  et  leurs  expressions  renfermeraient  trois  autres  coostan-, 
tct  arbitraires. 

Mais  on  peut  trouver  d'autres  integrales  dej  ^quations  (22), 
<|Bi  donneront  le  moyen  de  siraplifier  la  Solution.  »Si  Ton  ajoute 
ces^uatioDS,  apr^s  les  avoir  multipliees  par  a,  b,  c;  ensuite  par 
«'i  4',  c'  et  a",  6",  c?",  on  trouvera 

+  C\c^  +  (agi-bpi)ri]z=0. 

dr  >  ^'^*^ 

+Ctc'^|  +(«'?,  -6';).)r,  1=0. 

niaii  -on  obti«ndra  des  formales  (18),   en  ayant  tfgard  ans  rela- 
ttons  (11)  *t  (7): 

de  de* 

a'%  -  6>,  =  -gj.  -  n  (Ac'—  fu?) ; 
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da  ,  da* 

bri  — c^i  =  '^^n{\i.a*'-^va')y    6Vi  — c'^i  =  -^ -.ii(va-iO» 

de  Sorte  qu'eo  sobstitoant  ces  valeiirs  dans  les  ^qoations  (34), 
et  posant: 

Api^a  +Bqib  +  CtiC  =£», 

2<;>io'  +ÄyiÄ'  +  Cri&  =üf,  }       ....   (25) 


elles  devienDent: 


dL 

dt 


+  wvüf— n|*iV=0, 


-TT-  +  ftjiiL — niJlf  =0. 

On  a  d^jä  une  integrale  de  ces  i^quations;  car  en  prenant  la  somnoe 
des  carr^s  des  ^quations  (25),  on  trouve»  en  vertu  de  la  derni^re(23): 

A«=JL«  +  il|2  +  iV2, (27) 

qae  Ton  trourerait  anssl  en  multipliant  les  derni^res  par  L,  M,I^i 
et  en  prenant  Tintögrale  de  la  somnie  des  prodaits ;  multipHaot  les 
minies  ^quations  par  k^  fi,  v,  Fintögrale  de  la  somme  des  pro- 
doits  doane 

/  ötant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Au  moyen  de  ces  deux  integrales  il  serait  ais^  de  döterroiner 
eoti^rement  les  quantit^s  L,  M  ei  N;  niais  ici  nous  disposeroo« 
des  valenrs  deX,  (i,  v,  pour  obtenir  les  expressions  les  plus  simple 
eo  prenant 

1=0,    ^  =  0,   ^=—1, 

ce  qui  revient  d'apr^  les  formales  (2)  k  prendre  Taxe  des  s  ^^ 
sens  contraire  de  Taxe  des  Xi ;  cet  axe  est  done  paralltfe  i  I  ^ 
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de  rotation  de  la  terre,  et  dirig^  vers  le  p^le  da  sud,  tandis  qae 
Im  axes  des  j:  et  y  restent  encore  ind^termin^.  Une  rotatioo 
pMitive  autour  de  Taxe  des  z  est  de  mdme  sens  que  la  rotatioo 
de  la  terre. 

Ainsi  les  equations  (26)  deviennent 

et  par  consöquent,  ayant  ägard  k  (27), 

X=/SiD(ii<+t),    i!f=/Co8(n<  +  t),    2V=±V(**-/^. 
I  et  t  etaut  deux  nouvelles  coustaotes. 

Ces  valeurs,  port^es  dans  (25),  donnent 

Apiü  -YBqih  •\'CtiC  = /Sin (n/  +  i),      \ 
Apia'^-Bqib' +  Cric'=lCos{ni-^%),      |    .    .    (28) 
/l/>ia"+Ä9iÄ"+C'riC"=±V(**— /»);     ) 
€t  dans  ces  Equations,   ainsi  que  dans  (23)»    od  aura  maintenant: 

Pi  =  Sin  9  Si  n  0 .  -ir-  +  Cos  9^  •  ^  +  »•  Sin  tp  Sin  6 , 

^i=:Cos«)pSinö.-^  — Sin^.-rr  +  nCos^SinO,  \  .  •  (29) 

^         diif     dw        ^ 
r,=Co8Ö.^^  +  -^  +  «Co8Ö. 

An  lieu  des  i'qnations  (28)  on  peot  en  obtenir  trois  aotres  de  fer- 
nes plus  simples.  Si  l'on  d^crit  autour  de  l'axe  des  z  une  sur- 
Ttce  conique  circulaire  droite,  dont  le  demi -angle  f  au  somm^t 
soit  deterniine  par 

Q-          '       r           ,  V(^^-P) 
Sine=-T-»     Coss=j3 — ^—r ^$ 

les  seconds  membres  des  Equations  (28),  divis^s  par  A;,  savoir 

/  /  ^/(k^  —  /*> 

jSm(nt+t),   jCo8(nt  +  t),    ^        k         ' 

seront  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  des  x,  y,  % 
une  ligne  qui  se  meut  sur  cette  surface,  telleroent  que  la  projection 
de  cette  ligne  sur  le  plan  xy  se  meut  de  Taxe  des  y  vers  celui 
i^  X,  a?ec  une  vitesse  angulaire  n;  Fangle  entre  cette  projection 
et  Taxe  des  y  ^tant  (nt  +  £). 
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Les  soimaes  des  prodaits  de  ces  qaotiente  niiiltipli^  respeo 
tivement  par  a,  a',  a";  ensuite  par  6,  b\  6"  et  c,  c\  c";  doone- 
ront  les  cosIdus  des  angles  qae  cette  ligne  fait  avec  les  axes  des 
^9  Vf  i'  S'  ^^"^  ®^  d^signe  cette  ligne  par  Z,  on  aura  en  diFi- 
sant  les  ^quations  (28)  par  k,  et  en  les  multipliant  par  a,  a',  a",  etc., 
ayant  ^gard  k  (4): 

^  =  Cos(Z.Ö,    ^  =  Cos(Z.i?),   ~i  =  Co8(Z.£). 

Soit  donc  cette  ligne  laxe  des  Z  d*un  Systeme  rectangulaire 
PX,  PF,  PZy  et  soient  tf;',  6',  tp',  par  rapport  k  ce  Systeme  et 
celui  des  |,  17,  f,  ce  que  tf;,  ö,  tp  sont  par  rapport  au  Systeme 
Xf  fff  1  et  celui  des  1,  97,  {;,  par  consequent: 

Cos(Z.Ö=SinÖ'Sin9',  Cos(Z.??)=SinÖ'Cos9',  Cos(Z.Ö— Cos^; 

alors  on  aura  au  lieu  des  equations  (28): 

^=Sin6'Sin9>',    ^  =  Sind'Cos9',    ^  =  Cose',    (30) 

qui  n'^quivalent  qu'a  deux  Equations  distinctes  par  ce  que  la  somme 
de  leurs  carres  rentre  dans  l'öquation  (23). 

Pour  determiner  enti^renient  la  position  du  Systeme  mobile 
X,  Yy  Z,  il  sera  Ie  plus  simple  de  prendre  Taxe  des  X  daos 
Ie  plan  qai  passe  par  Taxe  (ixe  des  z  et  Taxe  mobile  des  Z,  tel- 
lement  que  l'axe  des  z,  on  son  prolongement,  tonibe  dans  l'angle 
entre  les  deux  axes  des  X  et  des  Z.  Ainsi  Ie  plan  XZ  tournera 
autour  de  la  ligne  fixe  qui  est  parallele  k  Taxe  de  la  terre«  et 
faxe  des  F  se  meot  dans  Ie  plan  a:^;  ces  deux  mouvements  ont 
lieu  eo  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  terre»  et  avec  la  m^me 
vitesse  angulaire  n» 

Connaissant  la  position  initiale  de  ce  Systeme»  on  connaitra 
sa  position  apr^s  un  temps  quelconque,  et  celle  du  Systeme  des 
axes  I»  t/,  t  ou  la  position  du  corps  s*en  suivra  par  les  Equations 
(30)  si  Ton  a  encore  une  ^quation  qui  deterroine  l'angle  if;^ 

Soient  dans  la  figure  (Planche  IX.  Fig.  2.)  Px,  Py,  Pz  les 
directions  des  axes  fixes;  PX^  PV,  PZ  les  directions  des  axes 
mobiles,  et  soit  alors  P^  la  direction  du  troisi^rae  axe  principal 
d'inertie,  qui  est  fixe  dans  Ie  corps.  Däcrivons  Ie  triangle  sph^- 
rique  ztZ  sur  la  Sphäre  dont  Ie  centre  est  en  P;  les  trois  cdt69 
de  ce  triangle  seront 

tt=e,    IZ=B\    zZ=:i. 


MoHde  auiour  de  son  centre  de  gratiti,  etc.  353 

Si  PA  et  PB  sont  les  projections  de  PZ  et  de  P^  sur  le  plan 
xy,  la  perpendiculaire  PC  k  PB  seru  la  traee  du  plan  It]  sur  le 
plan  xy\  car  en  parcourant  Tangle  0,  par  une  rotation  positive  au- 
toor  de  PC^    Taxe  des  z  coincidera  avec  Taxe  des  {;;    et  on  aura 

^xPC—-^,    ^yPA  —  nt\i,    j^BPA=r(ilt+nt+t)'-7v, 

(ff  dösigaaot  la  demi-circonförence)  done,  en  posant 

i/;+n<+t  =  a)       (31) 

Fangle  spb^riqiie  z,  qui  est  egal  k  BPA,  sera 

Si  PE  est  la  projeetion  de  Pf;  sur  le  plan  ÄY,  la  perpendicu« 
Wire  PD  k  PE  dans  le  plan  XY  sera  la  traee  du  plan  ^ri  sur 
IT,  de  Sorte  que  ÄPDziz^',  et  Fangle  spb^rique  Z,  qui  est 
^  ä  £PÄ,  sera 

eoin  I'angle  sph^rique  ^  sera  ägal  k  Tangle  des  traces  PC  et  PD, 
qui  sont  perpendiculaires  aux  plaiis  adjacents  de  cet  angle ,  et, 
comme  les  angles  q>  et  g>'  doivent  etre  compt^s  k  partir  des  lignes 
PC  et  PD  dans  la  direetion  de  PC  vers  PD,  on  aura  pour  la 
Tileor  analytique  de  Tangle  CPD,  <p  —  9'  ou  2n-i-q> — 9';  on  aura 
W  toQJoars 

Haintenant  il  sera  Tacile  d*exprimer  les  quantit^s  pi,  q^^  ti,  don* 
0^8  par  (29),  en  fonetions  de  ii>* ,  q>'  eiS';  dans  le  triangle  sphe* 
riqne  z^Z  on  a: 

Cos  6  =  Cos  £  Cos  6'  +  Sin  s  Sin  6'  Sin  1/1' , 

Cot  ß)  =  Sin  e  Cot  ö' See  ^'— Cos  f  Tang t/;',    • 

Cott  =Cot£SinÖ'Seci/;'--CosÖ'Tangt/;'; 

ce  qni  donnera  par  la  differentiation,  et  aprös  les  reduetions  par 
1^  formales  de  la  trigonoroetrie  sph^rique, 

de     ^     ^d6'     ^.   ^,^.    .di\f' 

da_Sinf  fW     Sin 6* Cos  j  d^' 
d<""SinÖ  €/«■*■      Sind        dt' 

dt_     Co9eS\nJ;d6'     Cos  coSinö^Sing  dij}' 
dt"         SiD6       <i/~^      SiofioSiii^       dt' 
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Substitaant  ces  valeurs  dans  (29)  et  reraarqaaDt  qae  fon  a  (31) 


on  obtient: 


dil;  da) 


pi  =  Sin  ö' Sin  g>' ^  +  Co»  9' ^ , 


^i=Sinö'Cos9>'^'— Siny'^,  >     ...    (32) 

Les  i^quations  (32)  et  (30)  donneront  enfin  pour  la  troisi^me  equa- 
tion  cbercb^e» 

all;'        h^Cn^ 
dt  ^  k^^C^r{^'^ ^^^ 

Si  donc  les  valeurs  initiales  de  g),  B^  iff,  etc.«  qui  se  rapportent 
aux  axes  des  Xy  y^  z,  sont  donn^es,  on  pourra  en  döduire  la  position 
initiale  du  Systeme  X,  Y,  Z;  et  la  position  initiale  du  corps  par 
rapport  k  ce  Systeme «  ce  qui  donnera  anssi  les  valeurs  initiales 
de  q>\  1/;',  0%  etc. 

Apr^s  Ie  tenips  t  on  connattra  la  nouvelle  position  du  Systeme 
mobile  X,  V,  Z,  et  par  les  ^quations  pr^c^dentes  aussi  la  nou- 
velle  position  du  corps  par  rapport  ä  ce  syst^me,  de  sorte  que 
maintenant  la  position  du  corps  est  compUtement  d^terminöe  pour 
cbaque  instant  du  niouvement. 

Mais  les  ^quations  (30)  et  (33)  montrent  que  Ie  mouvemeot 
par  rapport  aux  axes  mobiles  JT,  F,  Z  a  lieu  comme  si  ce  Systeme 
fut  fixe. 

On  peut  en  conclure  que  Ie  mouveroent  relatif  du  corps  (Ie 
mouveroent  qui  est  observä  ä  la  surface  de  la  terre)  est  conipos^ 
de  deux  autres,  savoir:  du  mouvement  de  rotation  du  corps  par 
rapport  aux  axes  mobiles  X,  F,  Z,  et  du  mouveroent  qu*il  a  de 
commun  avec  ce  Systeme  d'axes. 

La  composition  de  ccs  deux  derniers  fera  connaftre  Ie  pre* 
mier,  qui  sera  toujours  une  rotation  autour  du  point  auquel  Ie  corps 
est  fixement  attacb^;  et  les  forniules  (10),  que  Ton  obtient  par  des 
considerations  geom^triques,  exprimeront  les  composantes  de  cette 
rotation  autour  des  axes  principaux  du  corps. 

Soient  donc  m  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  relative 
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et  Is  ft»  V  Im  angle«  que  eon  axe  fait  avec  lea  axes  des  i,  ri»  i» 
de  Sorte  qoe  mCosX,  mCosn,  tn Cos v  sont  ses  composantes,  les 
formales  (29)  doDoeront,  ayant  ögard  k  (10)  et  (7): 

Pi=^fn  Cos  X  +  naf', 

gi=mCo8(i  +  nb",}    .    .    .    -x  •    .    (34) 

Ti  =iiiCosv  +  «c"; 

mais  en  d^signant  par  o,  a',  af'  les  cosinos  des  angles  qae  Taxe 
des  I  fait  avec  ceaz  des  X,  F»  Z,  et  de  m^me  par  ß,  ß\  ß"  et 
7,  Y*,  Y'  ^^  Cosinus  poar  les  axes  des  17  et  ^,   on  aara 

Cos(J.z)  =a"=aSin€  +  a"Cos6, 

Cos  (1? .  2)  =  b"  =  ß  Sin  b + ß**  Cos  e, 

Co8(f.z)  =  c"=:ySinf+/'Cos€; 

CD  remarqaant  qoe  les  angles  de  Faxe  des  %  avec  les  axes  Xt  Y,  Z 
Mst  lit  —  if  In,  B,  de  sorte  que 

Cos(z.J10=Sin€,    Cos(2.F)  =  0,    Co8(2.Z)  =  Cosf, 

et  en  tppliquant  les  forroules 

Co§(|.2)=Co8(|.  Z)Cos(2.ir)+Cos(J.  F)Cos(2.  F)+Cos(J.Z)Cos(2.  Z), 

C08(?;.2)  =  ....  C0S({;.2)  =  .... 

Ainsi  les  ^qaations  (34)  se  cbangent  en  * 

Pj  — itaSina — na^'Cos£  =  mCosA, 
Vi — t»/?Sin€  — n/J"  Cos  e  =  in  Cos  ^,  }    ,    .    ,    (36) 
T\  — it/Sinc  —  ny"  Cos£=mCosVt 

i*oh,  en  prenant  la  somme  des  carr^s, 

+ii»-2ii(ap,+^flri+yr|)Sin£-2ii(a"pi+/3"^i+/'r,)Cosc-/ 

mais  pi,  ^|,  r|  etant  en  vertu  des  formules  (32)  les  composantes 
de  la  rotation  qui  a  lieu  autoor  des  axes  mobiles  X,  V,  Z;  et  ce 
mouvement  se  faisant  comme  si  ces  axes  fussent  fixes ,  de  sorte 
qoe  toutes  les  propriet^s  connues  du  mouvement  d'un  corps  autour 
d'uD  point  fixe  subsisteot  ^galement  dans  ce  cas-ci»  on  aara,  en 
d^ignant  la  vitesse  angulaire  et  Taxe  de  cette  rotation  par  qi 
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et  les  cobIiius  des  angles  que  Taxe  q  fait  avee  les  axes  priacipanx 
g,  rj,  t  seront 

de  Sorte  que 

(37) 

«fpi+Pyi-H^'-Cosd .  X)Co8(| .  p)+Co8(ij .  ^)Co8(.j .  p)+...=Co8(p.  j:), 

ce  qui  cbange  röqnation  (36)  eu 

m*=>*+n«-2^n{Sin£Co8(e.-X)  +  CosfCos(^.Z)l; 

mais  OD  a  de  plus 

Sin  £  Cos (q.X)  +  Cos  e Cos (p .  Z) 

=:Cos(2.A0Cos(p.JL)  +  Cos(z.  F)Cos(^.  F)  +  Cos (2 .  Z) Cos ((? .  Z) 

=:Cos(z.^), 

donc  ^' 

m«=  ^«  +  n*  -  2Qn  Co*  (^ .  Z), 

ce  qui  montre  en  eflKt  que  la  rotation  relative  m  est  la  resultaote 
d'une  rotation  negative,  — n,  autour  de  Faxe  des  2,  et  d'une  rota- 
tion (,  par  rapport  aux  axes  mobiles  des  X,  I\  Z.  Si  donc  Ton 
prend  sur  le  prolongement  de  Taxe  des  z,  du  c6t^  negatif»  une 
longueur  n;  sur  Taxe  de  la  rotation  q  une  longueur  q,  et  que  l'oo 
construit  le  parallelograrome  dont  ces  deux  longueurs  sont  les 
cotes,  la  diagonale  D  de  ce  paralielogranime  sera  la  grandeur  de 
la  rotation  relative;  car  on  aura  D  =  m.  Pour  montrer  que  cette 
diagonale  coincidera  en  m^me  temps  avec  laxe  de  la  rotation  m, 
nous  remarquons  que  les  projections  de  cette  diagonale  sur  les 
trois  axes  des  -X,   F,  Z  sont 

^Cos(p.Ä)  — nSine,    ^Cos(^.  F)-0,    eCos(^.Z)- nCos«; 

ce  sont  les  soromes  des  projections  correspondantes  des  c6t^s  da 
parallölogramme;  par  consequent  les  cosinus  des  angles  que  la 
diagonale  fait  avec  ces  axes,  seront 
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aa»  es  imiltipKaat  \tä  c^quatioris  (3B)  par  u,ß,y,  pais  par  is^  ß',  y, 
eDfin  par  a",  ß^\  y'^  et  en  preaant  la  lioniiiie  des  prodaits,  on 
aora,  ayant  ^ard  aux  relations  des  eosinas, 

api  +ßgi  +yri  — nSin6^m(aCo8X+ßCo8(i-i-YCo8v), 

^Pi  4  ß'9i + /n  =m (a«osX+ ß'CoB(i+  /Cosv),  }  (SS) 

«"Pi+l^"yi+Ai— «Co8£=m(«"CosX+/3"Cos^+/'Cosv), 

oü  les  seconds  factears  des  derniers  membres  sont  les  cosinas 
ies  aogles  qae  Taxe  de  la  rotatlon  m  fait  avec  les  axes  X,  T,  Z. 
Oo  aora  done  en  verta  de  (37) 

^  Cos  (p .  JT)  —  n  Sin  e  ^  m  Cos  (m .  Jl  ), 
p  Cos  (p.  F)  =  m  Cos  (m .  F), 

pCos(p.Z)  —nCose^iitCos(fit.Z); 

et  ainsi,  ä  cause  de  m=2>» 

Cos(2).-I)s=Coa(m.J:),    Cos(I>.  r)=Cos(m.  F), 

Cos(ß.Z)  =  Cos(m.2). 

II  snit  encore  de  ce  qui  pr^cMe  que  la  vitesse  relative  m  donne 
Sie  composante  constante  par  rapport  ä  laxe  des  Z,  qui  fait  üb 
aagle  constant,  n  —  b,  avec  Taxe  de  la  rotation  m* 

En  effet  on  aura  par  ce  que  la  projection  de  la  diagonale  d'un 
ptrall^lograrome  est  ^gal  k  la  sororoe  des  projections  de  ses  deuz 

tM68i 

fitCos(in.  Z)  =  pCos(p .  Z)  +  nCos(n.  Z), 
Ulis  d'apr^s  une  propriet^  connue  du  mouveroeut  autour  d'un  poiot 
fxe  Q  Cos (q.Z)  doit  dtre  constant  et  ^gal  k  -r»   dooc 

mCo8(m.Z)=j-nCo8<. 

ee  qu'ofi  trouvera  aussi  en  mettant  dans  le  preroier  membre  de  la 
deroi^re  <$quation  (38)  pour  tt  ^ßf  ^'f  leulrs  valeurs  en  pi»  i^i,  r^ 
doDDc^es  par  (30)»  savoir 

•^      "*"*    ^         k*    'IT* 
ce  qui  donne 

4£>Ü-^li±J^_„Co«.=mCo8(m.  Z). 

Tb«U  XXIV.  18 
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AiDsi  noas  avons  troavö  qae  Taxe  de  la  rotation  relative  in, 
faxe  de  la  rotation  q  et  Taxe  des  2  (ou  b  ligne  qui  est  paralt^ 
k  Taxe  de  la  terre)  soDt  toujours  dans  uo  möme  plan,  et  depim 
que  m  est  la  rc^saltante  de  q  et  de  la  rotation  —  n  autour  de  cet 
axe  des  2;  ce  qai  sufßra  avec  les  consid^rations  pr^c^entes  i 
dötermioer  eoroplMement  le  inouvement  relatif  du  corps,  tel  qa'U 
doit  dtre  observ^  ä  la  surface  de  la  terre,  a  cause  du  mouvement 
diurne,  et  ea  falsant  abstraction  des  canses  «^trang^res,  comme 
la  r^istaoce  de  lair«  le  frottemeot  etc. 

Supposona  premi^ement  que  le  centre  de  la  rotation  8oit  vn 
point  absolumeiit  fixe  dans  l'espace.  Le  mottvement  initial»  com* 
muniquö  d*une  maniere  quelconque»  sera  une  rotation  autour  d'un 
axe  passant  par  le  point  fixe.  Lorsque  ce  point  est  le  centre  de 
gravitö»  ou  qull  n*y  a  pas  de  forces  extörieures.  qui  agissent  sur 
le  Corps»  comme  c*est  IqI  le  cas»  le  mouvement  que  prendra  le 
Corps  dans  la  suite  du  temps  pourra  etre  d^fini  de  la  maniere 
auWante»  d'aprös  la  th^orie  de  la  rotation  de  M.  Poinsot: 

Autour  du  pohit  fixe  placez  TellipsoTde  central  du  eorps  dans 
sa  Position  initiale;  par  Textr^mitö  du  rayon  vecteur,  autour  du 
quel  la  rotation  initiale-ä  lieu,  menez  un  plan  tangentä  rellipsoTde, 
et  sopposez  que  ee  plan  reste  invarlablement  fix^  dans  Tespace. 
▲lofs  TellipsoTde»  en  quittant  sa  position  initiale,  roulera,  saas 
glisser»  sur  ce  plan  invariable,  avec  une  vitesse  angniaire,  aoCovr 
du  rayon  vecteur  du  point  de  cootact,  proportionaelle  k  la  ton- 
gueur  m^me  de  ce  rayon. 

Si  la  vitesse  de  rotation  est  reprösentöe  par  certaine  I<nI' 
gueur  variable»  le  rapport  de  cette  longueur  au  rayon  vecteur  da 
point  de  contact  sera  constant»  et  ^gal  a  la  valeur  initiale  de  ce 
rapport. 

Supposons  roaiatenant  que  le  centre  de  la  rotation  seit  senle- 
ment  un  point  fixe  par  rapport  k  la  surface  de  la  terre»  de  sorte 
que  la  rotation  autour  de  ce  point  est  un  niouvement  relatif»  et 
seit  le  mouvement  relatif  initial  une  rotation  dont  la  vitesse  anga- 
laire  et  la  direction  de  Taxe  sont  connues»  ce  qui  pourra  ^tre  le 
cas  lorsque  le  mouvement  n'est  pas  produit  par  le  qhoc  d'une  ma^e 
^trang^re. 

Alors  d*aprds  ce  qui  pr^c^e  le  mouvement  du  corps  pent  se 
döfinir  de  la  maol^re  aulvante: 

Autour  du  centre  de  rotation  placez  l'ellipsoTde  central  dans 
sa  Position  initiale»  et  par  ce  centre  menez  une  ligne  parallele  k 
Taxe  de  la  terre.  Ayant  pris  deux  longneurs  dans  le  rapport  de 
la  Tilease  angulaire  de  la  terre  a  celle  de  la  rotation  Initiale»  portez- 
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lea,  I  partir  du  centre  de  rotation»  la  premi^re  sur  cette  ligoe» 
dans  UD  sens  tel  qa'elle  soit  l'axe  d*ane  rotatioa  de  m^me  aeos 
qoe  Celle  de  la  terre,  la  secoude  sur  laxe  de  la  rotatioii  relative 
inidale;  ensuite  achevez  le  parallölogramnie  dont  ces  deux  lignes 
Boot  les  c6i6s, 

Par  le  point  de  rencontre  de  la  diagonale  de  ce  parall^logramme 
et  de  la  surface  de  rellipsoide,  menez  un  plan  tangent  a  rellip- 
soTde,  et  du  centre  de  la  rotation  abai^sez  une  perpendiculaire 
sur  ce  plan« 

Sapposez  que  le  plan  tangent  seit  invariablement  fix^  an  plan 
qoi  passe  par  cette  perpendiculaire  et  la  ligne  qui  est  parall^e  k 
Taxe  de  la  terre;  alors  rellipsoTde  roulera,  sans  glisser,  sur  le 
plan  tangent,  avec  une  vitesse  angulaire  autour  du  rayon  vecteur 
da  point  de  contact,  proportionnelle  m^me  k  la  longueur  de  ce 
rayon,  tandis  qu*en  ni^me  temps  le  second  plan,  qui  entraine  le 
plan  tangent,  tourne  autour  de  la  ligne  parallele  k  Taxe  de  la  terre, 
n  sens  contraire  de  la  rotation  diurne^  et  avec  la  vitesse  angu- 
laire m^me  de  cette  rotation. 

Le  rapport  de  la  longueur,  qui  repn^sentera  la  vitesse  anga* 
laire  de  TellipsoTde,  autour  du  rayon  vecteur  da  point  de  contact, 
i  la  longueur  rn^me  de  ce  rayon  est  constant ,  et  sa  valenr  est 
d^terroin^  au  commencement  du  mouvement  par  le  rapport  de  1& 
diagonale  da  parall^logramme  au  rayon  vecteur  avec  la  quelle  eile 
cofttdde. 

Ce  resultat  pourra  servir  k  expliquer  tous  les  ph^nom^nes  vari^s 
qoe  le  mouvement  du  gyroscope  presenterait  dans  diff^rents  cas. 
PoQF  en  faire  Tapplication  il  faudra  avoir  ^gard  k  la  construction 
des  appareils  particuliers ;  il  donne  lieu  aux  remarques  suivantes. 

D*abord  on  voit  que  le  mouvement  absola  est  indäpendant  de 
la  latitade  da  lieu  de  Texp^rience,  c'est-a-dire,  le  d^placement 
de  Taxe  de  rotation  est  ind^pendant  de  la  position  de  rhorizon  et 
de  la  direction  de  la  verticale  des  lieux  diff^rents  d'observation, 
•eolement  le  mouvement  relatif,  rapport«^  k  Thorizon,  däpend  de 
laogle  qoe  la  ligne  parallele  ä  Taxe  terrestre  fait  avec  ce  plank 
Aossi  Tangle  de  la  latitode  ß  est  dii<paru  des  ^quations  du  moa- 
▼einent:  et,  rapportö  k  uo  plan  parallele  k  T^^quateur,  ce  mouve- 
Bentsera  le  m^me  dans  tous  les  lieux  de  la  terre,  comme  le  mouve«' 
■ent  de  Tombre  sur  un  cadran  solaire  äquatorial.  On  en  voit  ais^ment 
la  i'iieon  dans  ce  que.  les  forces  extärieures  sont  detruites  lorsqu# 
le  eentre  de  rotation.  est  le  centre  de  gravit^,  de  sorte  que  le  corps 
Mt  partout  dans  les  m^mes  circonstances  par  rapport  au  centre 
de  ces  forces ;    M  ^  ^^t  aatreraent  dans  l'exptf rience  da  pendnle. 
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oü  la  force  qni  agit  sur  le  mobile  change  de  direction  avec  Ie  Ikn 
da  point  de  saspetision. 

r 

On  peiiserait  qnll  y  eüt  une  exception  aux  points  des  pole«, 
oü  la  vitesse  angalaire  da  mouvement  diurne  disparait  avec  le 
rayon  da  parallele,  et  que  lä  le  mouvement  fat  simplement  g^me- 
trique;  mais  c'est  sealement  dans  le  prolongemetit  de  Taxe  ter- 
restre  que  la  vitesse  angulaire  est  nulle,  tandis  que  fe  corps  ayant 
une  certaine  ötendue  chacun  de  ses  points  aura  aassi  la  mtoe 
vitesse  angulaire  que  sous  les  autres  points  de  la  terre. 

Si  donc  Ton  connoit  le  mouvement  du  corps  sous  requateor, 
OD  poura  en  däduire  par  des  seules  consid^rations  g^mötriques 
son  mouvement  relatif  pour  toute  autre  latitude. 

Ensuite  on  voit  que  pour  ezpliquer  completement  les  pb^oo- 
m^nes  dans  le  gyroscope,  abstraction   faite  du  milieu  ambiänf,  1/ 
faudrait  avoir  ögard  k  la  grandeur  et  au  sens  de  la  rotation  rela- 
tive initiale,    qui  doit  ^tre  composöe  avec  celle  de  la  terre  pour 
avoir  la  rotation  initiale  de  Tellipsoide  central,   d'apres  Ie  r^saltat 
trouvö.    La   direction    de   Taxe  de   cette    derni^re  rotation  et  sa 
grandeur  ehaogera  avec  le  seos  de  la  rotation  que  Ton  iroprime  au 
Corps ;   elles  seront  la  diagonale  qui  Joint  les  somm^ts  des  angles 
obtus  ou  ceux  des  angles  aigiis  du  paralUlogramme,  suivant  que  la 
rotation  a  4t4  iraprim^e  dans  un  sens,   ou  dans  le  sens  opposä. 
Mais  dans  le  gyroscope  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  disparait 
en  comparaison  de  celle  que  Ton  doit  imprimer  au  corps  pour  que 
le  mouvement  continue  pendant  quelque  temps.     Alors  le  r^ultat 
trouv^  donne  immödiatement  le  deplacement  de  Taxe  du  (ore  tour- 
nant,  tel  que  M.  Foucault  Ta  fait  connaitre.    En  effet  un  solide 
de  revolution  ayant  re^u  un  mouvement  de  rotation  autour  de  soo 
axe  de  figure,  cet  axe,  qni  contient  le  centre  de  gravit<$,  ne  chao« 
gera  pas  de  position  dans  Tellipsolfde,  qui  eile  m^me  ne  se  di^pla* 
cera  pas  par  rapport  au  plan  tangent;    et,  en  faisant  toumer  le 
plan»  qui  passe  par  cet  axe  et  la  ligne  parallele  h  Taxe  terrestre, 
autour  de  cette  derni^re  ligne,  avec  la  vitesse  angulaire  m^me  de 
la  terre  et  en  sens  opposö  de  son  mouvement  diurne,  Taxe  da  tore 
doit  se  mouvoir  comme  une  lunette  parallactique,   qui  serait  con- 
stamment  dirig^  sur  la  m^me  ötoile  fixe.    Cet  axe  decrira  un  cdne 
circulaire    droit   autour   de  la   ligne  parallele  k  Taxe  de  la  terra, 
et  dont  la  moitiö  de  l'angle  au  somm^t  est  ^gal  k  l'angle  que  Taxe 
lait  inittalement  avec  cette  ligne.    Si  alors  Taxe  est  horizontal  et 
dirtgö  Ters  le  nord,  il  döcrit  le  cAne  droit  semblaUe  au  e&ne  tan« 
gent  au  parallele  terrestre;  ce  cöne  devientun  plan,  sl  iDiUalemevt 
Taxe  horizontal  est  dirigö  vers  l^est  oa  i'ouest,  parce  qa'alors  le 
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demi-aogle  an  sommet  est  ud  angle  droit.  (Comptes  reDdos  etc. 
Tom.  XXXV.  p.  421.) 

U  sait  encore  du  r^snltat  trouvö  que  si  Ton  nlDpriroe  aucane 
Titesse  k  an  corps  dont  le  centre  de  gravit^  est  le  seul  point  qui 
reste  fixe  par  rapport  ä  la  terre,  ee  corps  ne  resterait  en  repos 
relatif  qne  lorsque  Tun  de  ses  axes  principaux  d*inertie  coTncide 
avec  la  ligne  parallele  ä  Taxe  terrestre.  Car  alors  cet  axe,  autonr 
da  qnel  il  faut  donner  ä  l'ellipsoTde  une  rotation  de  m4me  sens 
qne  celle  de  la  terre»  et  avec  la  meroe  vitesse  angulaire^  conti- 
nnera  k  cofncider  avec  cette  ligne  parallele;  et  ainsi  la  rotation 
de  TellipsoTde  sera  d^truitepar  le  mouvement  angulaire  ^gai  que 
Ton  doit  commnniqner  en  sens  oppos^  au  Systeme  entier,  autour 
de  la  ligne  qui  est  ici  en  m^me  tenips  axe  de  rotation. 

Mais  si  aucun  des  axes  principaux  ne  coTncide  avec  cette 
rigne  parallele ,  le  plan  tangent  ne  lui  est  pas  perpendiculaire ;  Taxe 
d(»  iroüition  changera  de  position  dans  TellipsoTde  et  s'äcartera  de 
ettte  ligne»  de  sorte  que  le  mouvement  angulaire  en  sens  oppos^ 
astoiir  d'elle  ne  pourra  pas  dötruire  la  rotation  de  rellipsoTde. 

Note.  Les  ik|aations  (22)  avaient  6ti  obtenues  d'abord  d*ime 
antre  mani^re  en  suivant  la  marche  de  La  G ränge. 

T  ötant  fonctioD  de  9 ,  6  et  t/;  nous  pouvons  y  substituer  d'au- 
trei  variables  P,  Q,  R,  liäes  aux  pröcädentes  par  les  öquations 

dP^  SintpSmeStl;  +  Co8<p5e, 
8Q  =z  CostpSlneöi}^  Sin  tfide,    }      ...     (a) 
8R  =  C  OS  68^ -i-.dip; 
ce  qnl  donnera 

Sin  e8il) = Sin  <p8P-^  Cos  <p8Q, 
M = Cos  <pdP- Sin  ydQ , 
Sin  68<p  t=r  Sin  BSR-^  Sin  tp  Cos  68  P—  Cos  (p  Cos  68  Q; 

iet  varlatioDs  8q>,  86,  dif;  ^tant  indöpendantes  entre  elles,  il  en 
sera  de  m^me  de  8P,  8Q,8R,  et  pour  avoir  les  diff^rentielles  de 
P,  Q,  R,  par  rapport  au  temps,  il  ne  faudra  que  changer  8q>,  86 
et  d^  dans  les  diff^rentielles 


d(p      dB       diff 
dt'    2F  ®^   rf«  * 


iffisi  OD  aara 
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^=Cos(pSin6-3^-SiD92^=r^,  ^     .    .    .    (b) 


et  par  saite 


0 -^  =  Cos  9>  Sin  0^9 -^  +  Sin  9  Cos  Ö Jö  ^  —  Sin  9dy  2^ 

+  Sin9)Sinö.«^+Cosg>5^, 

A»iP  dw  dO  dw 

— ^=Co8g)SinöJt  ^  +  Sin9)Cosö*t^— Sin^M^ 

-f  Sin^Sind  --n-  +  Co8y     >.    ; 
nais  ^  et  6  ^tant  des  variables  finies  et  ind^pendantes,  on  ann 

di\)      i^i)       de    d.de 
^di^'^'di'   ^di=~Sr' 

par  cons^qaent  * 

,  dP     d.8P     „        „.    „„     d^     ,     dm 
^'di IT  =C»»9>SiDÖ(i(p.-^-«^.^^) 

+  Sin  V  Co8e(«Ö  ^-Äif»^)- Sin v(«v^-M^) , 

ce  qui  se  röduit,  par  les  ^quations  (a)  et  (b),  k 

^dP     d.8P     dQ.^     dR.^ 

^dt — dT'^'di^'^ -"dt  *^' 

de  Sorte  qae  Ton  a 


ot  pareillement 


dP_d.iP     dQ*     dR.. 

'-^=-dr+-dt'^'^—dt'^' 


.rf<?     d.ÖQdR^^     dPgf, 
dR_d.8R     dP  dQ 


de  plus  en  posant 


on  a 
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Q=n(Xc  +  ft&'i^vc"), 

an  -^bx  +CQ  ^nX, 
a'n  ^V%  +c'p  =iifA, 


et 


a^n  \Mi  +c^p  J^n^a  \i^h  +p*c  =0, 
a'^n  \h'^i  +c'^^  \n^a!  ^^W  +Qd&  =0, 
a''dn + 6''öx  +  c^'^p  +  «do"  +  ;(W"  +  qöc" = 0 ; 

par  cons^uent,  en  multipliaiit  les  deroidres  ^qoati^BS  par  a,  a',  a**,  piiia 
par  6,  6',  //'  et  par  c,  c',  c",  et  en  prenant  la  sorome  des  prodoits: 

d»  +  %(adö  +  aW  +  fl"d6")  +  p  (ade  +  o'Jc'  +  o"Jc'0  =0, 
dx  +  »(W«  +  Ä'*«'  +  ^''^a'O  +  e  (Ä^ö  +  *'*?' + Ä^'Af'O  3=  0, 
d^  +  jr(cda+e'Jo'+  c"Ja")  +  xicSb  +  tfib*  +  c''a6'0=0; 

on,  remarquant  les  relations  (8),  (O)et(b): 

ÖTC^zxdR-gdQ,    dx^QÖP—nSR,    dQr=z7t8Q^ifiP; 

et,  comme  on  a  (18) 

64fi  =  «(y— z)  =zö^^dx, 

ÖTi  =d(r-p)  z^ö-^-^ÖQ, 
ea  troavera  poor  la  Variation  de  T,  (savoir 

CD  y  substitaant  les  valeurs  pr^c^deiites: 

-_     dTid.eP  ,     ,_        ,^i       dT  id.SQ  ,     .„        .„} 

.  dT  id.iR  .      ,^         ,„) 

■^wj-dr-^p^^^-ii^n.'' 

ce  qni  conduira  aux  ^quations  (22).     Vo^ez  Lagrange»    Möca- 
niqueanalytique.    2.  ädit.  1811.   See.  Part  SectlX.  n<>.iB. 
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Ueber  den  Gebrauch  empfindlicher  kleiner  Bracken- 
waagen  fOr  physikalische  Zwecke. 

Ton 
Herrn  Professor  Theodor  Schoenemann 

Bin  GymnMinm  sn  Brandenburg  a.  d.  H. 


§.  1. 

Den  Entwickelungen  der  Dynamik  schwerer  Kurper  liegt  be- 
kanntlich die  H3rpothe8e  zu  Grunde:  dass  eine  Druckkraft,  di« 
auf  einen  freien  materiellen  Punkt  wirkt,  eine  Beschleunigung  im 
Sinne  der  Druckkraft  hervorruft,  die  sich  zu  der  durch  die  Schwer- 
kraft hervorgerufenen  Beschleunigung  verhält,  wie  die  Druckkraft 
zn  der  Schwere  des  materiellen  Punktes.  Da  nun  aber  der  Drock 
gleich  dem  Gegendruck  ist,  so  kann  man  auch  sagen:  Wird  einem 
Kurper  eine  gewisse  Beschleunigung  eingeprägt,  so  entwickelt  tr 
eine  Druckkraft,  welche  sich  zu  seiner  Schwere  verhält,  wie  die 
ihm  eingeprägte  Beschleunigung  zu  der  Beschleunigung,  die  ihm 
die  Schwere,  wenn  er  in  freiem  Zustande  wäre,  einprägen  wfirde« 

Es  giebt  bis  jetzt  noch  kein  Mittel,  momentan  wirkende  Druck* 
k^äfte  zu  messen,  und  es  ist  schon  sehr  schwierig»  ftlr  veränder- 
liche Druckkräfte  die  Grenzen  anzugeben,  innerhalb  welcher  sie 
sich  bewegen.  Nu?  constante  Druckkräfte,  die  längere  Zeit  wir- 
ken, lassen  sich  mit  Schärfe  durch  die  Waage  messen.  Hierin 
liegt  wahrscheinlich  der  Grund,  dass  man  die  Richtigkeit  jener 
Hypothese  nicht  direct  durch  das  Experiment  bewies,  sondern  sich 
damit  begnfigte,  auf  die  Uebereinstimmung  einer  Anzahl  von  Fol- 
gemngen  aus  derselben  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  Astro- 
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Mmie  mit  der  Wirklichkeit  liinzaweiseii.  (Vetgl.  Euler,  Theo- 
rie der  Bewegung  fester  oder  starrer  KOrper,  Ka'p.  III. 
und  IV.,  herausgegeben  Ton  Wolfers.) 

Obgleich  nun  unbezweifelt  in  wissenschaftlicher  Beziehung  in 
jeder  einzelnen  Erscheinung,  welche  mit  Hilfe  der  Mathematik  aus 
jeoer  Hypothese  abgeleitet  und  durch  die  Erfahrung  bestätigt  wird, 
eine  wesentliche  Stütze  derselben  li^>  so  machen  dennoch  die 
Zwecke  des  ersten  Unterrichts  in  der  Physik  möglichst  dir^cte 
Eiperimente  höchst  wünschenswerth. 

Als  ich  damit  beschäftigt  war,  zu  einer  Reihe  von  Erschei- 
DQogen»  welche  sich  auf  jenen  Grundsatz  beziehen ,  kleine  empGnd- 
liebe  Brdckenwaagen  meiner  Construction  in  Anwendung  zu  brin- 
gen, veröffentlichte  bereits  Herr  Professor  Poggendorff  einige 
Ihnliebe  Experimente,  die  er  mit  Waagebalken  eigenthtlmlicher 
Construction  erzielt  hatte.  (Vergl.  Monatsberichte  der  Ber- 
liner Academie>  November  1853.) 

Da  ich  indessen  der  Auffassung  des  Herrn  Professor  Pog- 
gendorff, welche  mit  den  Principien  der  Mechanik  ttieht  im  Ein- 
klänge steht,  k^eswegs  beipflichten  kann,  auch  meine  Betrach« 
tuDgen  fiber  bips  pädagogische  Zwecke  htnausgehen,  so  will  ich 
io  Folgendem  die  vorzOgUcfasten  derselben  mittheilen,  insoferne 
•ie  sich  auf  feste  Korper  beziehen.  Vielleicht  werde  ich  durch 
dieselben  darauf  hinwirken,  dass  kleine  empfindliche  Brücken- 
wisgtn  zu  den  unentbehrlichen  Instrumenten  eines  physikalischen 
Cabinets  gerechnet  werden,  und  dass  Dunkelheiten  an%ehellet 
«werden,  deren  sich  noch  viele  beim  Widerstände  fester  und  flfis- 
•iger  Korper  gegen  Körper  in  Bewegung  finden. 

Die  erste  Anregung  zu  den  vorliegenden  Betrachtungen  erhielt 
ich  durch  das  Lesen  des  schonen  Kapitels  in  Poncelet*s  „In- 
troduction  h  la  möcanique  industrielle,  physique  et 
experimentale,  de  la  communication  du  mouvement  par 
Ie  choc  direct  des  corps  libres  et  limitös  en  toussens'S 
ond  ich  gehe  von  den  Betrachtungen  aus,  welche  dieser  grosse 
Gelehrte  auf  eine  so  lichtvolle  Weise  auseinander  gesetzt, hat. 


f  2. 

Da  sich  die  Punkte  eines  BrflckenkSrpers  (der  Drficke  einer 
BHickenwaage)  auf  vorgeschriebenen  Bahnen  l>ewegen,  welche 
BBter  sich  parallele  Richtung  haben,  so  folet,  dass  eine  Kraf^ 
die  auf  einen  Punkt'  eines  BrQckenkftrpers  senkrecht  zu  dessen 
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Bahn  wirkt«  auf  das  Resultat  der  WXgoog  keineo  Einflusfl  hib«ii 
kann,  wenn  sie  nicht  a^f  die  Verbindung  von  Hebeln,  Ketten  o.  s.  w., 
durch  welche  die  Brückenwaage  ParalLelbewegang  erhält,  stOread 
einwirkt.  Da  bei  den  Brückenwaagen  meiner  Conatruction  jene 
Verbindungen  selbst  durch  bedeutende  seitliche  KrSfte  nicht  gestört 
werden  könnei*!,  so  kann  man  sagen,  dass  von  jeder  Druckkraft, 
die  auf  den  BrflckenkCrper  wirkt,  nur  die  Projection  derseiheu  aaf 
^ine  Linie,  die  durch  den  Brückenkörper  selbst  bestimmt  ist,  zur 
Wirksamkeit  komme.  Diese  Linie  wird  bei  regelmSssiger  Aaf- 
Stellung  der  Waage  entweder  physisch  senkrecht  sein  oder  sefir 
nahe  mit  dieser  Richtung  zusammen  fallen. 

§.  3. 

Versuche  über  die  Kraft  der  Trägheit  und  über  den  Fall 

der  Körper. 

(Siehe  Ttf.  X.  Fig.  1.) 

Auf  zwei  mit  Fussgestellen  versehenen  Säulen  bringe  rato 
cylindrische,  von  oben  nach  unten  gehende  Löcher  von  etwa  4' 
Tiefe  an;  in  diese  Löcher  passen  die  Schafte  zweier  gabelförmig 
ausspringenden  Holzstücke,  welche  innerhalb  ihrer  Gabeln  zwei 
leicht  bewegliche  Rollen  tragen.  Die  eine  dieser  Säulen  nebst 
Rolle  befestige  man  durch  eine  Schraubzwinge  auf  dem  Brücken- 
körper, die  andere  auf  der  horizontalen  Tischplatte,  auf  der  die 
Waage  steht,  in  einer  Entfernung  von  etwa  3'.  Beide  Säulen  sind 
nngleieh  hoch  und  werden  so  aufgestellt,  dass  die  höchsten  Punkte 
der  beiden  von  ihnen  getragenen  Rollen  in  einer  Horizontalebene 
liegen  und  der  mittlere  Durchschnitt  der  Rinne,  die  sich  auf  ihrem 
Umfange  be6ndet,  für  beide  in  dieselbe  Vertikalebene  falle.  Nun 
lege  man  über  beide  Rollen  eine  recht  biegsame  seidene  Schnur, 
an  deren  Enden  man  zwei  gleiche  Gewichte  befestigt.  Jetzt  tarire 
man  die  Waage,  welche  unter  der  Einwirkung  der  Schnur  ganz 
frei  spielt.  Nennt  man  nun  die  Rolle,  welche  auf  der  Waage 
steht,  A^  das  daran  hängende  Gewicht  a,  die  Rolle  auf  dem  Tische 
By  und  das  daran  hängende  Gewicht  j3,  so  ist  a  =  j9.  Hierbei 
ist  die  Brücke  ausser  der  Säule  und  der  Rolle  A  belastet  mit  dem 
Gewichte  a,  wenn  das  Gewicht  der  Schnur  ausser  Acht  gelassen 
wird.  Die  Spannung  der  horizontalen  Schnurstrecke  wirkt  nicht 
auf  die  Waage,  weil  die  Projection  diesei  Kraft  auf  eine  physisch 
senkrechte  Linie  verschwindet.  Befestigt  man  nun  das  Scfanitr- 
ende^  an  dem  u  hängt,  am  Brückenkörper,  so  kann  man  ^  belie- 
big verg^össern,   oBkie  dass  sich  eine  Einwirkung  auf  die  Zusge 
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der  Waage  zeigt.  Befestigt  man  u  nicht»  vermehrt  aber  ^  dm  ein 
kleine«  Gewicht  J,  so  dass  /?-f  ^  sinict  und  a  steigt »  so  steigt 
zngletch  die  Zunge  der  Waage,  als  wenn  a  selbst  vergrussef# 
worden  wäre»  und  oscillirt  bei  längerem  Falle  um  einen  gewissen 
Gleichgewichtspunkt.  Legt  man  zu  jedem  Gewichte  a  und  ß  das 
Gewicht  z/  hinzu,  tarirt  die  Waage  und  nimmt  dann  das  Gewicht 
^  Ton  ß-\-J  fort,  so  füllt  das  Gewicht  a-f  ^,  und  zu  gleicher 
Zeit  sinkt  die  Zunge  der  Waage. 

Nennt  man  i  das  auf  die  Peripherie  des  Schnurlaafs  reductrte 
trSge  Gewicht  der  Rolle  A^  und  gleicher  Weise  ^  das  auf  seine 
Peripherie  reducirte  träge  Gewicht  der  Rolle  J?,  ferner  die  auf 
dieselben  Peripherien   reducirten  Axenfeibungen  f  und  ^ ,  so  ist 

die  Beschleunigung  im  ersten  Falle      ,  ^  ,  ^  '  .     .  ±^f^f    ^*^®' 

^—*  wenn  «+/5+^  +  <+^+/'+A=«  gesetzt  wird.  Der  Druck, 
n 

der  ron  a  vermöge  seiner  Trägheit  auf  die  Schnur  ausgeübt  wird, 
ist  — •  Der  Druck,  welcher  von  ß  vermöge  der  Träglieit  auf 
das  Schnurende  ausgeübt  wird^    welches  von  ß  zu  B  geht,    ist 

D^ativ  und  = •    Die  beiden    äussersten  Schnurenden 

smd  also  während  der  Bewegung  nicht  gleich  stark  gespannt.  Das  zu- 
erst  genannte  ist  gespannt  mit  a-^- — »  das  letztere  mit  p+^ • 

Der  mittlere  Theil  der  Schnur  ist  gespannt  mit  a-\ \-r — -^—9 

n  n 

da  die  Trägheit  der  Rolle  A  und  die  Axenreibung  die  Spannung 
des  erstgenannten  Schnurendes  noch  um  das  letzte  Glied  des  Aus- 
druckes vermehrt,  oder  mit  |8  +  ^— ^^i^-^^L+Zi)^,  da  die 

Spannung  des  anderen  Schnurendes  durch  die  Trägheit  der  Rolle 
B  und  die  betreffende  Axenreibung  um  das  letzte  Glied  des  an- 
geführten Ausdruckes  verkleinert  wird.  Setzt  man  a=ß,  so  sind 
in  de?  That  die  beiden  angegebenen  Ausdräcke  für  das  mittlere 
Schnurende  gleich.  Dass  diese  drei  Schnurstrecken  ungleich  ge- 
spannt sind,  ist  natdriich,  da  sie  einer  Reibung  auf  den  Rollen 
ansgesetzt  sind,  ohne  welche  sie  auf  denselben  gleiten  wtirden. 

Sobald  die  Schnur  sich  in  Bewegung  setzt,  muss  zu  dem  Druck, 

aA 
der  von  der  Belastung  der  Brücke  ausgeht,   noch  der  Druck  — , 

der  von  der  Trägheit  von  a  entspringt,  hinzukommen.    Merkt  man 
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sich  den  Petokt  der  rar  Zange  gehörigen  Scala,  nm  den  dieselbe 
lieim  Fall  oscillirt,  und  mütelt  man  das  Gewicht  /  ans»  das  man 
ohne  Einwirkung  von  J  auf  die  Brficke  legen  muss,   um  densel- 

beu  Ausschlag  zu  erhalten,  so  ist  —  =  y.    Der  von  /?  in  der  Zeit 

T  beschriebene  Weg  ist  j^  — .-5  =^.  — .-5-.      Neuot    man    diesen 

a    2 
Weg«,  so  erhält  man  ^=f*- •-^.      Mit   Hilfe   eines  Secunden- 

Pendels  lisst  sich  g  auf  diese  Weise  vermöge  der  Waage  sieni- 
lich  genau  bestimmen. 

Zusatz*  Es  ist  bei  der  Rechnung  nicht  berficksichtigt  wor- 
den, dass  der  mittlere  Theil  des  Fadens  seine  horizontale  Lage 
Sndert.  Nennt  man  die  Spannung  des  mittleren  Theiles  des  Fa- 
dens T,  die  Senkung  der  Brocke  d,  die  Länge  der  mittlereo 
Schnurstrecke  L,  so  ist  die  Einwirkung  von   T  auf  die  Waage 

= — '^•T.*  Setzt  man  7*=  4  Pfund,  ^=0,1'',  welches  ein  hin- 
reichend grosser  Werth  fiir   eine  Decimalwaage  ist,  und  Xr  =  3', 

80  ist  +  iP.— =  Äö  ^^^^  circa.    Dennoch  beträgt  der  in  Ermitte- 

lung  von  y  begangene  Fehler  bedeutend  weniger.    Stellt  nämlich 

y  den  Widerstand  der  Trägheit  vor,   den  a  bei  seiner  Bewegung 

«^       ,  «^      fm.  d  d 

entwickelt,    so  hat  man  y=-~  ^"^  — — iT.yrsyi — «^,  woj^ 

das  Gewicht  bedeutet,  welches  man,  indem  sich  a  und  ß  an  den 
Rollen  das  Gleichgewicht  halten,  auf  die  Brücke  legen  rouss,  um 
einen  gleicheh  Ausschlag  zu  erhalten,  wie  durch  den  Widerstand  der 

Trägheit  von  a.   Man  erhält  mithin  die  Gleichung  —  =zy^-^^T—a)y 

Die  Spannung  der  mittleren  Schnurstrecke  oder  T  ist  oben  ermit- 

telt  und  =aH 1 ' —    gefunden   worden.      Hieraus    folgt, 

dass  T  —  a  eine  kleine  Grosse,  die  bei  gleicher  Beschaffenh^ 
beider  Rollen  sehr  nahe  iJ  liegt,    sein  mflsse.     Man  kann  also 

bei  gleicher  Beschaffenheit  beider  Rollen  den  Werth  von  — ,  der 

oben  gleich  yi  gesetzt  wurde,  dadurch  corrigiren,  dass  man  nech 

d 
zu  Yi  den  Werth  i^*T   addirt    Beträgt,  wie  oben  angenommen 

wurde,  d  den  zehnten  Theil  eines  Zolles  und  L  drei  Fuss,  so  ist 
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Anmerkung  I.  Die  in  Anwendung  gebrachten  Gewichte 
ddrfen  nicht  die  Form  haben,  welche  bei  Fallmaschinen  öfters  ge- 
bräuchlich sind,  weil  bei  den  ddnnen  und  breiten  Platten  der 
Widerstand  der  Luft  zu  wirksam  ist,  welches  man  sehr  gut  da- 
raus erkennt,  dass  die  Oscillationen  der  Waage  grosser,  anstatt 
kleiner  werden.  Mit  guten  Erfolge  habe  ich  lange  cylinderformige 
eiserne  Gewichte  von  der  Schwere  eines  halben  Pfundes  in  An* 
Wendung  gebracht.  Die  Zulage  z/  muss  so  klein  sein,  dass  man 
mindestens  eine  vollständige  Oscillation  der  Waage  beobachten 
kann.  Dies  hängt  zum  Theil  von  dem  Pallraum,  zum  Theil  von 
der  Schwingungszeit  der  Waage  ab«  Die  Ermittelung  des  Ge^ 
wicbtes  yx  geschieht  leicht,  wenn  die  Waage  mit  einer  Scala 
versehen  ist,  durch  Beobachtung  der  ersten  Excursion  bei  vor« 
skbtiger  Zulage  eines  kleinen  entsprechenden  Gewichtes  auf  die 
Brücke.  Sollte  hierbei  nicht  der  Theilstrich  der  Scala  erreicht 
werden,  der  sich  bei  Zulage  von  J  einfand,  so  kann  man  die 
Aosmitteflung  von  y^  bedeutend  abkürzen,  indem  man  von  dem 
Satze  Gebrauch  macht,  dass  sich  die  Ausschlagswinkel  wie  die 
Gewichte  verhalten.    (Vergl.  Anmerkung  III.  zu  §.  7.) 

I 

4 

Anmerkung  II.  Es  bleibt  noch  experimentell  zu  zeigen, 
dass  ein  Gewicht,  welches  sich  geradlinig  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit bewegt,  keine  neue  Druckkraft  entwickelt.  Zu  dem  Ende 
befestige  mau  an  dem  Fuss  des  Gestelles  die  Axe  eines  mehr- 
fach gekrümmten  Hebels,  der  sich  vermöge  seines  Gewichtes  mit 
bioreicheodem  Drucke  an  die  BrOckenwand  anlehnt,  um  durch  die 
entstehende  Reibung  die  Waage  zu  verhindern  zu  schwingen. 
Durch  einen  Druck  auf  den  anderen  Arm  des  Hebels  kann  man 
die  Waage  plötzlich  frei  machen.  Man  tarire  nun  die  Waage  mit 
der  Rolle  Ä  und  dem  Gewichte  a  wie  oben,  indem  der  erwähnte 
Hebel  nicht  anliegt.  Dann  lege  man  ein  so  kleines  Uebergewicht 
IQ  ß  hinzu,  dass  wo  möglich  gerade  die  W^iderstände  der  Rei- 
bong  überwunden  werden,  dass  also  bei  einer  sehr  kleinen  Ver- 
grösserung  dieses  Gewichtes  sich  schon  Bewegung  des  Gewichtes 
a  einstellt.  Nun  gebe  man  der  Waage  durch  den  erwähnten  Hebel 
Cnbeweglichkeit,  und  lege  zu  ß  noch  ein  Uebergewicht»  welches 
IQ  beiden  Seiten  hinreichend  hervorsteht.  Nachdem  dies  Ueber- 
gewicht mit  ß  eine  kurze  Strecke  gefallen  ist,  lasse  man  es  durch 
einen  Ring  oder  durch  eine  sonstige,  von  der  Fallmaachine  be- 
kannte Vorrichtung  abheben,  und  mache  durch  einen  Druck  auf 
den  andern  Arm  des  Hebiels  die  Waage  frei,  so  wird  man  finden, 
dass  sie,  bei  der  jetzt  eintretenden  constanten  Geschwindigkeit 
▼en  a  ihre  Normalstellung  nicht  ändert,  sondern  dieselbe  erst  bei 
dem  darauf  erfolgenden  unvermeidlichen  Stosse  aufgiebt. 
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§.  4. 

Lehrsatz. 

Erleidet  ein  kCrperlicbes  System,  welches  sich  auf  der  Bricke 
der  Waa^  befindet,  durch  innere  Kräfte  irgend  eine  Verlndemni^ 
so  ist  der  Druck,    den  es  in  jedem  Augenblick  anf  die  Waage 

ausübt,    ^+""'57»  ^®  ^  ^'®  Schwere  des  Systems  und  kt  die 

Beschleunigung  des  Schwerpunktes  desselben  in  senkrechter  nnd 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  entgegengesetzter  Richtung  angiebt 

Beweis.  Man  kann  sich  die  inneren  Kräfte  auf  jeden  mate- 
riellen Punkt  durch  elastische  Federn  wirkend  denken.  Denkt 
man  die  Elasticität  fort,  so  Ist  die  Schwere  P,  Durch  die  Bewe* 
gungen  der  Federn  kommt  hierzu  noch  folgende  Summe  von  Trig- 

heitfikräflten :         •  öl  +      "  "gf"  +  ®*c.,  wo  pi ,  p^  etc.  die  Schwede 

der  einzelnen  materiellen  Punkte  und  -^  ♦  -^  etc.  ihre  Beschlea- 
nigudgen  im  Sinne  einer  physisch  senkrechten  Linie  angeben.    Es 

ist  aber  bekanntlich  -  •  -kt  H —  •  "sr  +  etc.  =  —  •  qt« 

g     dt       //     dt    '  g    dt 

Befindet  sich  ein  Mensch  auf  der  Brücke  der  Waage  und  er- 
hebt sich,  so  kann  dies  zunächst  nicht  ohne  eine  Beschleunigung 
seines  Schwerpunktes  geschehen,  deshalb  hebt  sich  die  Zunge 
und  er  scheint  momentan  schwerer  zu  werden.  Senkt  er  sich,  so 
findet  zunächst  das  Umgekehrte  statt.  Die  Oscillationen ,  in  die 
eine  Waage  geräth,  wenn  ein  Mensch  in  scheinbarer  Ruhe  auf 
der  Brücke  steht,  rühren  von  den  Verminderungen  seines  Sdiwer- 
punktes  her,  die  mit  dem  Athmen  verbunden  sind. 


§.  5. 

Vom    Stoss   unelastischer   KOrper. 

An  einer  auf  der  Brücke  befestigten  Säule  bringe  man  in  einer 
Entfernung  von  etwa  einem  Fusse  von  der  Brücke  einen  hervor^ 
tretenden  Haken  an,  an  dem  ein  Gewicht  durch  einen  Faden  anf^ 
gehängt  wird.  Man  tarire  die  Waage  und  brenne  den  Faden  ab. 
ist  nun  der  erfolgende  Stoss  mit  der  Brücke  ein  unelastischer,  so 
geschieht  Folgendes:    Während  der  Zeit,   dass  der  Körper  ÖUII» 
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sinkt  die  Zange.    Darauf  tritt  ein  sehr  kurzer  Stillstand  ein  und 
die  Brücke  schwingt  mit  gewissen  Elxcursionen  >  deren  Grösse  man  ^ 
forzflglich  im  Anfange  zu  beobachten  bat 

Gesetzt,  das  Gewicht  des  losgebrannten  Körpers  Ist  p  und 
das  auf  einen  Punkt  der  Brücke  reducirte  träge  Gewicht  des 
Waagebalkens,  der  Schale»  der  Brücke  und  der  leitenden  Theile, 
nachdem  p  abgebrannt  ist,  sei  P,  so  werden  die  trägen  Gewichte 
P  und  p  mit  derselben  .Kraft  p,  nachdem  der  Faden  abgebrannt 
ist,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  getrieben.    Die  Beschleu- 

mgungen  von  P  und  p  werden  sich  also  verbalten  wie  p*"!  und 

mao  wird  auch  die  erstere  constant  setzen  können ,  wenn  die  in 
Betracht  gezogene  Zeit  sehr  klein  und  die  Waage  sehr  empGnd- 
licb  ist  Nach  vollzogener  Einwirkung  des  Stosses  muss  nach 
den  bekannten  Gesetzen  des  unelastischen  Stosses  augenblickliche 
Rohe  eintreten  9  und  die  Waage  darauf  mit  den  Excursionen  schwan- 
ken, die  ihrer  Stellung  im  Augenblicke  des  vollendeten  Stosses 
eotsprecfaen. 

Nimmt  man  p  wie  natürlich  gegen  P  sehr  klein  an,  so  folgt, 
dass  die  Excursionen  der  Zunge  bei  verschiedenen  Gewichten  p 
ond  pi  sich  selbst  wie  p  und  pi  verhalten  müssen.  Ebenso  kann 
man  über  die  verschiedenen  Fallhöhen  experiroeiitiren,  auch  das 
Geiricht  P  aus  dem  Ergebniss  eines  Versuches  leicht  berechnen. 

Anmerkung.  Von  besonderem  Interesse  ist  es,  dass  man 
bei  diesem  Versuche  sehr  wohl  die  kurze  Zeit  des  Zusammen« 
stosses  beobachten  kann.  Die  Zunge  bleibt  eine  merkliche  Zeit 
stehen,  oder  macht  vielmehr  eine  sehr  kleine  Bewegung,  die  sich 
sehr  wesentlich  von  dem  Uebergange  einer  Oscillation  in  die  an- 
dere bei  regelmässigem  Gange  unterscheidet  Besonders  merklich 
kann  man  diese  Zeit  machen,  wenn  man  den  Körper  auf  weiche 
Gegenstände»  etwa  Wolle,  fallen  lässt;  doch  ist  wohl  zu  beachten» 
dass  diese  Zeit  auch  merklich  wird,  wenn  etwa  ein  Stück  Eisen 
asf  die  eiserne  Brücke  einer  Waage  fallt  Um  den  Einfluss  der 
Elasticität  ganz  zu  beseitigen,  muss  man  zuvor  ein  Brett  auf  die 
Brücke  schrauben  und  ein  pfeilformig  zugespitztes  Elsen  auf  das* 
«elbe  falle«  lassen,  welches  sich  in  das  Holz  einbohrt  und  haften 
bleibt  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  man  von  hier  aus  durch  An- 
Wendung  geeigneter  Hilfsmittel  über  die  zum  Stoss  verwendete 
Zeit  Qod  die  allmälige  Abnahme  der  Geschwindigkeit  beim  Stosse 
*piter  noch  mehr  in's  Klare  kommen  wird. 
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§.6. 

Vom  Sto88  eli^stiscber  Körper. 

(Siebe  Taf.  X.  Flg.  It) 

1)  Nimmt  man  an ,  der  Körper  p  im  vorigen  Versuche  sei 
vollkommen  elastisch^  so  wird  im  Momente  der  grussten  Zusan* 
mendruckung  dasselbe  wie  beim  unelastischen  Stosse  eintrete*. 
Darauf  wird  p  abspringen,  und  zwar  bis 'zu  der  absoluten  HobOi 
von  der  es  herunter  gefallen.  In  diesem  Augenblicke  muss  aacfc 
die  Waage  in  Ruhe  sein,  denn  offenbar  ist  in  diesem  Aogttiblfck 
die  von  p  vollzogene  Arbeit  =0,  mithin  die  lebendige  Kraft,  welche 
dem  ganzen  System  inne  wohnt,  auch  =0.  Dies  kann  aber  olcU 
anders  sein,  als  wenn  die  Waage  ebenfalls  zur  Ruhe  gekomroea» 
oder  als  wenn  die  Geschwindigkeit  aller  einzelnen  Theile  des  Systems 
gleich  0  ist  Von  nun  an  mOsste  sich  derselbe  Act  wiederboleiH 
wenn  die  Widerstände  der  Reibung  und  der  Luft  nicht  vorban* 
den  wSren. 

2)  Man  befestige  eine  elastische  Feder  auf  einem  Gestell,  so 
dass  man  dieselbe  vermöge  eines  Fadens,  den  man  am  (bestell 
anbringen  kann,  aus  ihrer  Lage  bringen  kann.  Darauf  schraube 
man  das  Gestell  auf  die  Brücke  fest,  tarire  die  Waage,  brenne 
den  Faden  vorsichtig  ab,  so  wird  man,  wenn  die  Feder  sehr  rasche 
Vibrationen  macht,  keine  merkliche  Einwirkung  auf  die  Zunge 
wahrnehmen.  Bei  langsamen  Vibrationen  der  Feder,  die  oatiSr- 
lieh  wesentlich  in  verticaler  Richtung  angenommen  werden,  wird 
sich  die  Zunge  auch  in  Bewegung  setzen,  aber  ihre  Oscillationen 
mehr  in  Zeiten  beschreiben,  welche  den  Oscillationen  der  Feder, 
als  denen  der  Waage  entsprechen,  bis  dieselben  allmäblig  in  die 
Oscillationen  der  Waage  übergehen. 

Nennt  man  das  auf  die  Brocke  reducirte  trfige  Gewicht  der 
sämmtlichen  schwingenden  Theile  mit  Einschlass  der  Feder  P, 
das  Gewicht  der  Feder  p  und  die  Beschleunigung  Ihres  Schwer* 

punktes  6,  und  ß  die  Beschleunigung  der  Brücke,  so  ist  ß=g.-^ 
oder  gleich  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall  mal  dem  Drveke 
p.-,  der  von  der  sich  ausdehnenden  Feder  auf  die  Waage  aas- 
gefibt  wird,  dividirt  durch  das  trfige  Gewicht  P.  E«  ist  millii 
ß^^'-p  oder  ^  =  p«  DI®  Beschleunigungen  der  Feder  uni  des 
tragen  Gewichtes  P  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  ihre  CrewiebleL 


kietner  Brückenwaagen  für  physikalische  Zwecke.  273 

Bewegt  sieb  die  Brücke  innerhalb  sehr  enger  Grenzen,  so  kann 
man  P  constant  setzen,  zumal  nenn  die  Waage  sehr  empGndlich 
ist,  und  es  folgt  alsdann ,  dass  die  Bewegongen  der  Brücke  enl- 
g^engesetzt  von  denen  der  Feder  seien,  sieb  ganz  Shnlicb  wie 
jene  verbalten  müssen,    und    durch    eine  Abschwächung,    deren 

Haass  j^  ist,  aas  jenen  hervorgeben.    Dieser  Fall  wird   im  All- 

gemeinen  eintreten ,  wenn  das  Product  von  p  mal  dem  Maass  der 

Excursionen  der  Feder  eine  sehr  kleine  Grösse  ist.  Sollen  daher 
ohne  besondere  Vorrichtung  die  Excursionen  der  Waage  dem 
Auge  sichtbar  werden,  so  kann  man  das  Gewicht  der  Feder  da- 
durch vergrossem,  dass  man  an  dem  Theile  der  Feder,  der 
die  grvssten  Excursionen  macht,  noch  ein  besonderes  Gewicht 
befestigt 

AnroerkuDg.  Mit  vollständiger  Klarheit  würden  die  Erschei- 
rangen  hervortreten,  wenn  der  Zustand  ^des  Gleichgewichtes  der 
Waage  ein  vollkommen  indifferenter  wSre  (d.  h.  ein  solcher,  der 
iBch  bei  einer  andern  Stellung  als  der  Normalsteliung  der  Zunge 
iodiferent  wäre).  In  der  That  leiten  die  kurzen  Schwingungen, 
in  ivelcbe'die  Waage  durch  die  Vibrationen  der  Feder  versetzt 
wird,  zugleicli  langsame  Schwingungen  ein,  welche  der  Waage 
eigenthfimlich  sind,  indem  sich  beide  modiGciren,  und  geben  ganz 
in  die  gewöhnlichen  Schwingungen  der  Waage  über,  sobald  die 
Scbwingangen  der  Feder  erloschen  sind. 

3)  Brennt  man  die  Feder  wie  bei  No.  2.  ab,  lässt  sie  aber  in 
dem  llomeDt,  in  welchem  sie  ihre  grusste  Geschwindigkeit  erreicht, 
gegen  einen  festen,  mit  dem  Brückenkurper  verbundenen  Theil 
0tossen,  so  dass  die  Bewegung  plötzlich  aufhört,  so  zeigen  sich, 
weoa  das  Gewicht  der  Feder  ein  sehr  geringes  ist,  nach  vollen- 
detem Stoss  bei  Waagen  von  grosser  Empfindlichkeit  fast  keine 
Gttorsioneo  der  Zunge.  Bei  geringer  Empfindlichkeit  kann  man 
mler  sonst  gleichen  Umständen  bemerkliebe  Excnrsionen  wahr- 
oebmeii. 

Nach  No.  2.  ist  die  Bescbleanlgung  des  Brückenkurpers  6.^* 

So  lange  man  P  als  constant  ansehen  kann^  ist  mithin  die  Bewe- 
gang  des  Brückenkörpers  eine  ähnliche,  wie  die  der  Feder.  Da 
Bach  erfolgtem  Stosse  im  Moment  der  grössten  Zusammendrückung 
die  Geschwindigkeit  der  Feder  =0  ist,  so  muss  in  demselben 
Moment  die  Geschwindigkeit  des  Brückenkörpers  auch  =  0  sein, 
wid  die  Zange  kann  offenbar  nur  Excursionen  machen,  welche 
ihrer  Eotremung  von  der  Normallage  zur  Zeit  der  grössten  Zusam« 

Tlwil  XXIV.  1» 
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meDdrflckung  eAsprecbeo*    Diese  Entfernung  ist  mithin  pe,  wo 
e  das  Maass  der  Zusammen driicknng  der  Feder  angiebt. 

Ist  die  Waage  unemp6ndlieh,  so  wächst  P  mit  zunehmender 
Excursion,  und  die  negative  Summe  der  Beschleunigungen  des 
BrGckenkurpers  ist  insbesondere  während  der  Zeit  des  Stosses 
wesentlich  kleiner  als  die  Summe  der  positiver^  Beschleonigungen, 
welche  dem  Stoss  voranging.  Deshalb  ist  .in  diesem  Falle  die 
Geschwindigkeit  des  Bräckenkurpers  noch  nicht  auf  0  redacirt, 
wenn  der  Stoss  vollendet  ist,  und  der  BrGckenkurper  behält  nach 
vollendetem  Stosse  noch  eine  merkliche  Geschwindigkeit,  welcbe 
der  Bewegung  der  Feder  entgegengesetzt  ist. 

4)  Wenn  beim  zweiten  Versuche  nach  dem  Abbrennen  des 
Fadens  sich  fast  keine  Bewegung  der  Waage  zeigte,  so  kam  dies 
daher,  dass  der  Brücke  in  sehr  kurz  auf  einander  folgenden  Zei- 
ten entgegengesetzte  Geschwindigkeiten  eingeprägt  wurden.  Da 
die  Sinne  hiervon  aber  nichts  wahrnehmen,  so  ist  der  Weg  zn 
zeigen,  wie  man  die  erste  dieser  Geschwindigkeiten  gewisser- 
roassen  frei  machen  und  beobachten  kann. 

'  Lässt  man  die  Feder  im  Momente  ihrer  grussten- Geschwin- 
digkeit gegen  einen  festen  Körper  stossen,  der  nicht  mit  dem 
Bruckenkurper  in  Verbindung  steht,  so  beobachtet  man  jederzeit 
an  der  BrGcke  eine  der  Feder  entgegengesetzte  Geschwindigkeit, 
und  es  ist  zu  zeigen,  dass  dieselbe  jene  eben  besprochene  frei 
gewordene  Geschwindigkeit  ist,  wenn  der  angestossene  Kurper 
▼erhältnissmässig  recht  gross  ist.  Um  dies  Ziel  zu  errejchen, 
nehme  man  an,  die  Feder  schiCige  im  Momente  ihrer  grSssten 
Geschwindigkeit  gegen  ein  frei  schwebendes  Gewicht  von  der 
Grosse  Q,  Dies  Gewicht  soll  von  der  Schwerkraft  nicht  afüeirt 
werden,  sondern  nur  von  der  Trägheit.  (Ein  gleicharmiger  Was* 
gebalken,  der  sich  im  Zustande  indifferenten  Gleiehgewiehls  be- 
findet ond  an  seinen  beiden  Endpunkten  zwei  Gewichte  ve«  der 
Grosse  \Q  trägt,  sonst  aber  nicht  schwer  ist,  wfirde,  wenn  er 
mit  dem  einen  Gewichte  \Q  den  Stoss  aufnähme,  jenes  Gewicht 
Q  ersetzen  können,  wenn  sein  Hypomochlium  nicht  von  der  BrGcke 
getragen  wGrde.)   Im  Augenblicke  der  grossten  Znsammendruckung 

bat  p  die  Geschwindigkeit  '^t'^  *  wenn  v  die  gr&sste  Geschwin* 
digkeit  ist,  die  es  durch  die  Elasticität  erreicht.  Indem  non  p 
die  Geschwindigkeit  © T-7Tk== — t-7\    verliert,    verliert  P  die 

M  Ol) 

Geschwindigkeit  p-gX7i*     Indem  aber  Q  die  GescbwiDdigfccil 


kMner  Brüekempaagen  für  physikaUiehe  ZttecMe,  97S 

Z\lö  g®*^'"»*»  gewjnot  P die Gescbwiadigkeit  p*Z"4ra*  '°*  ^^' 
geilblick  4er  gröMtefiZuMiiiimeiidrackoDg  gewinnt  al«o  4ie  Brücke  im 

Ganzen  durch  den  Stoss  die  Geschvriiidiglceit  «•  '^^''p'^ZIy^^' 

Setzt  man  «un  Q  nnendlicli  gross,  so  kommt  menf-auf  den  Fall 
ooeeres  Experiments.  Es  verliert  p  seine  ganze  Geeebwindigkelt 
darck  den  Anstoss»  und  die  Brücke   behält  die   Geschwindigkeit 

-p,  die  sie  im  Momente  des  Anstosses  hatte»  und  die  man  durch 

die  Zunge  beobachteo  kann. 

Wire  an  den  Berdbrungsfllcheii  ToRstSndige  Elasticitftt  wirk- 

•Ml«  so  wfirde  nach  erfolgtem  Stosse;i  noch  einmal  dieGesohwki- 

Oe 
digkeit  — t-ztz  verlieren«  und  Q  noch   einmal  die  Geschwindigkeit 

P  + V 

-^7^  gewinnen,    wodurch  Rir  P  so  wenig  wie  im  ersten   Falle 

eiRC  Zu«  oder  Abnahme  an  Geschwindigkeit  entstehen  wurde. 
Die  Feder  würde  sich  dann  bis  auf  das  urftprunglicbe  Maass  zu- 

Mnoneozieben  lyid  hierbei  P  die  erlangte  Gesobwindi^eit  ^  wie- 
der f erliefen,  end  fOr  den  Fall,  dass  Q  nnendlich  wSre,  wffrde 
eich  nun  der  Vorgang  wiederbolen.  Es  \»t  natdriich  vorausgeeetKt 
werden,  das«  die  Ausdehnung  und  der  Stoss  der  Feder  in  einer 
Zeit  vor  sich  gehen,  die  gegen  die  Schwingungszeit  der  Waage 
•ehr  klein  ist. 

.  Da  die  Erfahrung  zeigt,  dass  nach  erfolgtem  Stoss  keine  we- 
sentliche Zusamnienziehung  der  Feder  statt  Gndet,  wenn  man  die 
Berdfarungsflhehe  zweckmässig  wählt,  so  wird   der  BrCickenkurper 

eeioe  Excursionen  mit  der  Geschwindigkeit  ^-p"    beginnen.     Wie 

OMo  dieselbe  durch  die  Excursionen  der  Zunge  der  Waage  twee- 
•ea  kann,  wird  im  folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden.  Wie 
ich  hoffe  ist  hierdurch  ein  beacbtenswerthes  Mittel  gewonnen,  den 
Werth  von  o  selbst  bei  sehr  grossen  Geschwindigkeiten  der  Feder 
experimentell  zu  bestimmen. 

J.  7. 

Aufgabe.  Die  Schwingungszeit  einer  Brflckenwaage  zu  ent- 
wickeln, wenn  man  mir  die  Schwere  der  Brücke,  der  Last,  der 
Schale  und  des  Gewichtes  in  Rechnung  zieht. 

6eeetst,  daÄ  Maass  des  Gewichtes  nebst  der  Schale  sei  p, 

19  • 
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und  das  Maass  der  Laßt  nebst  der  Brücke  sei  P,  vod  der  Sch«nii- 
giingsradios  der  Brocke  R  (d.  h.  jeder  Punkt  der  Brücke  beschreibe 
.einen  Bogen  mit  dem  Radius  Ry  wo  dann  alle  diese  Radien  gleich 
gross  und  gleich  gerichtet  vorausgesetzt  werden),  der  Schwin- 
gungsradius  des  Gewichtes  sei  p,  die  Schwingungsebenen  von  R 
und  Q  seien  Terticai,  und  die  Winkel,  die  g  und  R  mit  dem  Ho- 
rizonte bilden»  seien  g>  und  i^.  Nimmt  man  nun  an,  d^cp  sei  eiB 
kleiner  Winkel,  um  den  q  aus  seiner  Lage  entfernt  wird,  indem 
R  zugleich  sich  um  den  Winkel  ^tf;  aus  seiner  Lage  entfernt,  so  wird 
das  System,  welches  in  stabilem  Gleichgewicht  vorausgesetzt 
wird,  in  seine  ursprOngliche  Lage  zurückzukehren  suchen. 

Indem  nun  hei  erfolgender  Schwingung  q  und  R  von  ihrer 
Normallage  nur  noch  um  die  Winkel  Jq)  und  J'ijf  entfernt  siad, 
haben  die  Gewichte  P  und  p  eine  mechanische  Arbeit  A  ausge- 
führt, deren  Maass  durch  folgende  F4>rmel  angegeben  wird: 

(      A  —  Qp[s\n(ip+A(p)^s\n(q)i-dq))] 

l  +  ÄP[sin(iJ;  +  Jip)  —  sin(^  +  diff)]. 

Um  die  Geschwindigkeit  zu  ermitteln,  welche  in  diesem  Angen- 
blicke  die  einzelnen  Theile  des  Systems  haben,  ist  der  Ausdruck 
von  A  weiter  zu  entwickeln,  unter  der  Voraussetzung,  das«  P  «od 
p  in  ihrer  Normallage  das  Gleichgewicht  halten.  Diese  letzte  Be- 
dingung wird  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwind^keiteo 
angegeben  durch  die  Gleichung: 

II)  Qp  cos  fpdq)  +  RP  cos  tf;d^  =  0. 

Berücksichtigt  man  nur  noch  die  zweiten  Potenzen  von  8q>r  ^9$ 
g^  und  ^^,  so  ist  Bin(q>-i-8g>)z=:sin(p(l^i6(p^-i-cosq>i(pf  und 
mithin 

S )  +C0S9(iiy— dy)» 

sin  (^  +  ^if;)— sinj(^  +  Af;)=  sin tf;  Q^  "^  ^J  +  coa^iAif—lhpy 
Siebt  man  ^  als  Function  von  9  i^n,  so  ist: 

nnd  mithin: 

sin  (^  +  ^^) — sin  (^  +  d^) 
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Mit  BerdeksichüguDg'  der  Gleichung  U)  erhält  man  nun  aus 
Gleichung  I)  feigende  Gleichung: 

&^  8*tp        1 

Seilt  man  den  Factor  tangy  —  g-.tang^  +  g — 5^=^»  »o  erhält 

A         \  t'*  ^ 

man  —  =  5^  p9*— -^9*]  cos  y .     Nach  dem  Priucip  der   leben- 

digee  Kräfte  ist  nun 

Mit  Berficksichtigung  der  Gleichung  II)  und  der  vorigen  Formeln 
erUlt  man  hieraus : 

W        2j^  COS-^     CfpJ  \  Ot   J 

VBd  mithin  durch  Division  der  Gleichung  III)  durch  IV)«    mit  Be- 
Hicksicbtigung  der  Gleichung  II): 


woraus  sich    die    Geschwindigkeiten    der    verschiedenen    Theile 
des  Systems  ergeben.    Aus  der  Gleichung  V)  folgt  die  Gleichung 


VI) 


V^y*— -^y«    ^  ^cosy 


nd  hieraus   durch  Integration    die    ganze   Schwingungsseit   der 
Waage 9  die  mit  T  bezeichnet  werden  soll: 


^'  ^cosy 
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Da  bei  den  gebräucbliehen  Waagen  und  gewdhnlich^  Aaf- 
atellung  tp  und  fp  entweder  0  sind  oder  sich  doch  aebr  wenig  tm 
0  unterscbeiden  9  so  kann  man  cos  9  und  cosif;  beide  gleich  I 
setzen.    Ferner  ist  bei  den  verschiedenen  Arten  der  gebrSuchli- 

eben  Decimal Waagen  ^(I-t-Ti)  die  Strecke  des  Waagebalkens,  die 

sich  zwischen  den  Schneiden  befindet,  welche  die  Last  und  du 
Gewicht  tragen.  Beaeichnet  man  diese  Strecke  durch  £,  so  e^ 
hält  man  $chliesslicb: 


VIll) 


=  n\l^.E. 


Es  bleibt  noch  übrig,    zu  zeigen,    wie  £r  durch  Versuche  m 
ermitteln  ist.    Differentiirt  man  die  obige  Formel  II)  oder  Qpcos^ 

+  ÄPcos^3i/;  =  0  nach  p  und  g>,  so  erhält  man  —  .«-=;  j^»  wo 

E  genau  denselben  Werth  hat  wie  in  den  vorigen  Formeln«  Der 
Differentialquotient  auf  der  linken  Seite  wird  offenbar  um  so 
grösser,  je  kleiner  die  Ehipfindlichkeit  der  Waage  wird,  und  um- 
gekehrt. Ich  habe  ihn  deshalb  in  meiner  Abhandlung  über  die 
Empfindlichkeit  der BrGckenwaagen  (V.  Band  der  Denkschrif- 
ten der  mathematisch  naturwissenschaftlichen  Klasse 
der   Kaiserlichen    Akademie    der    Wissenschaften   in 

Wien)  mit  7.  bezeichnet  und  £  die Empllidiichkeit  der  BrOcken- 
waage  genannt.     Da  nun  E=-w-:,Bg>    ist,     so    kann    man    auch 

Esz^  .       ■-  setzen.    Bezeichnet  nun  ^|  die  Entfernung  des  auf 

dem  Waa*iefaalken  befestigten  Zeigers  vom  BypomoebUufn ,  so 
wird  pid^  den  Ausschlag  des  Zeigers  bei  der  Älehrbelastuog  dp 

der  Schale  aagebea.  Der  Quotient  ^*  —  wird  noch  mit  gros- 
ser Genauigkeit  erhalten  werden,  wenn  man  statt  der  unendHcb 
kleinen  Grosse  dp  nur  eine  Grosse  setzt,  die  in  VerhältniSs  m 
p  sehr  klein  ist,  und  statt  Qid(p  den  kleinen  Ausschlag,  den  diese 
GfSsse  berv^rbrjngt  Beaetchnet  man  daher  diese  kleine. GfSsM» 
durch  die  dp  ersetzt  wbrd,    mit  «d/p»   und  den  eriColg«MleB  Asi- 

schlag  mit  e,  so  ist  £=^  •  --  und 


Mieimer  BrücMenwaa^en  fir  pkifsikaäMcke  Zwecke.  279 

Dm  ein  Beifipiel  zu  geben,  wollen  wit*  — =1,  -^=3600(0^0» 
den  Qnotienteo  von  einem  Centner  durch  1  Lotb)  und  €'=^1'  an* 

oebinen.    Es  ist  nun   T  =  n\  g  31  12 "^^^^  Secunden. 

Soll  mitbin  eine  BrQckenwaage  bei  einer  so  grossen  Belastung, 
dass  man  das  Gewicbt  der  leitenden  Theile  fiberseben  kann,  bei 
n  Centnern  Belastung  bei  einer  Zulage  von  n  Lotben  mit  einem 
Punkte  des  Balkens,  der  so  weit  vom  Hypomocblium  entfernt  ist, 
wie  die  Last-  und  Gewich tsscbneide  des  Waagebalkens  von  ein* 
ander,  einen  Ausschlag  von  l"  geben,  so  muss  ihre  ScbWiugungs- 
leit  3,4  Secunden  sein. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  mit  welcher  Bequem* 
ÜthlEeit  man  den  Werth  von  E  aus  einer  Beobachtung  der  Schwin* 
gnngszeit  einer  Waage  ableitet.  Hier  kommt  es  darauf  arf ,  zu 
oDtersuchen,  wie  weit  die  Waage  als  Pendel  zu  benutzen  ist,  um 
durch  sie  zu  einer  Bestimmung  von  g  zu  gelangen.  Um  E  expe* 
riment^ll  zu  ermitteln,  ist  zunächst  zu  bestimmen,  wie  stark  das 
Gewicht  des  Waagebalkens  selbst  auf  die  Schneide  wirkt,  an  der 
das  Gewicht  hängt.  Nennt  man  dasselbe  x,  das  Gewicht  des  Waage* 
balkens  y,  den  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom  Hypomoch- 
fiom,    den  man  durch  einen   einfachen  Versuch  findet,  d,  so  ist 

XSZ0.  — .    Beseiciinet  man  nun  das  Gewicbt  der  Schale  plus  dem 

Gewiehte  in  derselben  plus  a  mit  p^  so  ist  £=-4^«— #    wo  Jp 

ein  kleines  Uebergewicht  bedeutet,    das  man  in  die  Schale  legt» 

e  den  erfolgenden   Ausschlag   und  ^|   die  Entfernung    der  Zunge 

fem  Bypomochlium.  Man  erhält  nun  aus  Gleichung  VIII)  die  Grösse 

«*.L  E 
g:=z  — '-=i^ — 9   welche  Bestimmungsweise  von  g  nach  einigen  vor* 

Hofigen  Versuchen  schon  bei  sehr  massigen  Belastungen  zu  ziem* 
6ch  genauem  Resultate  führt. 

Weichen  Eiafluss  die  grossen  Flächen,  welche  eine  Brücken- 
waage dem  Widerstände  der  Luft  bietet,  auf  die  Schwingungszeit 
haben,  müssen  spätere  Versuche  lehren.  Im  Allgemeinen  ist  nicht 
▼orauszusetzen^  dass  derselbe  bei  grosser  Belastung  von  beden* 
teodem  Einfluss  sein  wird,  ifa  einestheils  das  Anhaften  von  Luft- 
masse an  den  beweglichen  Theilen  des  Systems  gegen  die  Massen 
der  festen  Theile,  die  in  Bewegung  sind,  sehr  zurücktreten  mus^ 
indererseits  sich  aus  Gleichung  V)  ergiebt,  dass  die  grOsste  Ge* 

•chwindigkelt  der  Schale  eV  -^W  sein  wird,   wo  e  die  grOsste 
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Entfernung  der  Zunge  bei  der  Schwingung  von  Ihrer  Normalltge 
bedeutet^  und  dass  mithin  diese  Geschwindigkeit  und  mit  ihr  der 
Widerstand  der  Luft  bei  kleinen  SchKingungen  sehr  geriog  se« 
müsse. 

Anmerkung  I.  Es  ist  oben  vorausgesetzt  worden,  dass 
alle  Punkte  des  Bruckenkörpers  Kreisbogen  beschreiben,  dereo 
Radien  gleich  gerichtet  und  gleich  sind.  Die  erste  dieser  Bedio- 
gungen  ist  unerlässlich,  wenn  die  Brücke  »richtig  sein  soll,  d.  h« 
wenn  das  Resultat  der  Wägung  unabhängig  von  dem  Ort  der  Be- 
lastung der  Brücke  sein  soll.  Da  nämlich  die  virtuellen  Geschwia- 
digkeiten  säroratlichcr  Punkte  der  Brücke  gleich  seiu  roössen,  da 
je  zwei  Punkte  der  Brücke  durch  starre  Linien  verbunden  sind, 
ferner  bei  den  angewandten  Constructionen  keine  Drehung  des 
Brückenkorpers  um  eine  feste  Axe  desselben  vorkommt,  und  mit* 
hin  die  Bahnen  sämmtlicher  Punkte  in  parallelen  Ebenen  liegen 
müssen,  so  folgt,  dass  die  Krümmungshalbmesser  dieser  Babneo 
für  die  Normalstellung  parallel  sein  müssen,  welche  Constructioo 
auch  angewandt  sei;  dass  aber  diese  Krümmungsradien  gleich 
gross  sind,  ist  nicht  durchaus  nothwendig,  und  findet  insbeson- 
dere sehr  häufig  beiden  Strassburger  Waagen  nicht  statt,  welches 
daraus  erkannt  wird,  dass  solche  Waagen,  auf  verschiedenen 
Stellen  belastet,  verschiedene  Empfindlichkeit  zeigen.  (VergL  meine 
Abhandlung  über  die  Empfindlichkeit  etc.  §.  7.)  Dessenungeachtet 
gelten  die  gewonnenen  Resultate,  insbesondere  die  Gleichungen  VII) 
und  Vllf),  auch  för  diese  Art  von  Waagen.  Sieht  man  nämlich 
R  als  den  Krümmungsradius  der  Bahn  des  Schwerpunkte«  der 
ganzen  Last  inclusive  der  Brücke  an,  so  gelten  zunächst  die 
Gleichungen  I),  II),  III).  Aber  auch  die  aus  dem  Principe  der 
lebendigen  Krallte  gewonnene  Gleichung  gilt  hier,  weil  die  virtoel- 
len  Geschwindigkeiten  sämmtlicher  Punkte  des  Brückenkorpers 
gleich  sind,  mithin  die  Trägheitskräfie  sämmtlicher  Punkte  des 
Brückenkorpers  nur  von  ihrer  Schwere  und  nicht  von  Ihrer  Lage 
abhängen  können.  Alan  kann  mithin  auch  bei  dieser  Gleichung 
sämmtliche  materielle  Punkte  Im  Schwerpunkte  der  Last  vereinigt 
annehmen.  Für  die  Anwendung  der  Formeln  VII)  und  Till)  ist 
ali»o  bei  diesen  Waagen  nur  zu  merken,  dass  E  eine  Zahl  ist, 
die  für  dieselbe  Waage  nicht  constant  ist,  sondern  von  der  Lage 
des  Schwerpunktes  der  Last  abhängt«  —  Dass  übrigens  alle  diese 
Betrachtungen  nur  für  sehr  kleine  Oscillationen  der  Waage  gelteo, 
wird  klar  sein,  eben  so  aber,  dass  dies  der  praktischen  Anwen- 
dung keinen  Eintrag  thut,  well  bei  Decimalwaagen  und  noch  mehr 
bei  Centesimalwaagen  die  Excursionswinkel  der  Krümmungsradien 
der  Bahnen,  die  vou  den  einzelnen  ^Punkten  des  Brfickenkorpers 
beschrieben  werden.   In  der  That  sehr  klein  sind. 
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Anmerkniig  B«  Bei  den  angegebenen  Abl^ma^eA  sind  di« 
TrigheiUmomente  des  Waagebalkens  ond  der  leitenden  Tbeile 
ausser  Rechnung  gelassen  worden.  Es  soll  die  Rechnung  für 
Waagen  meiner  Construbtion  nun  noch  so  geführt  werden,  dass 
man  den  EInflnss  dieser  Theiie  auf  die  Schwingungszeit  Gbersehen 
kann.  Zu  dem  Ende  setze  man  aber  voraus ,  der  Schwerpunkt  des 
Waagebalkens  liege  auf  der  geraden  Linie  zwischen  der  Schneide 
des  Hypomochlinms  und  der  Gewichtsschneide»  welches  in  der 
That  bei  den  angewendeten  Constructionen  beinahe  erfilllt  wird, 
wid  femer  der  Schwerpunkt  jeder  Leitungskette  liege  auf  der 
Linie  zwischen  den  beiden  Schneiden,  von  denen  sich  die  eine 
aro  Gestelle,  die  andere  am  Brfickenkurper  befindet,  welches  eben- 
falls  der  Wahrheit  sehr  nahe  kommt.  Wenn  man  nun  das  auf 
die  Gewichtsschneide  reducirte  Gewicht  des  Waagebalkens  x,  das 
wirkende  Gewicht  nehst  der  Schale  p,  die  Last  P,  das  auf  die 
Schneiden  der  lirficke  reducirte  Gewicht  der  Leitungsketten  plus 
dem  Gewichte  der  Hubkette  y  nennt,  so  erhält  «man  zunächst 
die  beiden  Gleichungen: 

A=iQ(p'\-x)  [sin  (9+  Jq>)  —  sin  (9-f  d^)] 
Ä(/'+y)[8in(i»^  +  ^*) -sin(t  +  dt//)]. 


I) 


L 


D)  ^  (p  +  ^)  cos  tpdtp  +  R{P  +  y)  cos  if;9^ =0, 

aas  welchen  wie  oben  folgt: 

1 
111)  i<  =  le  (P  +  ^)  ('9>*—  ^9*)  cos  9  .^. 

"Nennt  man  nun  das  Trägheitsmoment  des  Waagebalkens  in  Bezug 
aaf  die  Axe  des  Hypomochliums  a^XQ^  und  die  Summe  der  Träg- 
heitsmomente der  Leitungsketfen  in  Bezug  auf  die  Axen,  welche 
durch  die  zugehörigen  Schneiden  des  Gestelles  bestimmt  sind, 
plus  dem  Quadrate  von.iZ  mal  dem  Gewichte  der  Hubkette  ß^R^, 
90  erhält  man  nach  dem  Princip  der  lebendigen  Kräfte  die  Gleichung; 

oder 

Hetzt  man  nun  9  =  1^  =  0,    wie  es  bei  richtiger  Aufstellung  der 
Waage  sehr  nahe  erfOllt  wird,  so  erhält  man: 
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und  imtfaki  dvreh  Combinatlon  dieser  Gleicbtug  mit  d«rCUeidiiiiig 
III),  weDQ  man  aaeh  in  dieser  ^=0  setzt: 

Es  ist  nun 

(p  +  t»«a;>(P-fy)«  +  (P+ffy)(p-t-jr)« 
~~^  (P+»)*(?'+^)  T 

_1^C  ^_i i^^ ^ 

**  (1+^)  (1+ p* 

Dieser  Ausdruck  rouss  offenbar  in  1  -f  p  öbergeben»  weoD  P 

und  p  unendlich  werden.  In  diesem  Falle  werden  wir  daher  auf 
die  obigen  Gleicbuigen  zuröckgeliihrt.  —  Nach  den  zu  dem  Waa- 
gebalken und  den  Ketten  angewendeten  Formen  wird  i|^ — 1  zwi* 

sehen  — \  und  0  liegen.  Setzt  man  nun  —=0,1,  welches  bereiU 
bei  einer  sehr  geringen  Belastung  eintritt,  so  Qbersiebt  matf  leicht, 
dass  der  Ausdruck  wenig  kleiner  als  1  +  »  s^in  werde.    Ist  dSiq- 

lieh  —=0,1,  so  wird  p<0,01  und  ^  bSchstens  0,02  sein,  aod 
da  /l*-^l  ebenfalls  zwischeti  -^1  und  0  liegen  muss,  so  wird, 
wenn  ^  =  0,1  ist,  der  obige  Ausdruck  kleiner  sein  als  l-|-^aiid 
zwar  um  weniger  als  b«, 

um  die  Schwingnngszeit  eines  einfachen  Waagebalkens,  der 
mh  den  Gewichten  P  und  p  belastet  ist,  zu  bestimmen,  weno 
der  Scb\Terpunkt  desselben  in  das  Hypomochlium  fällt,  nenne  roao 
sein  Trigheitsmoment  (fi'PiQ^f  wo  pi  das  Gewicht  des  Waagebal- 
kens ist.    Alsdann  ist    ' 


-W--^»*  '         P(p+«) 


xy^ 
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bl  4ier  Waagdbalken  gt^ichdebenklig,  90  ist  pi^xz^P  WikI  man 
•rbMt: 

^^ £V  ^'  ^^' 


8<=77==-^V  2+ 


Will  man  nodi  die  Nelgtmg  beider  Arme  des  WaageballceDS  mit 
dem  Horizoate  io  Recbnung  ziehen^  eo  hat  man,  wenii  diese  filr 
beide  q>  beträgt,  unter  der  Wurzel  noch  durch  cos 9  zu  dividiren. 
Sollte  der  Waageballien  nicht  so  ajustirt  sein,  dass  sein  Schwer« 
ponktiro  HypoMi2>cbliuni  Hegt,  so  k)^nn  man  die  In  seinem  Schwer- 
punkte vereinige  Schwere  desselben,  #eon  seitie  drei  Schneiden 
nicht  in  gerader  Linie  liegen,  in  drei  Schwerkräfte  zerlegen,  die 
durch  diese  Schneiden  hindurchgehen,  wodurch  die  wirkenden' 
Lasten  eine  gewisse  Aenderung  erleiden,  die  leicht  zu  bestimnieo 
ist,  sonst  aber  die  Rech oungsausd rucke  ungeAidert  bleiben.  Auf 
Ibniiche  Weise  kann  man  das  Ajustement  der  Waagebalken  bei 
Brückenwaagen  in  Rechnung  bringen. 

Anmerkung  lU.  Es  ist  noch  zu  ermitteln,  wie  gross  die 
Excursion  der  Zunge  sein  wird,  wenn  man  ein  kleines  Gewicht 
TOD  einer  geringen  HcUie  auf  die  Brdcke  fallen  lässt 

Legt  man  das  Gewicht  ohne  Stoss  auf  die  Waage,  so  erfolgt 

^P 

der  eotstehende  Ausschlagswinkel  ^9>=£.-p-»  und  .der  ganxci  ^x* 

JP 

carsioDSwinkel  2Jq>=^2E.-7j'' 

Bedeutet  nun  P|  das  auf  die  Brücke  reducirte  trSge  Gewicht 
der  bewegPichen  Theile  der  Waage  und  hat  JP  beim  Sto9s  auf 
die  Brücke  die  Geschwindigkeit  v  erlangt,  so  wird  nach  erfolgen* 

dem  unelastischen  Stosse  die  Geschwindigkeit  det  Brücke  p  \_^o 

sein.    Da  aber  JP  in  Vergleich  zu  P^   sehr  klein  ist,    so  kann 

v^P 
■■B  mdi  filr  dmen  Quotieoteo  —jt-  setzen.   Ninuht  man  non  an, 

die  Zunge  fiele  mit  der  Gewichtsschneide  zusammen,  und  die 
Waage  «ei  deeitfialiSch,  so  erhfilt  mto  dtrcli  die  okige  Gleiehong  V> 
Qod  die  darauf  folgenden  Reductionen : 

«   'TV  w         t      •*' 
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Liegt  JP^  auf  der  Brficke^  so  geht  die  Waage  in  eine,  neue  Gleidi- 
gewichtalage  über.    Der  Winkel,  den  der  Waagebalkeo  der  erstai 

E^P  ^P    1 

Lage  mit  dem  in  der  zweiten  Lage  bildet ,  ist     p  ;  da  ^='p'"T" 

ist,  wenn  Jtp  den  kleinen  Ausschlagswinkel  bei  dem  Debergewicht 
JP  bedeutet.  Sehen  wir  jetzt  diese  neue  Lage  als  Normallage 
an  und  suchen,  wie  weit  sich  die  Zunge  durch  die  Einwirkung  des 
Stosses  .  von    dieser   neuen  Lage   entfernen  wird,   se  kam  man 

EJP 

J^  s  ■  p  ■  in  der  obigen  Gleichung  setzen  und  erhält : . 

C-r)'(4D'=(''-^(^)')£- 

i|nd  hieraus: 

X      EJP^I~T7nSix~P^^^ 

Setzt  man  oSr=2f^,  wo  «  die  FalIhShe  ron  ^P  bedeutet,  bo  er- 
hält man: 

.     EdPLi  - .  2oo*L  /»   r 

Um  diesen  Winkel  dqt  wflrde  sich  also  die  Zunge  aus  ihrer  netten 
Normallage  entfernt  haben  müssen,  um  in  die  erste  mit  der  glei- 
chen Geschwindigkeit  wie  bei  dem  vorausgesetzten  Stosse  anza- 
kommen. 

Wird  das  Gewicht  JP  ganz  ohne  Stoss  auf  die  Brücke  ge* 
legt,,  so  beschreibt  die  Zunge  bei  ihren  ersten  Elxcursionen  einen 

Winkel  2^^^=: — -p — $  beim  Stoss  hingegen  beschreibt  sie  einen 

Winkel  2^9«  Es  lässt  sieb  nun  leicht  übersehen,  dass  diese  bei- 
den Werthe  nur  sehr  wenig  von  einander  abweichen  können,  wenn 
i  eine  sehr  kleine  Gr5sse  ist.  Berücksichtigt  man  nindich  das 
träge  Gewicht  der  leitenden  Theile  und  des  Waagebalkens  nicht, 

so  Ist  P  +  (mP)  .10^1^  oder  p- ^  xy     *»  Wlrklichfcdt  ist 

p-    noch  kleiner  als    tt.     Der  Werth  von   —    ist    jf.    und  den 

Wertb  von  E  kann  man  mindestens  s  20  setzend  Setzt  man  non 
i^tszl"  und  ^  =  10^,   so  ist  d^  noch  um  ein  wenig  kleiner  als 
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Setit  man  9^9»  =:  c  und  ^9  ^  «i  >  so  wird : 


oder  kleiner  ald  — p —  •  jj  •  sp*     Beträgt  nun  ^-p —  weniger  als 

1',  80  ist  diese  Differenz  so  klein,  dass  sie  in  das  Bereich  der 
vnTenneidlichen  Beobachtuugsfebler  WM,  kann  also  bei  den  Ver* 
suchen  des  $.  3.  übersehen  werden. 


Erklärung   der   Fignren. 

Tat  X,  Fig.  I.  Eine  Brückenwaage  auf  einem  Tische.  A  und 
B  sind  zwei  Rollen  >  a  und  ß  zwei  Gewichte ,  die  durch  einen 
seidenen  Faden,  der  über  beide  Rollen  geht,  zusammenhängen; 
cd  ist  ein  Winkelhebel,  der  sich  an  die  Brückenwand  anlegt  und 
durch  einen  Druck  auf  e  von  ihr  entfernt  werden  kann. 

Taf.  X.  Fig.  II.  Eine  Feder  auf  einem  Gestelle,  die  durch  einen 
Faden  aus  ihrer  Lage  gebracht  ist. 
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Ueber  Kepler 's  Logarithmen  and  einige  Briefe  Ton 

Kepler» 

Von 

Herrn    Professor   Frisch 

SU  Stuttgart. 


Unter  der  grossen  Anzahl  handschriftllclier  Schätze^  K'ekhe 
ich  bei  meinen  Vorarbeiten  (lir  die  von  mir  beabsichtigte  Ausgabe 
der  sSmmtlichen  Schriften  des  Astronomen  Kepler  sammelte,  be- 
findet steh  Manches,  dessen  Inhalt  nicht  blos  fiSr  den'  Freund  der 
Literaturgeschichte,  sondern  auch  fiir  den  iVlathematilcfr  oder 
Astronomen  vom  Fach  interessant  sein  f^ird.  Indem  Ich  aus  mei- 
ner l^ammlung  einige  Briefe,  welche  von  der  Entdeckung  VepBr'e, 
den  Logarithmen,  bandeln,  ausivahle,  um  sie  einem  gro^ssereo 
Leserkreise  bekannt  zu  machen,  glaube  ich  nicht,  ^em  Plane 
dieser  Zeitschrift  entgegenzuhandeln,  welche  auch  frilber  schon 
ähnlichen  Gegenständen  ihre  Spalten  öffnete,  und  in  ihrem  Inhalts- 
verzeichniss  eine  stehende  Rubrik  hat  unter  dem  Titel:  „Geschichte 
def  Mathematik   und   Physik.'' 

Zum  besseren  Verständniss  des  Inhalts  dieser  Sriefe  schicke 
ich  folgende  Bemerkungen  vorausT"' 

Unter  den  wenigen  Gelehrten  Deutschlands,  welche  Neper*s 
Schrift  (Mirifici  Logarithniorum  Canonis  Descriptio, 
ejusque  usus  in  utraque  Trigonometria,  ut  etiam  in 
omni  Logistica  Mathematica,  amplissimi,  facilliroi  et 
expeditissimi  explicatio.  Edinb.  ]614.)  gleich  Anfangs  mit 
Beifall  aufnahmen,  steht  Kepler  in  erster  Linie  da.  Bei  seinen 
vielen,  weitläufigen  und  langweiligen  Rechnungen  hatte  er  schon 
lange  das  Bedfirfniss  einer  Erleichterung  geföhlt.  Seine  gering« 
Besoldung,  die  noch  dazu  bei  den  damaligen  politischen  Wirren 
und  Verlegenheiten  des  Kaiserlichen  Schatzmeisteramts  häufig  sehr 
unregelmässig  ausbezahlt  wurde,  reichte  nicht  hin,  einen  Air  sme 


tmä  einige  BHtfe  vom  Kepler.  SST" 

Zweefc»  tMiglidien  Rechner  la  bezahlen,  und  nur  temporär  gelang 
es  ihm,    fiHr  einen  solchen  aus  der  Kaiserlichen  Kasse  (in  Prag) 
oder  ans  ständischen  Mitteln  (in  Linz)  einen  Beitrag  zu  erhalten. 
Neben   viellkehem    blualichen    Unglück,    manchen    Antillen    von 
Krankheiten,    die  ihn  in  den  Zeiten  seines  Aufenthalts  in  Prag 
(▼om  Jahre  1600  bis  1612)  trafen,  lag  ihln  somit  grossentheils  alleib 
ob  die  Ansfuhrong  des  Hauptgeschäfts,  an  welches  seine  Anstet- 
hing  daselbst  geknfiplt  war,    die  Heransgabe  der  Tychonischeo 
Beobachtungen,    eines  Geschäftes,   welches  er  bekanntlich  nicht 
ToUeodete,'  auch  nicht  in  der  Weise  vollenden  konnte  und  wollte^ 
wie  Dian  es  von  ihm  verlangte,  und  wie  es  später  von  dem  Jesui- 
ten Albert  Kurz  geschah  (Historie  Goeleatis,  1656),  nämlicb 
dorcb  einfachen  Abdruck  des  „  Protokolls '*  jener  Beobachtungen, 
Seine  Absieht  war,   unter  Zugrundelegung  dieser  Beobachtungen 
ein  ganz  neues  astronomisches  System  zu  grfinden  und  astrono^ 
■Ische  Tafeln  zu  liefern,  welche  die  bis  dahin  einzig  dastehenden 
Pmtenischen    Tafeln  ersetzen  sollten.    Den  ersten  Zweck  führte 
er  theilwelse  aus  in  seinen   „Coamentariis  de  motibus  stel- 
lte Hartis*'  (1609),  den  letzteren  in  den  Rudoipbinischen  Tafeln 
(1(127).    Dieses  Vorhaben  verstanden  aber  Diejenigen  picht,   wel- 
cliea  baoptsSchlich  des  pecuniären  Nutzens  wegen  die  Tycho- ' 
«•eben    Beobachtungen    am    Herzen    lagen,     nemlich    Tycbo's 
Erben,  darunter  Franz  Tengnagel,   Schwiegersohn  Tycho*8, 
'ff  an  Kaiserlichen  Hofe  einigen  £influss  hatte.    Auf  dessen  Dräu- 
gen wurde  Kepler'n  eine  Art  von  Mentor  gesetzt  in  der  Person 
dee  Jesuiten   Johann   Pistorius,    der  aber*  glucklicher  Weise 
•ein  sonderbares  Amt  ip  einer  Weise  aulTasste,  dass  die  Wisseu- 
•cbift  keinen  Schaden  dabei  litt,  and,  sich  auf  freundschaftlichen 
Fms  mit  Kopieren  stellend,  denselben  in  seinem  Streben  nach 
Büberem  möglichst  förderte,  unterstötzt  hiebei  von  hoben Staat#be- 
tmten,  wie  Matthaeus  Wackkher  von  Wackenfelsi  Barwitz, 
Uerwart   von   Hohenburg  u.  A«    Ausser  seinen  theoretischen 
Arbeiten  nahmen  unsem  Kepler  noch  manche  andere  Ueschäfta 
ni  Aosproch,  vor  AUem  die,  Beobachtungen  am  Himmel,,  welchen 
Kaiser  Rudolphs  U.    Astronom    fleissigst    obzuliegen    Verbundes 
*i^*      Eine    bei  'seiner    Lage    nicht   zu    verachtende   EriVerbs* 
<|velle  bildeten  seine  „Natititäten^'  und  andere  astrologischen 
I^pbezeihungen ,  die  in  grosser  Zahl  von  Kaiser  und  Edlen  dee 
Kelchs  fon  ihni  verlangt  worden;  andere  verlangten  von  Keplet 
Berathangen   fiber  Maass  und  Gewicht   (Ernst,  Erzbiscbof  von 
KGIo)»  wieder  Andere  fiber  hydraulisiihe  Mar^cVtnen  (Heraog  von 
Aobilt- Dessau),  fiber  verschiedene  physikalische  Gegenstände  uod 
^**Msche  Ontersuohungen  (Herwart  u.  A.);    sein  i)ri^wechsi9l 
^^Vmeriler  ausgedehntesten,  die  man  sich  denken  kann^  ^  fcnim 
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Alks  weist  darauf  hin,  dasa  Kepler'a  ^nze  Zeil  in  Ansprach 
genommen  war,  wie  nicht  leiclit  die  eine«  anderen  Geldirten  nntcr 
seinen  Zeitgenossen,  und  dass  er  somit  darauf  bedacht  sein  mosfitn. 
dieselbe  so  viel  möglich  zn  sparen.    Dazu  kommt  noch  fol^endett 
wohl  an  beachtender  Grund:    Kepler  war  nicht  der  gewandteste 
Rechner.    Bei  meinen  Arbeiten  kamen  mir  viele  hundert  Seiten, 
mit  Rechnungen  aller  möglichen  Art  von  Kepler's  Hand  vollge- 
schrieben, vor  Augen.    Darunter  sind  nur  wenige,  wo  gat  keine 
Correctur  vorkommt,  dagegef  finden  sich  auf  den  meisten  mehr 
als  eine ,  oft  viele  Correcturen  von  einfachen  Multiplicalions  •  oder 
Divisionsfehlem.    Er  half  sich  zwar  so  gut  er  konnte,   bediente 
sich  immer  der  abgekOrzten  Muiiiplication  und  Division,    wandte 
bei  seinen    trigonometrischen    Rechnungen   die   sogenannte   pro- 
sthapbii retische  Methode  an,    und  suchte  sich   durch   alle   mög- 
lichen Arten  von  Proben  des  Resultats  zn  vergewissem.    Trotz 
alle    dem    entschlQpfte   ihm    doch    hie  und   da   ein    Recbnungis- 
fehler,   der   ihm   nachher  viel   zu   schaffen   machte.     Hör^  wir 
über  das   bisher  Angeßihrte  Kepler'n  selbst:    „Die  Grande,  — 
schreibt   er   (1619),  —   warum    die  von   mir   erwarteten    Werke 
80    langsam    vorrücken,     sind    vielfacher    Art.       Die    mir    vnm 
Kaiser  ausgesezte  Besoldung  wSre  zwar  ansehnlich  genug  (sane 
quam  honestum;  sie  betrug  500  fl.),   allein  ich  erhalte  sie  nicht; 
ohne  den   massigen  Zuschuss,   den  ich  von  den  Ständen  erhalte, 
wäre  es  mir  nicht  möglich ,  mein  Hauswesen  fortzuftibren ,  und  ich 
hätte  ohne  denselben  schon  fängst  nach  auswärtiger  Onterstützung 
mich  umsehen  mdssen.     Die  Folge  bievon  ist,  dass  ich  nur  sel- 
ten einen  GehCilfen  unterhalten  kann,  und  der,  welchen  ich  gegen- 
wärtig habe,  ein  fleissiger  Rechner  und  verständiger  Mathematiker, 
wird,  da  ich  ihn  nicht  bezahlen  kann,  wohl  nicht  lange  bei  mir 
ausharren.     Alsdann  ßillt   wieder  alle   Arbeit    auf  mich   znrfick, 
während  ich  sogar  jezt  nicht  immer  im  Stande  bin,  meinen  Brief- 
wechsel, noch  viel  weniger  meine  Berechnungen  fortzusetzen.  Meine 
Natur  selbst  hat  übrigens  auch  Theil  an  der  Verzögerung.    »,Nob 
omnia  possumus  omnes.**     Ich   bin   uicht  im  Stande,   eine  feste 
Ordnung  einzuhalten,   oft  unklar,   und  wenn  Ich  ja  einmal  etwas 
Geordnetes  schaffe ,  so  musste  diess  zehnmal  umgearbeitet  werden, 
ehe  es  die  rechte  Form  erhielt.     Gar  oft  wirft  mich-  ein  in  der 
Eile  begangener  Rechnungsfehler  weit  zurück  und  hält  mich  lange 
Zeit  auf.    Gewiss,  ich  könnte  sehr  viel  schreiben.  Indem  den  Man* 
gel  an '  Belesenheit  die  Phantasie  ersetzen  würde;   allein  detley 
nnzusamrmenhängende  Arbeiten  sind  mir  zuwider,  ja  eckein  mich 
an,  so  dass  ich  sie  entweder  ganz  vemichte  oder  boseite  lege, 
um  sie  später  wieder  durchzugehen,  das  heisst,  um  sie  von  Neoen 
sn  bearbeiten,  was  meistens  der  Fall  -ist.    Heine  Frennde  bitte 
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icfc  BW  um  das,  dass  sie  mich  nicht  ganz  in  das  Tretrad  mathe- 
iMtlscber  Rechnangen  verurtheilen  inOchten;  sie  sollen  mir  Zeit 
lassen  zu  philosopMschen  Speculationen ,  meiner  einzigen  Freude. 
Manche  sind  ärgerlich  auf  mich^  weil  ich  die  Vollendung  der 
Rvdoipbtnischen  Tafeln  nicht  mehr  bes<;hleanige.  Allein  Jeder 
hat  seine  Liebhabereien.  Andere  haben  ihre  Freude  an  Tabellen 
oad  Astrologischen  Gegenständen,  mir  gefällt  das  Mark  und  der 
Kern  der  Astronomie,  die  Schönheit  und  Vollendung  der  Bewe- 
gvngen.  Jedoch  auch  die  Tafeln  selbst  sind  Schuld  an  der  Ver- 
xSgerang.  Ich  will  nicht  von  der  durch  sie  verursachten  Mühe 
reden;  die  schon  vollendete  Berechnungsweise  muss  vr»Hig  umge- 
arbeitet vnd  den  Logarithmen  angepasst  werden,  so  A&ss  nach 
meinen  Prinzipien  neue  Tafeln  nach  dieser  bequemeren  Methode 
berechnet  werden  kennen.*'  • 

Nach  Allem  diesem  scheint  die  Ansicht  keiner  weiteren  Begrün- 
dong  zn  bedürfen,  dass  Kepler  mit  Eifer  die  Gelegenheit  werde 
ergriffen  haben,  seine  mannigfaltigen  mühsamen  Arbeiten  sich  zu 
erleichtem.  Die  erste  Ursache,  dass  er  ein  selbständiges  Werk 
über  die  Logarithmen  schrieb,  mag  sein  alfer  Lehrer  Mästlin 
gewesen  sein,  der  sich  in  einem  Briefe  an  Kepler  (v.  J.  1620) 
Mgendermassen  über  die  neue  ErGndung  ausspricht:  „Ich  konnte 
bis  jezt  nicht  ans6ndig  machen,  welche  Zahl  der  Verfasser  (Nep  er) 
seinen  Logaritbmen  zu  Grunde  legte.  Er  scheint  absichtlich  eine 
solche  gewählt  zu  haben,  die,  wo  nicht  gar  nicht,  so  doch  äus- 
serst schwer  zu  finden  ist  Deshalb  mache  ich  von  dieser  Rech- 
omigsweise  keinen  Gebrauch,  indem  es  mir  eines  Mathematikers 
uowürdig  ddnkt,  durch  Anderer  Augen  sehen  zu  wollen  und  sich 
auf  Behauptungen  zu  stützen  oder  als  bewiesen  vorauszusetzen, 
was  er  nicht  zu  beweisen  weiss.  Es  bleibt  noch  immer  zweifel- 
haft, ob  eine  Rechnnngfweise,  welche  zehn-,  ja  hundertmal  sich 
bewährte,   nicht  doch  einmal  zum  Irrtbum  führen  konnte.'* 

Daraaf  antwortet  Kepler  Folgendes:  „Das  Wesen  der  Lo- 
Xaritbmen  will  ich  dir  erklären.  Der  Name  weist  darauf  hin ,  dass 
es  Zahlen  sind,  die  ein  Verbältniss  bezeichnen  (oQii&fioi  tov  XoyQv). 
Es  sei  z.B.  ein  sehr  kleines  Verbältniss  gegeben,  etwa  lOOOiDOOO 
:99y9999.  Dieses  Verbältniss  bezeichnen  wir  durch  die  Einheit 
(diess  ist  nämlich  der  Unterschied  der  Glieder.  Noch  genauer  ist 
diese  Bezeichnung,  wenn  das  Verbältniss  noch  viel  kleiner  ist). 
Nnn  ist  bekannt,  dass  das  Verbältniss  9999999:9999998  grosser 
ist  als  jenes,  ebenso  das  folgende  9999998:9999997  noch  grosser, 
LS.  f.,  so  dass  das  Verbältniss  5000001:5000000  grosser  ist  als 
jedes  forhergehende,  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Zah- 
len der  natOrlichen  Zahlenreihe.    Weil  nun  die  GrOsse  des  ersten 
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VerhSltnisses  ausgedruckt  ist  dqreb  die  ZtU  1,  so  wird  Ae  das 
sweiten  nicht  durch  1  ausgedrückt  werdea,  sondern  darck  eise 
etwas  grossere  Zahl  u.  s.  t,  und  endlich  das  von  5000001:5000000 
nahezu  durch  2.  Fragt  man  nun»  wie  gross  das  Verh&MBiss 
10000000:5000000,  d.  h.  2:1,  sei,  ausgedrfickt  in  deiMlbea  Fom, 
in  welcher  oben  das  kleinste  Verhältniss  durch  1  betelcbaet  wurde, 
so  wird  die  Antwort  folgende  sein;  wGrden  alle  Zwiscbeaglieder 
der  oatürlichen  Zahlenreihe,  die  paarweise  immer  um  1  veraebie- 
den  sind,  gleich  grosse  Verhältnisse  bilden,  so  wäre,  weil  Ewiseb^ 
10000000  und  5000000  4990999  Zahlen  liegen,  die  VerbältnisssaU 
von  10000000:5000000  die  Zahl  5000000.  Weil  aber  jed^s  fol- 
gende Verhältniss  grosser  ist  als  1,  so  wird,  die  VerbältMsszaU 
von  2:1  nach  der  angenommenen  Bezeichnungsweise  werden: 
6931472,  denn  so  oft  kommt  das  Verhältniss  1000000D:U990909 
hei  dem  Verhältniss  10000000:5000000  oder  2:1  vor*).  Diessist 
das  Verfahren  hei  der  Berechnung  der  Logarithmen.** 


,>Nun  gehe  ich  zur  Erklärung  des  Wegfallens  der  MultipVica- 
tion  mit  Hülfe  der  Logarithmen  über.  Es  ist  10000000:9000000 
=  8000000 :  7200000  (a:b  ^  c:d).  Hier  ist  das  Verhältniss 
10000000:7200000  (a:d)  ans  drei  Verhältnissen  zusammengesetzt, 
nämlich  aus  10000000:9000000  (a:  6),  9000000:8000000  (bic)  nnd 
8000000:7200000  (cid).  Somit  wird  auch  die  Bezeichnung  des 
Verhältnisses  a:d  zusammengesetzt  sein  aus  den  Logarithmen  von 
a:6,  b:c  und  ad.  Nun  ist  c:d^=^a:b,  also  der.  Logarltbme 
von  a:d  zusammengesetzt  aus  den  zwei  Logarithmen  von  a:b  «nd 
6:c.  Aber  der  Logarithme  von  a:b  und  der  von  b:c  sind  zusam- 
men gleich  dem  Logarithmen  von  aic,  weil  die  Verhältnisse  aib 
und  bic  selbst  Elemente  des  Verhältnisses  nie  sind.  Folglieh  ist 
die  Summe  der  Logarithmen  von  a:b  (1053(i05 — )  und  von  uie 
(2231436—)  gleich  dem  Logarithmen  voi^oui  (3285040 -f).  *' 

„Hast  du  diesen  Beweis  verstanden,  so  darfst  du  auch  nicht 
mehr  an  den  Logarithmen  -zweifeln.  Denn  dn  hast  die  Wahl, 
entweder  mit  Benutzung  derselben  zu  addiren  oder  dafür  die  ge- 
gebenen Grössen  selbst  zu  multipliciren.*' 

Vergleicht  man  mit  den  beiden  angeführten  Schreiben  die  Vor- 
rede Kepler's  zu  seiner  Schrift:  Supplementum  Chiliadis 
Logaritbmorum  (Marburg  1625),  so  wird  die  oben  ausgesprochene 
Vermuthupg  zur  Gewissheit.  Er  Sagt  darin,  als  er  auf  einer  Reise 
nach  Suddeutschland  (im  Jahre  1621)  mit  verschiedenen  gelehrten 


')  D.  h.  dies«  i«t  Oie  Snnune  der  600000Q  Verhältaistsahlea, 
kleiatto  1  Uu 
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Ihtheiiiatikeni  dber  die  Neper' sehen  L^arithmen  gesproeheo^ 
habe  er  hemerkt,  daas  di^selb^n  sich  bedenken,  diese  Art  von 
Zahlen  an  die  Steife  der  Sinustafein  aitfzaoehmen»  indem  sie^ 
wenigstens  die  älteren  ^  es  für  einen  Professor  der  Mathematik  un-* 
passend  gehalten  haben^  ohne  geoögenden  Beweis  eine  Rech* 
DOBgsfomi  anzunehmen,  durch  welche  man  möglicherweise  später 
BB  ungealinten  Irrthömem  verföhrt  werden  könnte.  Aus  diesem 
Grande,  fahrt  er  fort,  habe  er  sogleich  (noch  ip  Tubingen)  einen 
Beweis  versucht  und  denselben  nach  seiner  Heimkehr  (in  Linz) 
veüendet  Das  Manuscript  seiner  Schrift  schickte  er  nach  Tfibin- 
pm^  von  wo  es  nach  längerer  Verzögerung  an  den  Landgrafen 
Philipp  von  Hessen  kam,  der  den  Druck  besorgen  zu  lassen  sieb 
bereit  erkilri  hatte  *).  Dieser  längere  Aufenthalt  des  Manuscripts 
ii  Täbtngen  und  die  Entfernung  Kepler's  vom  Drackorte  ver- 
ifsaehten  jedoch  einen  Uebelstand,  dem  durch  eine  besondere 
Schrift  abgeholfen  werden  musste«  Das  nach  Tübingen  geschickte 
Mamiscript  enthielt  neben  den  Tafeln  blos  die  Theorie  der  Loga* 
rlAmen»  nicht  aber  die  Gebrauchs- Anweisung,  welche  Kepler 
erst  mnmittelbar  vor  dem  Dracke  zu  verfertigen  gedachte.  Wäh* 
reod  der  drei  Jahre,  welche  das  Manuscript  in  Tübingen  liegen 
blieb,  kam  die  Sache  ihm  aus  dem  Gedächtniss,  der  Druck  wurde 
ia  Marburg  ohne  sein  Wissen  begonnen,  somit  blieb  auch  die 
arsprunglich  beabsichtigte  Anweisung  weg,  und  um  diesen  Man* 
gel  zu  ergänzen,  schrieb  Kepler  das  Jahr  darauf  (1625)  das  oben 
aogefuhrte  „Suppleroentum  Chiliadis  Logaritbmorum,  con- 
tiaens  praecepta  de  eorum  usu.'' 

Philipp  von  Hessen  hatte  durch  folgendes  Schreiben  an  Kep- 
ler diesem  die  Gelegenheit  dargeboten,  seine  Logarithmen  zur 
OeSentlichkeit  zu  bringen? 

Philips  von  Gottes  Gnaden  Landgrave  zu  Hessen,  Grave 
zn  Catzenelenbogen ,  Dietz,  Ziegenhain  und  Nidda  etc. 

Oasem  gnädige»  Grass  zuvor,  wolgelehrter  Lieber  Besonderer. 

Demnach  "Wir  die  Continuation  Unserer  Astronomischen  exer- 
cWefi  dahin  gern  dirigirt  sehen  wölten,  dass  Wir  wo  nicht  ipsam 
peffeetfonem  erreichen,  doch  derselben  so  viel  mCiglich  nahe  bey- 
kommeo  möchten,  so  haben  Wir^  in  Erwägung  solche  Astronomia 


*)  Da«  Werk  emchien  xa  Marburg  im  Jahre  1624  unter  dem  Titelt 
nChllia«  Logarithmorom  ad  totidem  numerot  rotundo«, 
praeaiiita  deaionttratione  legitime  ortut  Logarithmoraoi 
teramqoe  oao«  etc." 
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aof  zweyen  Punkten  ▼•rDebmlich  beruhet,  nehnilich  anf  den  ebter 
▼ationibus,  darauss  die  bypotheses  zu  fprmiren,  und  auf  dem  eil* 
culo,  welcher  die  geometricas  »ffecttones  und  triaogülorum  reso- 
lutiones  imitirt»  vor  das  erste  zwar  zimliche  grosse  instruroeott 
verfertigen  lassen  und  in  solchen  mehrerntbeils  des  Tychoob 
descriptiones  gefolget,  aber  Wir  haben  bey  solcher  Fabrica  aacb 
zimliche  obstacula  befunden.  Denn  die  grosse  Instrumenta  seindt 
zum  adplicirn  unbequem,  so  können  auf  den  kleinen  Instmmenfeo 
die  darauff  getheilte  partes  leichtlich  (um  eine?)  partem  arcw 
(quia  üneae  physicae  sunt)  abnehmen.  Ferners  so  können  aacb 
die  Transversales  Tychoois  inter  aestimandum  leichtlich  in  diessem 
subtilen  Werck  Hinderung  bringen,  weil  die  intersectiones  propter 
angulum  acutum  sich  sehr  scbleiffen ;  und  fiber  das  alles  so  trol- 
len uns  die  pinnacidia  Tychoois  zu  gewisser  Erkandtnuss  der  Stern 
auch  nicht  genügen  thun.  Denn  weil  derselbe  per  riraam  za  ob- 
serviren,  dardurch  viel  radii  opertirt  und.  sein  Schein  etwas  danck^ 
1er  wirdt,  bevorab  (insbesondere)  wenn  der  Stern  an  sich  selbsten 
nicht  gar  klar  ist,  so  :verpleibt  alsdann  das  Ceotmm  Stellae  zwetf* 
felhafftig.  Wieviel  weniger  aber  andere  pinnacidia  beytreffea,  haben 
Wir  aus  Euerer  Optica  zum  Theil  ersehen. 

Gleichergestalt  verhält  es  sich  mit  der  Structur  selbsten.  Deoo 
obschon  der  Mechanicus  noch  so  fleissig  arbeitet,  kan  es  doch 
leichtlich  geschehen,  dass  etwa  ein  Fehler,  welcher  sich  so  baldt 
nicht  ad  sensum  erfiugnet  (bemerkt  wird),  begangen  ^rurdte,  da^ 
durch  die  Gewissheit,  welche  Tycho  auf  3,  4  oder  5  Secündeo 
haben  will,  ettlichermassen  in  Zweiffei  mag  gesetzt  werden,  ande- 
rer incommoditeten,  so  uns  vorkommen,  anitzo  zu  geschwe^en. 
Also  dass  Wir  wol  wundschen  möchten,  ein  solch  Instrument, 
welches  vom  Tycho  selbsten  fiir  gutt  gehalten  worden,  mit  allen 
seinen  mensuren,  pinnis,  regulis,  divisionibus,  und  die  Sterck,  die 
Riss  oder  Abtbeilung  etc.  entweders  zur  Handt  zu  bringen  und 
zu  seiner  GedSchtnuss  verwahrlich  auffzuhalten  (aufzubewahren), 
oder  zum  wenigsten  doch  zu  erlernen,  ob  und  wie  der  Tycho  rieb* 
tig  und  ohne  Zweiffei  3,  4  oder  5  roinuta  secunda  zählen  können. 

Zum  andern  befinden  wir,  dass  in  resolntione  triangulorum  {ffae* 
sertim  sphaericorum  die  numeri  zimlichermassen  variiren,  wie  aoss 
beiliegendem  calculo  zu  vernehmen  *).    So  wöUen  auch  die  loga- 


*)  Die  Aufgabe  i«t:  ans  der  gegebenen  Länge  and  Breite  de«  Po- 
lartternt  seine  Declinatioii  und  Reetaaceniion  zu  berechnen.  Die  Anflö- 
•ang  derselben  nimmt  4  Foliuteiten  ein,  dabei  sind  zwei  Maltiplicado- 
neo  mit  je  2  Zahlen  von  Jö  Ziffern  and  zwei  DiTiaionea,  woTsa  jede 
beinahe  eine  Seite  fällt. 
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ritfcai  oiebt  allerdings  bejrtrelen,  well  sie  uff  den  nomerüni  cano- 
Dw  radictrt,  welche  radication  mit  Abwerfung  der  hindern  Zahlen 
geschieht;  darneben  Wir  uns  auch  Eueres  caiculi  erinnern ,  da 
Ibr  Selbsten  die  logaritbmos  für  insufficient  haltet.  Seite  den  in 
toto  opere  Astrononoico  alzeit  der  grosse  Canon  oder  das  opus 
Pftbitinum  gebraucht  werden >  so  were  zwar  solches  fast  dienlich, 
aber  zu  sehr  mdhesam  und  arbeitselig* 

Gesionen  derowegen  in  gnaden  an  Euch»  uns  den  Willen  zu 
erweisen  und  sowol  diesses,  ob  nicht  conipendiosiori  via  die  re* 
Bolutiones  beschehen  köndten?  als  auch  anderer  angeregter  Punk- 
ten  halber,  gewiss  und  beständigem  Bericht  zu  communiciren« 
Solches  seindt  Wir  in  Gnaden,  darmit  Wir  Euch  gewogen,  bin- 
vrider  zu  erkennen  geneigt. 

Datum  Butzbach  den  (fehlt)  Junii  anno  1623. 

*      Philips. 

(Die  Addresse  lautet:  Dem  wolselebrten  Vnserem  lieben  Beson« 
dereo  Johanui  Kepplero,  Rom.  Kay.  May.  besteltem  Matberoatico. 

Lintz.) 

Hierauf  antwortet  Kepler  im  December  1623  in  folgendem 
Schreiben : 

Darchleuchtiger,  Hocbgeporener,  Gnädiger  Fürst  und  Herr. 

Euer  Fürstlichen  Gnaden  seind  meine  vndertbänige  arme  Dienste 

bestes  Vermügens  bevor. 

E.  F.  Gnaden  Gnädiges  Sendschreiben  de  dato  "Butzbach  im 
Monat  Junio  diess  ahlauffenden  1623.  Jahrs  ist  mir  durch  Gotfriden 
Tanpacben,  Buchfuhrern  in  Frankfort*),  neben  etlichen  begehr- 
t«n  Böchern  allererst  im  Monat  Novembri  zukommen,  auss  uul* 
chem  Ich  mit  sonderlichen  Fremden  vernommen,  das  E.  F.  G.  bey 
diaser  eiissersten  Zerrüttlichkeit  faat  aller  Provincien  des  TeQt- 
achen  Landes  nichts  weniger  Dero  gewohnliche  lobwfirdige  Er- 
quikangen  bey  den  Astronomicis  exercitiis  und  Werckhen  Gottes 
xa  aochen  fortfahren.  Der  Almächtige  woll  E.  F.  Gnaden  und  Dero 
ngehörige  sampt  den  Nacbpaurn  (Nachbarn)  für  fernerem  Vnheil 
and  Verhinderung  bewahren,  und  den  seligen  Friden  wider  bringen. 


')  Derselbe,  hei  welchem  der  dritte  Theil  von  KeplerU  „Epi- 
taae  ^«Cr.  Copernicanae^S  die  „Harmonie'S  die  sweüe  Aufl« 
te  „Prodremoa"  etc.  herauakamen. 
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Dieweil  mn  E.  F.  Gnaden  mir  etliche  diss  Orts  HirGidleft«« 
düficuiteten  CrnSdig  insiouiren,  nieines  wenigen  Gutachtens  hier* 
ober  begehrend :  als  ist  anlangend  erstlich  die  observationes  uad 
instrumenta,  nit  weniger,  dass  Ich»  damahlen  (als)  E.  F.  Gn.  mir 
deren  etliche  fOi^ezeigt,  mir  die  leichte  Rechnung  machen  l^bte* 
nen,  was  grosser  verwunderlicher  VIeiss,  Muhe  und  Arbeitt  dararf 
▼erwendet  werden  muesse»  biss  solche  instrumenta  su  Irer  Mög- 
lichen perfection  kommen ;  und  wann  diss  mit  aOsserster  Mensch« 
lieber  MCgIigkhaitt  terrichtet,  das  doch  hernach  khaine  MOglich- 
khait  sein  werde,  das  Werckb  Selbsten  Observationum  auf  eine 
solliche  8cherffe  zu  richten.  Ich  erinnere  mich,  das  E.  F.  Gn. 
Ich  die  Ursachen  und  Verhinderungen  fast  alle  nach  einander  er- 
zählet« so  viel  fiSr  das  selbige  mahl  ohne  Dero  Abschreckhong 
von  solchen  so  wol  beliebenden  exercitiis  geschehen  mugen. 

Es  haben  aber  E.  F.  Gn.  auf  einen  recht  eigentlichen  Trost 
fiber  diesen  Verdriesslichkeiten  gedacht,  indem  sie  sich  nach  einem 
Tychonischen  Instrument  verlangen  lassen ;  dan  sie  gewisslich  bey 
denselben  nit  so  grossen  Behelf  zu  verspüren  haben  wiirden,  wie 
etwa  des  Herrn  Tychonis  Worte  nach  dem  ersten  Anblick  einem 
die  Hoffnung  machen  mochten.  Es  hat  Tycho  unserm  Herrn  Gott 
in  Stellung  und  Scherffung  seiner  Gebotte  den  process  abgdehr- 
j)et,  die  Norma  soll  und  muss  richtig  sein,  man  tbut  Irer  daunoeh 
verlablen;  es  würde  aber  des  Verfahlens  noch  mehr  sein,  wan  es 
an  der  Norma  ßihlete.  Man  macht  ein  Schwartzes  in  die  Scheibe, 
auf  dass  man  zum  wenigsten  die  Scheibe  treffe.  Mit  dem  Schwün- 
gen zwar  hat  Tycho  so  viel  nit  zu  thuen  gehabt,  weil  er  nit 
lautter  Metallene  Instrumenta  gemacht,  sondern  hat  sie  (was  man 
hat  muessen  auff  alle  Seitten  bewegen,  also  das  sie  sich  nach 
dem  Gewicht  oder  Schwüre  geschwungen  hatten)  inwendig  mit 
dickhen  hülzenen  Stollen  versehen,  die  schwingen  sich  weniger, 
hernach  hat  er  solche  Stollen  gessperrct,  wie  in  seinen  Mechani* 
eis  zu  sehen:  letztlich  hat  er  das  Holz  mit  Mess  (Messing)  über* 
zogen,  unter  wulchem  das  Holz  über  Hirn  Luf^  gehabt,  das  es 
dem  Mess  khainen  Mangel  gebracht,  wan  schon  das  Holz  nach 
dem  Wetter  eingegangen  ist.  (Vergl.  Tychonis  Astr.  instauratae 
Mechanica.  Norib.  1602.  Seite  C.  5*,  D.  5*.  Hier  sagt  Tycho,  nach- 
dem er  die  Methode  boschrieben,  wie  das  Holz  zu  behandeln  sej, 
damit  es  sich  nicht  krömme  oder  schwinde,  das  beste  Holz  zn 
diesem  Zwecke  sey  gutes  und  wohlgetrocknetes  Fichtenholz,  „ea 
parte  applicata,  quae  cacumen  et  radicem  respicit*'«  tvas  Kep* 
1er   „über  Hirn'*  übersetzt.) 

Die  Pinnacidia  aber  haben  disen  Vortl  gehabt,  waD  d^r  Stern 
gross  und  hell  gewest,  als  der  Jupiter,  so  bat  man  sie  eng  machen 
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iMimeD,  hernaeh  hat  d«r  Obsenrator  in  Acht  nemen  nOMdn, 
diM  er  den  Stern  aof  einer  Seite  des  cylindri  bo  hell  habe»  als 
anf  der  andern.  Ist  aber  der  Stern  ao  klein  und  vneichtig  geweat» 
•0  hat  man  die  Spfilte  oder  rimaa  aofgeschraufet,  oder  mit  einem 
Messer  aufgewogen,  das  man  also  mehr  Lnfft  und  Lieeht  gehabt, 
kb  aber  hab  bessere  Befiirderung  befunden,  wan'ioh  ein  Lieeht 
oder  Kohlen  rüclding  hab  halten  lassen,  das  der  C3rlinder  ^eüch* 
tat  und  sichtig  werden  und  das  Lieeht  mir  doch  nlt  under  das 
Gesicht  geschinen.  Dan  von  disser  Erlefichtnng  des  Gylinders 
gehen  die  pupillae  oculi  zosamen,  und  alsdan  siehst  man  den  Stern 
mthr  rain,  als  wären  Ime  die  übrige  Streimen  abgewischt;  dan 
bedarf  Ich  auch  der  engen  rimarum  nit  sonderlich,  sondern  kan 
oodcrscfaelden ,  wie  weit  der  Stern  vom  Cyltndro  stehe »  wan  ich 
alio  sie  beide  zumahl  ins  Gesiebt  nemeu  kban. 

Mit  den  Transversalibus  ist  es  uns  sehr  oft  geschehen,  das, 
weil  die  regula  nit  alwegen  gar  gedrling  (Qberall  ganz  vollkommen) 
aoffigt,  nachdem  einer  §erad  oder  schjims  (von  der  Seite)  auf  die 
TbeilaDg  gesehen,  nachdem  hat  er  einen  grossen  oder  kleinen  Theil 
Too  einer  Minuten  gese^ben.  Wir  haben  auf  den  Sextanten  nur  tertias 
oder  qoartas  roinuti  partes  geschätzet,  sie  seiud  mit  besonderen  Pfinct- 
lein  nit  unterscheiden  gewest.  Allein  (nur)  auf  einem  grossen  Qua^ 
draoteo  seind  sextae  partes  mioutoruni  getCfpffeit  gewest  *). 

Mir  wfir  2war  nichts  liebers ,  dan  das  Ire  Kay.  Mt  derenmah- 
lea  einest  au  dem  erwQnschten  Frieden  gelangen,  Ire  residentz  in 
den  Konigreioh  BCheim  nemen,  und  ich  mich  bei  dero  Hofhaltung 
ilda  praesentiren  mochte.  Alsdan  kunte  ich  sehen,  ob  nach  so 
hogwdriger  Zerrütliclikeit  in  Büheim  auch  noch  etwas  nutzes  von 
den  instrumeotis  Tychonis  überig;  und  zweifelt  mir  nit,  wan  alsdan 
IrerKay.Maj.  Ich  gehorsamist  fiirbrächte,  das  E.F.  Gnaden  umb  deren 
instmnientoriun  eines  oder  das  Ander  Nacbfrag  haben,  würden  Ire 
Maj.  E.  F.  Gnaden  etwas    darvoo  gnädigist  zukommen  lassen  **)• 

Was  anlanget  die  andere,  nemlich  Caiculi  diflficultatero ,  da  ist 

*)  Ei  i«t  die«  wahrscheinlich  der  Qaadrant,  welrher  in  dem  oben  ange- 
fiilirteo  Werke  pag.  B.  4.  beschrieben  i«t  oder  ein  nach  diesem  Master 
in  Prag  verferCigter.  Dass  Kepler  in  Prag  ungefähr  ein  und  ein  halbes 
Jthr  lang  (tooi  Februar  bis  Ende  Mai  1600  und  vom  October  1600  bis 
Kode  October  1601)  bei   Tycho  anbrachte,    ist  bekannt. 

•*)  Der  Zweifel  Kepler'«,  ob  die  Tychonischcn  Instrumente, 
^die  er  bei  setner  Uebersiedelong  nach  Linz  in  Prag  xnrucklasaen 
«Qsste,  noeh  brauchbar  sein  werden,  war  wohl  begründet.  Schreibt  er 
Ascb  schon  SO  Jahre  vorher  (an  Fahricins):  „ observatlonea  nostrae 
higent.  fastrumenta  In  horto  Caesarit  snb  IMo  patreacunt  Utor  «ex* 
tiate  et  quadrante  parvo  es  Hofmanai  Kberalitate.*^ 
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wol  etwas  weoiges  in  re,  das  meiste  aber  id  persona,  die  Ir  tit 
abbrechen  kan,  wa  sie  siebet ,  das  sie  sieb  vergeblich  bemOket« 
Gott  wolle  mich  bebiietteD,  das  ich  nit  vtl  Triangola  mit  solcher 
Möbe  solvire,  wie  derjenige  gehabt »  der  die  beygelegte  exenpli 
gerechnet  Nit  ohne  ist  es,  die  sinus  mit  6  figuris  seind  xu  ksrti, 
wan  es  an  soHiche  kleine  triaugula  und  grosse  angulos  gebet 
Man  bedarf  aber  darumb  des  grossen  Canonis  nit  Es  ist  gemg» 
wan  man  auff  7  oder  zum  höchsten  auf  S  6garas  khompt  Se 
bedarf  es  sich  auch  nit,  das  man  die  multiplicationes  und  divieio- 
nes  gantz  aussroacbt,  sondern  des  Praetorii  Weise*),  ist  sicher 
und  gut,  das  ich  anfahe  mit  dem  ersten  diglto  Multiplicantis  id 
siniätram,  qui  ducatur  in  multiplicandum  totum.  Darnach  secon- 
dus  iilins  ad  sinistram  ducatur  in  hunc  non  totum,  sed  demti  ejus 
ultima  figura  ad  dextram,  et  factum  subscribatur,  ut  in  margine 
apparet  Also  auch  mit  dem  dividiren.  Dan  was  also  abgeMboit- 
ten  wfirt,  das  gibt  im  quotienten  nit  über  2  oder  3  Unitates  Ver- 
föblung  in  digito  ultimo  ad  dextram.  Ka^  sich  also  der  Cakala 
tor  verlassen,  das  alle  vorhergehende  digiti  gerecht 
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^)  Johannes  Pratoriat,  Prof.  in  Altdorf,  mehr  beksoat  dorcb 
•eine  Anwendungen  der  Geometrie,  als  in  der  Theorie,  obgleich  er  eio0 
Menge  Manutcripte  in  Bexiehung  auf  letztere  hinterlies«,  gab  bei  Gele- 
genheit einer  trigonometrischen  Rechnung  die  abgekürste  Rechnoag*^ 
an  llerwart  Ton  Hohenburg,  welcher  sie  Keplern  echicktei  der, 
•ehr  erfreut  darüber,  in  einem  Briefe  an  letzteren  sich  folgeoderoiai>^ 
ane^pricht:  Caiculum  Praetorii  in  magni  beneficii  loeo  habeo,  qui  duasobU- 
qaangnloram  sphaericorum  formas  ■iagulis  operationibnc  eolYere  exempi 
doceL  Quidam  in  dolabra  occupati  paranda,  ad  aedificationem  DOOf"** 
veniant.  £go,  coo^ario  Titio ,  dolabra  deetitatae  ridicale  aediflco.  V^H^ 
Itaqae  gratiae  ago  pro  tam  eommoda  dolabra.  Opto  mihi  faiiiilitf|^' 
toa  hominis,  ut  eiempla  per  aliaa  etiam  fermat  ab  ipco  habere  pos«*' 
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Zam  andern«  so  ist  nit  ohn,  das  die  ainas  nit  auf  das  aller- 
8eberfTe«te  gerechnet  seind,   obwol  Pitiscus  bey  der  Correctione 
Operis  Palatioi  etwas  gethan  *).    Hie  haben  aber  C.  F.  Gnaden  das 
remediom  zn  Händen,  den  E.  Gnaden  Underthan  Jost  Byrgias  batt 
die  sinas  auf  ein  Neues  biss  auff  acht  Figuren  gerechnet,  und  so 
ich  mich  recht  besinne,  auff  alle  gerade  secunda.    Er  hatt  gleich* 
wol  das    geschriebene  Wercich    nie  ^on  Händen   gegeben,    noch 
dmckhen    lassen.     Nit  weniger  auch  ein   Engellender  Heinricus 
Briggius    gethan,    dessen   sinus    aufs    ehist   in    Truckh    kommen 
sollen.      Was    dan    die    Logarithmos    anlanget,    ist    auch    nit 
obn,    wie  E.  F.  Gnaden   schreiben,    das    sie   von   der   berOhrten 
Vrsach    wegen     noch     nit    gerecht,     auch    nit    können     gerecht 
werden  auff  die  sinus,  man  habe  dan  zuvor  dieselbe  correct.    Aber 
Tmb  dieser  geringen  Vrsach  is^gen,   die  sie  mit  den  sinibus  ge- 
Dain  haben ,  seind  sie  darumb  nit  gleich  zu  verwerffen.    Dan  die 
demonstratio   ist  gott,  sicher  und  edel.    Allein  kan  man  die  pro- 
cesse  mit  denselben  nit  alwegen  nach  Pitisco  anstellen,,  sondern 
CS  ist  besser  in  sphäriois.  obliquangulis,  das  man  durch  perpendi* 
cnlares  reebne,  wa  man  kan. 

Item  so  seind  albereit  im  Druckh  (zu  London  gedruckt  anno  1620) 
noas  Edmundt  Gentheri  Angli,  die  seind  scherffer  dan  des  Ursini 
oder  auch  des  ersten  Erfinders  Baronis  Merchistonii.  Darumb  ich 
u  Abschneidung  viler  vergeblichen  Mühe  meniglichen  räthlich  sein 
wolte,  sieb  mit  Ernst  an  dieselbe  zu  gewehnen.  Auss  soHichen 
Edm.  Guntberi  Logarithmis  rechne  Ich  das  fOrgelegte  Triangulum 
(Tat  IX.  Fig.  3.)  also: 

i<Cdator  230  31'  W. 

BC    „    23.58  .  0.   QuaerituTili?? et i?JCf 

ACE    „      6  .  41  .  0. 

Docator  ex  A  perpendicularis  in  CB,  quae  sit  AP 

hog.AC   £=9601.1352 
Log.^CP=9065.8852 

Ergo  tijg  ilP  Log.  =8667.0204.    Hujus  Mesolog.  **)  9999 . 5308 

Mesolog.  AC         9962.3703 

37.1605 
Hujus  Compl.         9962.8395. 


*)  Thetaum«  Mathemaiicas ,  ....  a  Rhetico  olioi  «appotatat ,  aaae 

liiawB  ia  locen  edil.  a  Barth.  Pitisco  Gränberg«a«i  SümIo.  Fraakl.1618, 

^  Das  Wort  Mesologaritkaias  bedootot  hier  Osainas,  wihtead  ia 
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Ergo  Areas  CP  ex  Mesolog.  99fa.8395  23;  31'  66'' 

Hie  ablatus  a  BC  23>68,  0 
dat  BP    0.36.  4. 

Hujus  Mesologar.  9999.9760 

Adde  Mesologaritbmiim  AP  9999.5308 
Ergo  AB  V  43'  48^  ex  Mesolog.  9999.5068. 

Declinatio  igiter  87. 16.12. 

Jain  ex  AC.  CP  \  ^,_..       \  P^C per  contrapositioDemlatemra 
AB.  BPS  «"^*'^**"'   I  PAB  et  aogulorum. 

Log.iiC   9601.1352  (Sub.)         '     Log.Jß   8677.8744  sab. 
Log.  CP  1.9598. 3481  Log.gPi.8020.8133 

Log.9997.2129  9342.U889 

PAC  est  830  30'  57^^  PAB  est  12°  43'  28" 

12.43.28 


Totos  £^C. 96. 14.25»   igitur  Ascänaio  reeta  «o  14' 25^ 

Allbie  seind  zwo  Additiones  and  drey  Subtractiooes»  das  ist 
es  alles  mit  einander. 

So  viel  bab  leb  Rfr  dissmabi  auf  E.  F.  Gnaden  Berebl  von 
baiden  Puncten  zu  antworten  gebabt.  VVulcbem  leb  ferners  diess 
beysetze,  das  leb  roicb  eben  zu  dem  End  (weil  man  die  Loga- 
ritbmos  den  sinibus  nit  änderst  geben  und  dieselbe  corrigiren  kan, 
man  babe  dan  die  Logaritbmos  numerorum  absolutorum)  vor  zwaieo 
Jabren,  nemlich  sobald  kb  nacb  glueklicher  Scblichtung  meiner 
IMutter  Rechts^achy  wieder  nacber  Liiitz  kommen,  binter  die  De- 
monstrationem  Logaritbmorum  gemacbt»  dieselbige  sampt  der  Chi- 
liade  Logaritbmorum  ad  Septem  digitos  absolut!  nirai^ri  maximi» 
seu  100000.00  continuatorum  naeher  Tubingen  zu  Händen  Herrn 
M.  Miebaelis  Maestlini  gescblcket,  ob  etwa  sollicbe  unter  seiner 
correction  alda  gedruckt  werden  mucbten.  Weil  aber  disser  %nit9 
alte  Man  nunmebr  zu  kbainer  Resolution  weitters  nit  zu  briogeo 
ist,  uiaogeseben  er  stettigs  förbabens  ist,  sieb  selber  aucb  bioter 


Neper'a  Tafeln  darch  diesen  AusdrucV  die  Tangente  beseicbneC  wirtf* 
touaiher  w\\  äbrigMie  saerst  die  Bexeichnang  Cotiaat  gebraadit  baben. 
la  Bcaiolivag  auf  obige  Recbaong  iti  su  bemerkwi»  daae  ea  afl**«" 
Log^iCy  Jtog^  ACP  hminm  sollte  Log.  Sau  4^  etc. 
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dtf  Werckb  Logarithroomiti  tu  madieii:  ab«  bak  loh  endlich  mit 
eioer  giimolicben  importanitet  io  Ine  stehen,  und  das  Werckitn 
aorfickb  abfordern  lassen,  wDlches  anjetzo  bey  Schickbardeo  pro* 
fessore  lingDamm  OrlentaHutD  behaltsH-eU  hinterlegt  Ist.  Weil 
dan  C.  F.  Gnaden  diss  Werklin  dedicirt  ist,  also  stelle  E.  F.  Gn. 
Idi  es  haim.  Ob  sie  solches  zo  Tfibingen  unter  Schickards  Cer< 
fffctor- wollen  au  druckben  befehlen «  oder  ob  sie  zu  Franckfort 
Jemand  Taaglichen  haben,  der  vieissig  corrigire,  weil  alda  sohOne 
Typi  sekid,  auf  wullicben  Fall  E.  F.  Gn.  solches  Wercklm  bey 
Schickarden  au  erheben  haben  werden. 

Hiermit  E.  F.  Gnaden  Ich  mich  zu  beharfichen  F.  Gnaden  be- 
fehlen, auch  denselben  sampt  Dero  Forstlichen  Gemahelin,  auch 
gantzer  Freifndtschafft  ein  freudenreich  Neö  Jahr  von  dem  Almech- 
tigen  gewüoschet  haben  will. 

E.  F.  Gnaden 

Vnderthäniger  und 
gehorsamer 

Johan  Keppler 
Mathemadcus. 

Die  von  Kepler  erwähnte  „Rechtssach"  seiner  Mutter  Ist 
der  vielbesprochene  Hexenprocess  derselben,  welcher  im  Ganzen 
«leben  Jahre  dauerte  und  blos  durch  die  persönliche  Anwesenheit 
Ihres  berühAiten  Sohnes  zu  einem  für  sie  glücklichen  Ende  ge* 
bracht  werden  konnte. 

Ueber  die  Unterschrift  des  vorstehenden,  von  Kepler  eigen* 
bSndig  geschriebenen  Briefes  ist  Folgendes  zu  bemerken:  Kep- 
ler schrieb,  wie  damals  viele  Andere,  seinen  Namen  nicht  immer 
«af  die  gleiche  Weise,  liess  wohl  auch  den  Setzern  hierin  freie 
Hand.  Sa  finden  wir  anf  den  Titeln  der  in  Grätz  gedruckten  Ka- 
lender: „Schreib  Cal ender,  gestelt  durch  M.  J.  Kheplerum", 
In  seinen  spflteren  Schriften  schrieb  er  abwechselungsweise  seinen 
Mamen  bald  mit  einem,  bald  mit  zwei  p,  meist  jedoch  mit  einem; 
hl  den  fielen  eigenhilndfgen  Briefen,  die  ich  benutzte,  beinahe 
iimner  auf  die  erste  Art  Dieser  Grund  bestimmte  mich,  letztere 
Schreibweise  beizubehalten,  wie  leb  dieses  auch  schon  an  anderen 
Orten  auseinandergesetzt  habe. 

Ueber  Mästlin's  Saumseligkeit  klagt  Schiekard  in  einem 
Schreiben  an  Kepler  (20.  Sept.  1623j  und  sagt:  „Ich  muss  kurz 
•eyis  denn  fiUiÜin  hielt  mich  bis  diesen  Augenblick  hin,  obgleich 
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ich  in  der  ganzen  lezten  Woche  täglich  in  ihn  drang»  mir  deine 
Logarithmen  herauszugeben.  Den  Grund  seines  ZSgerns  Icann  ich 
nicht  erlclären.'*  In  einer  Nachschrift  setzt  Schicicard  jedoch 
hinzu:  »,Der  Bote  hatte  seine  Abreise  auf  gestern  Mittag  festge- 
sezt»  weshalb  ich  eilig  einige  Linien  an  dich  schrieb.  Endlich 
erhielt  ich  nach  mancherley  Ausflüchten  von  Mfistlin  die  Loga- 
rtthmen.  Ich  werde  dieselben  bei  mir  aufbewahren,  bis  du  mir 
einen  Brief  an  den  Landgrafen  schickst,  welchen  ich  denselben 
beilegen  kann.  '*  Dieser  Brief  scheint  bald  darauf  angelangt  zn 
sein,  denn  Schickard  schreibt  (den  6.  Juni  1624):  „deine  Lo- 
garithmen habe  icb  im  vorigen  Herbste  richtig  und  sorgfliltig  be- 
stellt. Ich  zweifle  auch  nicht,  dass  sie  der  Landgraf  erhalten  hat» 
obgleich  ich  keine  Antwort  bekommen  habe.''  Dass  das  IManu- 
script  an  Ort  und  Stelle  gekommen,  erhellt  aus  folgendem  Schreiben: 


Philips    von   Gottes   Gnaden   Landgrave  zn  Hessen  etc. 

Vnsem  gnädigen  Gruss  zuvor,  Wolgelehrter^  lieber  besonderer. 

Wir  hal>en  Euer  Antwortschreiben  empfangen,  darauss  euer 
Gutachten  auch  mit  mehreren  vernommen.  Mugen  darauf  in  Gna- 
den Euch  vnverhalten,  dass  Vns  in  nechst  verschiener  Fastenmess 
die  Logarithmi  gleichfalss  zugeschickt  worden,  welche  Wir  zwar 
dem  bono  publice  nicht  verhalten,  sondern  gern  zu  Franckfurtt 
getruckt  sehen  mögen.  Weil  aber  daselbsten  Niemandt  sich  des- 
sen vnterfangen  wullen,  haben  Wir  das  Werck  einem  Buchtnicker 
zu  Giessen,  Caspar  Chemlin  genandt,  zu  trucken  vntergeben,  wel- 
cher es  auch  also  aussgefertiget,  wie  Ihr  selbsten  auss  beygefög- 
.ten  exemplarien  (deren  Wir  Euch  hiermit  zehen  überschicken)  zu 
sehen. 

Sintemahl  auch  Vns  die  dedication  zugeschrieben ,  so  haben 
wir  Euch  hinwider  50  Reichsthaler  loco  remunerationis  dedicirea 
und  gnädig  verehren  wollen,  beneben  fernerm  gnädigen  gesinnen, 
Ihr  den  Usum  gedachter  Logarithmorum  Uns  zu  communiciren, 
und  da  es  Gelegenheit  geben  wolte,  von  den  Tychonischen  Instm- 
roenteu  etwas  zu  erlangen,  an  solcher  Beförderung  nichts  untere 
lassen  wollet,  daran  beschehe  Vns  zo  sondern  Gefallen,  so  wir 
danckbarlich  zu  verschulden,  auch  jeder  Zelt  Euch  gnädigen  Wil- 
len zu  erweisen  geneigt. 


Datum  Butzbach  den  7.  Sept  anno  1$241 


Philips  LzH. 


mnd  einige  Briefü  van  tepier.  901 

Dem  in  diMem  Briefe  geiueeerten  Verlangen  Philipps»  ^den 
isoni  gedachter  Logaritbraorum''  2«  erhalten»  acheint  Kepler 
eilig  nach-,  wo  nicht  zuvorgekommen  zu  sein.  In  der  schon  er- 
wähnten Vorrede  zu  dem  ,,Supplementom  Log/*  schreibt  er 
otrolicb»  er  habe  aus  dem  Frankfurter  Idesskataloge  zuerst  erfah- 
ren, daas  sein  Buch  gedruckt  werde,  sowie  ganz  neuerdings  ge-' 
hurt,  dass  ein  Schreiben  des  Landgrafen  an  ihn  unterwegs  sei» 
und  er  vermuthe,  in  diesem  Schreibe^  werde  das  Verlangen  an 
ihn  gestellt  werden,  dasK  er  fiber  den  Gebrauch  der  Logarithmen 
nacbtrSglicb  Etwas  bekannt  mache. 

Die  Antwort  Philipps  auf  Kepler's  Sendung  ist  vom 
23.  April  1625«  und  lautet  folgendermassen : 


Philips  von  Gottes  Gnaden  Landgrave  zu  Hessen  etc. 

Vnsem  gnädigen  Gruss  bevor.  Hochgelehrter»  lieber  besonderer. 

Wir  haben  Euer  Schreiben  beneben  dem  geschriebenen  Trac* 
td  de  OSO  Logarithmomm  zu  recht  eingeliefert  empfangen,  daraus 
•wA  Eure  Intention  mit  mehrerem  vernommen»  insonderheit,  dass 
■Mere  in  verschienener  Frankf.  Herbstmess  an  Euch  ausgefertigte 
Sehreiben»  darbey  10  exemplaria  chiliadis  Logarithmorum »  bene- 
ben SO  Reichsthaler  eingepackt.  Euch  noch  nicht  zukommen» 
welches  ziivar  G.  Tampachs  Bericht  nach  allein  aus  Mangel  siche- 
rer Gelegenheit  geschehen»  weil  aber  derselbe  «ich  vernehmen 
lassen,  solches  jeziger  Fastmess  Euch  zuzuschicken,  zweifeln  wir 
nicht  daran,  er  solches  seiner  Erklärung  nach  also  verrichten  werde. 
Sonaten  mHchten  wir  wünschen ,  dass  die  Druckfertigung  Chiliadis 
Logarithmorum  nach  Eurem  Begehren  effectuirt  worden»  haben 
des  Endes  selbige  auch  ermeltem  Tampacher  zumuthen  lassen» 
weil  er  aber  sich  sehr  dilBcultirt»  ists  hernacher  an  ein  andern 
kommen»  welcher  in  dergleichen  typis  vielleicht  nicht  sehr  wohl 
vertiert  gewesen  und  dannenhero  formam  compendiosiorem  nicht 
in  acht  genommen ;  weil  auch  damals  die  'tA^ss  herbey  gerucket» 
hat  die  Eilfertigkeit  etliche  errata  darinn  ersitzen  lassen,  welche 
doch  künftig  noch  wohl  zu  corrigireu.  Ebenderselbige  Buchtrucker» 
welcher  nunmehr  zu  Marpurg  seine  haussliche  Wohnung  helt»  der 
will  auch  itzige  Gherschickte  praecepta  zu  trucken  sich  unterfan- 
gen und  uff  künftige  Herbstmess  aussfertigen,  auch  die  tjrpos 
nnmericos  apicatos  sonderlich  darzu  giessen  lassen »  wofern  er  nur 
ht  Zeiten  den  titulum,  dedicationem,  appendicem  und  indicem» 
welche  zweifelsohne  Kulsnerus  der  Buchtrucker  zu  Marburg  noch 
tinter  Händen  hat,  bekommen  kann»  und  wenn  dieser  solche  auch 
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geliefert  und  alfts  semmeollich  uns  sogeschiekt,  bette  es  Tielleidit 
In  Gatalogtim  noch  kOnnen  gebracht  werden ,  wiewohl  hieran  noch 
zur  Zeit  nichts  verweiltet,  sondern  was  itzund  verpiieben  in  pro» 
nittendo,  kan  kdnftig  resarciret  und  ersetzt  werden  in  exhihendo« 

Schliesslich  achten  wir  ohne  Noth,  voriges  Vnsers  Schreibens, 
80  (zweiffels  ohn)  Euch  nunmehr  zukommen,  contenta  anber  zu 
erholen,  sondern  erwarten  darauf  Eure  Erklärung  und  verpleibeo 
Euch  in  Gnaden  gewogen. 

Dat  Butzbach  etc. 

Philips. 

(Addr.:    Dero  Hochgelerten  Vnserem  lieben   besondem,   Johann 
Kepplero,  der  Rum.  Kays.  Maytt  vorqehmen  Matbematico, 

Anjzu  zue  Lintz.) 

Ein  vierter  Brief  Philipps  an  Kepler  (15.  Janoar  1627)  be- 
trilt  die  Rudolphinischen  Tafeln.  In  demselben  benachrichtigt 
Philipp  den  in  Ulm  befindlichen  Kepler,  dass  er  seinetwq^ 
an  „Vnsers  lieben  Vettern  und  Sohns  Herrn  Georgen  Landgraren 
zu  Hessen  etc.,  Agenten  zu  Wien*'  geschrieben  habe. 

Ich  bemerke  noch  zum  Schlosse,  dass  dieser  Landgraf  Phi- 
lipp  der  zweite  Sohn  des  Landgrafen  Georg  von  Hessen- 
Darmstadt  war,  der  nach  dem  Regierungs  •  Antritt  seines  Siteren 
Bruders  Ludwig  V.  gegen  Abtretung  eines  Theils  seiner  Apa- 
nage Stadt  und  Amt  Butzbach  erblich  erhielt.  Er  verungliickte  im 
Bade,  62  Jahre  alt,  im  Jahre  1643.  (Vgl.  RomQiel,  Gesch.  von 
Hessen,  VLBd.S.239.) 


W9ifer$:   Bar$Ulkm§ derP0l9nun49$C0iitm9undSimuBU.^l(l^ 


Darstellong  der  Potenzen  des  Cosinus  und  Sinns  eines 
Winkeb  durch  Cosinusse  und  Sinusse  der  Tielfacheh 

Winkel. 

Von 

Herrn  PEofessor  Dr.  «T.  Ph*  fVolfers 

so   Berlin, 


In  den  verschiedenen  Lehrböchem  der  Analyais  findet  man 
die  Ausdräcke  der  Potenzen  Tom  Cosinus  und  Sinus  eines  Win* 
kels  durch  Cosinusse  und  Sinusse  der  vielfachen  Winkel;  zum 
Tbeil  ersieht  man  aber  nicht  das  Gesetz »  wonach  diese  letztem 
Ausdrucke  fortgehen,  zum  Tbeil  ist  die  Art  ihrer  Herleitung  etwas 
weitläufig,  endlich  fehlt  der  Beweis  ihrer  Allgemeingfiltigkeit.  Bei 
der  hSafigen  Anwendung,  welche  von  dieser  Umformung  gemacht 
XQ  werden  pflegt,  schien  es  nicht  unangemessen,  hier  eine  ein- 
lache Herleitung  dieser  Ausdrücke  und  zugleich  einen  Beweis 
durch  Induction  für  ihre  AHgemeingöUigkeit  mitzutheüen.  Zu« 
nichst  folgen  hier  einige  Sätze  der  Binoroial-Coefficienten,  welche 
Uerbel  in  Anwendung  kommen  und  wobei  wir  uns  der  vielfach 
gebrSachlichen  Bezeichnung  Um  bedienen  wollen. 

S*  1.    Siad  Doo  n  und  m  positive  ganze  Zahlen»  so  hat  man: 

2)  n»  +  Hm^l  =  (n  +  l)m^U 

3)  (2A+l)Hi=i(2X+2)Hi. 

^  beiden  ersten  Gleichungen  sind  bekannt  genug,   so  daes  sie 
weder  einer  Erläuteraogt  eoeb  eines  Beweises  bedOrfen;  die  we* 
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niger  TerbreitetA  dritte,  in  welcher  iL  jede  beliebige  positive  gaue 
Zahl  bezeichnet,  möge  hier  als  rfchtig  dargethan  werden.  Es  ist 
aber:     . 

A.         (21  +  l)A+i  =       1.2     .3     ...•     il.(il+I)' 


femer 


(2i  +  2)A+i=       1^   .     2.  3....  1.(1+1) 

_  (2X+1) .  11.,.. (A 4>3) q -h2)  2A+2 
""        1    .   2  ....(A-J)     i       A+1 


/91.0.,        ^  (2A+l)2A,...a  +  2)a+l) 


oder 
B. 

mithin  nach  A.  und  B.: 

(2A+l)Hi=l(2il  +  2)A+i. 

Ausserdem  mag  noch 

4)  ««  =  (n  +  l),+i=l 

angefahrt  werden* 

§.  2.  Wir  entnehmen  nun  der  Trigonometrie  die  bekannte  Formel: 

6)  2  cos  a  cos  6  =  cos  (a — 6)  +  cos(a-|-6), 

von  welcher  wir  hier  wiederholten  Gebrauch  machen  wollen.    Setxeo 
wir  in  derselben  6  =  a,  so  erhalten  wir  die  bekannte  Formel 

6)  2*.coso*  =  l  +  co82a, 
und  wenn  wir  diese  mit  2cosa  moltipliciren : 

2*.cosii's=2cosa4-2cosacos2a,  • 

d.  h.  nach  5): 

7)  2*.co0a'=3cosa-f  cos3a  =  3sCosa-f  3s<^<M3a. 

Multipliciren   wir  auch  diese  Gleichung  wieder  durch  2co8a,  so 
erhalten  wir,  indem  wir  den  letzten  Werth  benutzen: 

2'.cosa^=32.2cosii*-|-3s.2cosacos3a 

= 3,(1  -f-  cos  2o)  -h  3,  (cos  2a  +  cos  4a) 

=3^ + (3i  4- 3i)  cos2a  +  3g  cos4ii , 


einef  WinkeU  durch  Cosinuue  und  Sinusse  der  Helfachen  Winkel.  3(|6 
d.  h.  wen  nach  3): 

nach  2): 

3i  +  3g=4, 

and  Dach  4): 

Wir  wollen  aoch  diese  Gleichung  noch  durch  2cosa  multipliciren, 
uiid  erhalten  alsdann: 

2*  cos  a^ = 4^  cos  a  4- 4) .  2  cos  a  cos  2a  4- "^4  •  2  cos  a  cos  4« 

=  (43  4-^)cosa  +  (4)  +4^coa3a  +  4^coa6a 
oier 

9)  2*cosa^=5t  cos  a  4-54  cos  3a  -fS^  cos  5a. 

Gesetzt,  es  sei  nun 

l2*^co«a*Hi  =  (2X+l)^fi.cosa+(2X+l)Ha.cos3a 
I  *     +(2A  +  l)A+8.cos5a+etc., 

alsdtoQ  wird,    indem  wir  auf  heiden  Seiten  durch  2cosa  multipli- 

mm: 

2«M^ico«aaH«  =  (21  +  l)Hi*2coia«  +  (2X  +  l)A^a^.2cosaGos3a 

-|-(2A'f  ])A^,.2cosacos5a-f  etc. 
=  (21  +  l)A+i  +  [(2A  +  l)Hi  +  (2A  +  l)A+2]  cos2a 

+  [(2A  +  l)A+a  +  (21  +  1)H»]  cos4a 

+  [(21  +  1)H3  +  (2A  +  1)H4]  cos«a 

etc.» 

oteobar  also,  indem  heim  ersten  Gliede  Formel  3)  und  hei  den 
Menden  Formel  2)  in  Anwendung  gebracht  wird: 

I 
I 

J  2*^1  cos  c«H*  =  i(2X + 2)A+i  +  (2A + 2)a+2  co82a 
I      +  (2A  +  2)a+8  cos  4a + (2X  +  2)  A+4  cos  6a + etc. 

^lete  Gleichung  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  wieder  durch 
*ce«o,  alsdann  wird: 


Tlitil  XlIV.  «l 
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2*H*co»a«^+»=  (2X+2)A+i  cos  a+ (2X+2)^f  «.2co8acos2a 

•f  (2i-f  2)A'fs  .2co8a  co64a -f  etc. 
=  [(2A +2)A+i  +  (2X  +  2)A+2]  cosa 
+  [(2X+2)A+2  +  (2X +2)A4  3]  cosSa 
+  [(2A+2);l^s  +  (21  +  2)^.^  cosSa 

+  etc. 
oder  Dach  2): 

.2«H«cosa«^+8=(2A  +  3)A42COsa+(2A  +  3)i+,cos3a 

12)  I 

(  +  (2k  +  3)a+4  cos  5a  +  etc. 

Weno  wir  aach  diese  Gleichung  noch  durch  2co8a  multipUcireD, 
so  wird«  eben  so  wie  11)  aas  10),  jetzt  hervorgehen: 

J  2»^+»  cos  a«^+*  =  i  (2A  +  4)a+2  +  (2X  +  4)a+»  cos 2a 

13)  j 

l  +  (2iL  +  4)a+4  cos  4a  +  etc. 

Findet  also  das  in  7)  und  9)  fiir  bestimmte  ungerade' Exponen- 
ten dargestellte  Gesets  nach  10)  (Hr  einen  unbestimmten  ungera- 
den Exponenten  statt,  so  gilt  es  nach  12)  auch  für  den  nächst- 
folgenden ungeraden  Exponenten.  Eben  so  wird  das  in  6)  und  8) 
fdr  bestimmte  gerade  Exponenten  dargestellte  Gebets  nach  13) 
för  2il-f  4  gelten,  wenn  es  nach  11)  für  2A-|-2  als  gültig  aogd« 
nommen  wird.    Beide  Gesetze  sind  demnach  allgemein  gültig. 

§.  Z*    Setzt  man  daher  allgemein 

cos  9)*^-* = A  cos  <p+B  cos  3<p  +  Ccos  69)  +  etc. , 

80  wird  nach  10): 

j        1      .«.     I,,.     1       (2X-1)(2A^2)....(A  +  1)A 
-^=2S3-t^*~^^*-§iF:ä 1.2....a-l)X 

1        (2A-1)(2A~2)....(A+1)A   (A-1)(A-2)....2.1 
-2^a.2*'  1.2....a--l)il  •(A-l)(il-2)...2.1 

_     (2A~l)(2i— 2)....i.(A  — l)a--2)....2.1 
— ^'  2.4....(2A-2)2il(2il-2)(2i-4)....4.2  ' 

oder,   wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  alle  in  dem  ersten 
▼orkommenden  geraden  Factoren  dividirt: 

1.8.5....  (2i—l) 
^*^  "^T"^'     2.4.6....2A     * 
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DicsBlst  einer  dcrAüftdröcke,  irelc&er  in  Euler'«  »^Institu- 
tioDum  calcali  integralis  volumeo  priroum  §i  272.*'  Tor- 
koromt.  Stalt  desselben  erhält  man  auch  leicht  den  a;  a.  O.  vor^ 
komnieuden  zvreiten  Ausdruck: 

\Ks  j         2       6   10    14       41  —  2 

Da  ferner  nach  10): 

etc., 

80  wird,  wenn  man  sich  die  verschiedenen  Binomial-CoelBcienten 
entvrickelt  denkt: 

16)        B=i^J^.    C=i^Ä.    «=I^C.  etc. 

Diese  Formeln»  welche  ebenfalls  a.  a.  O.  vorkoaimen,  dienen  da- 
10,  um  ans  einem  bekannten  CoefQcienten  den  nächstfolgenden 
auf  einfache  W«ise  herzuleiten. 

§.  4.    Setzt  man 

cos9^=il+3?cos29  +  (£cos49  + IDcosö^  +  etc, 

w  wird  nach  11): 

2**-icos  ^'^ = i(2X)A  +  (2A)Hi  •  cos29  +  (2^);^^.  co849 

+  (2X);i+5  cos  69  +  etc. , 

also 

*-  1    /«,x  _     ^       2X(2A-1)...,(A  +  1)   A(A-1)....2.1 
*— 2*Ä-v2A)A— pT^^-  1.2....  X  'Aa— 1)....2.1 

_  2A(2A-l)....a-hl)Xa-l)....2.1 
—        2.4....2A.2X.(2X-2)....4.2       ' 

•••0  wie  forUnt 
yj.  1.3.5....(2Jl-l) 


2.4.6....2A 


und 


1«^  ^         2      6    10       (4X-2) 


21* 


I 
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Diese  beiden  Ausdriicke  kommen  ebenfalle  a.  a.  O.  vor,  so  wie 
die  den  obigen  Formeln  16)  analogen,  um  ans  einem  Coeffideoteo 
einfach  den  näcbst  folgenden  berzuleiten;   nämlich: 

21  A— 1  X — 2 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  Entwickelung  der  betreffen- 
den Binomial-CoefQcienten  leicht  überzeugt. 

§.  5.  Wollte  ms^  auf  ähnliche  Weise  die  den  Potenzen  emes 
Sinus  entsprechenden  Reihen»  welche  theils  nach  Sinussen,  theils 
nach  Cosinussen  der  vielfachen  Winkel  fortschreiten,  direct  be^ 
leiten,  so  wSrde  diess  keine  Schwierigkeit  haben;  statt  der  der 
Trigonometrie  entnommenen  Gleichung  5)  würde  man  hier  abwech- 
selnd die  zwei: 

2  sin  a  sin  6 = cos  (a  —  6)  —  cos  (a  +  6), 
2cosasin6=:sin(a  +  b)  —  sin(a — b) 

in  Anwendung  zu  bringen  haben*  Man  kann  sich  aber  dieüie  Mfihe 
ersparen  und  vielmehr  die  den  Gleichungen  10)  und  11)  fiir  dei 
Sinus  entsprechenden  unmittelbar  hinschreiben,  wenn, man  statt« 
setzt  90^  — a  und  erwägt,  dass  alsdann 

cosa    in   -t-s'ma, 
cos  2a  „  — cos  2a, 
cos 3a  „    —sin 3a, 
cos  4a  „    -|- cos  4a 
etc. 

übergeht.    Hiernach  wird  man  sogleich  erbalten: 

j2«^sina«Hi==(2X+l)A+,.sina-(2X  +  l)A-H.ßin3a 
lO*)    j 

(  +(2A+l)A+3.sin5a— etc., 

i^^^sm  a>^+«  =  i(2i  +  2)A+,  -(2A  +  2)^^.  co82a 
11«)    i 

(  -f  (2k  +  2)a+3  .  cos  4a — etc., 

woraus  man  ersieht,  dass  eine  ungerade  Potenz  von  sin a  durch 
lauter  Sinusse,  eine  gerade  Potenz  durch  lauter  Cosinusse  der 
Vielfachen  von  a  ausgedruckt  wird. 

§.  6.    Um   ein   Beispiel    zur   Anwendung  dieser    Cmformang 
hinzuzufügen,  muge  hier  die  in  Band  XXI.  dieses  Archivs  bereits 

behandelte  Aufgabe  folgen,  den  Bruch  ^ in  eine  S^'^^ 

von  der  Form: 
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a  4*  6co89>  -f  ccosS^  -f  dcosZip  -f  «cos49  -|-  etc. 
ni  ?en?aDdeln* 

Es  wird  nnmittelbar 

|— — — —  =  I  -|-fico89>  -f  f**cos9*  +  f4'cos9'+f4*cos  9*+  etc»» 

imd  wenn  wir  statt  der  Poteozen  von  cos  9  die  Werthe  nach  10) 
Dod  11}  substituiren :' 


1 


P 


fKOS^ 


=  1 


+  ** 


10 


35 


+  32'**  +04«*' 


cosy+jf»* 


15 
3-2 


+5r,»»« 


+128'* 


I 


cos29  +1  ft 


8 


6 
16 


+räf»' 


21 

64 


+«3»*' 


COS  39  etc. 


35 

etc. 
Nimmt  man  nao 

M)  j^^ =a-f 6co89-|-cco8294'<2co83gD-f^co849-fotc. 

Uy  80  wird  nach  vorstehender  Entwicfceluog: 

1  ^  10  % 

«=l+2t**+8J**  +  g2«*'  +  I^'*"+ «*<^' 

1  .  1  •  .  1*  4  .  ^•3»   .  .  13.5.7  ,  .    , 
=  l  +  ä«**+0'**  +  2X6'*'+2X6:8'*' +  •**• 

offenbar  also  ohtie  notbwendige  Umforroang: 

1 


21) 


a= 


VT:^ 


Man  würde  auf  dieselbe  Weise  gescblossene  Aosdrffcke  filr  die 
Mgeoden  Coefficienten  bfCfd,  e,  etc.  erhalten  können,  indessen 
^d  sich  dasselbe  einfacher  auf  folgende  Weise  ergeben.  Man 
■«ItipÜcire  die  Gleiehnng20)  dorcb  denNsnner  1 — fftcos^,  ordne 
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auf  der  rechteo  Seite,  unter  Benutzang  der  Formel  6),   nach  den 
Cosinussen  der  vielfachen  Winkel;  alsdann  erhält  man  die  Gleichung: 

22)    l  =  a     +6 

—  afi 

und  da  diese  Gleichung  für  jeden  beliebigeq  Werth  von  qf  statt- 
finden muss: 

6=|(«~1). 


COS  (p  +  c 

coa2q>-\-d 

cosS^-l-e 

COS  49 

-iv 

—  ICfi 

-irff* 

+  ctc. 

-id(L 

— 4c(i 

-4/j» 

23) 


c=-6-2a. 


6  =  —d — c, 
etc. 


Aus  diesen  Formeln  erhält  man,    unter  Benutzung  des  Werthes 
von  a  aus  21): 

2/ 1 A_        2         I^STT^ 


24) 


2       r2 


— 2Vl— ^« 


l-VT^fi 


a=— 7r^==.- ■ 5—1  ■      ■   ^ ♦— 1 


')• 


* 

] 


VI 


l-.vT^r^V 


-r-t 


) 


VT^u«  \ 


1  _  VT^r^N  •  r2-2  VT^^ 


■)'L 


-1 


] 


Vi  -I»«  V 


2     /i—vnr^ 


^0" 


etc. 


Mittelst  ckr  «o  gefundenen  Werthe  erhält  nimi  filr 
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dieselbe  Reihe,  welche  im  Archiv  Bd.  XXL  Pag.  )94.  unter 
No.  14.  aafgeführt  ist. 

Bei  dieser  Gelegenheit  muge  noch  bemerkt  werden,  dass  in 
der  Ueberschrift  meines  früheren  Aufsatzes  die  Coefficienten  der 
Winkel  falsch  angesetzt  sind,  was  übrigens  aus  dem  Resultate 
der  dortigen  Ontersuchong  sogleich  hervorgeht. 


lieber  die  Befichreibang  der  regulären  Yideeke. 

Von 

Herrn  Professor  J.  K.  Stec^kowski 

an  der  UniTersität  so  Ccacan. 


Vor  einiger  Zeit  kam  zuföllig  eine  praktische  Geometrie  in 
meine  Hände,  welche  folgenden  Titel  fahrt:  »»Anweisung  zum 
Zirckei  und  Lineal  Gebrauch  so  wohl  vor  die  Jugend 
als  Professionisten  und  Handwerker.  Verlegt  In  Augs- 
l>Qrg  Toa  Johann  Hertel'S  ohne  Jahreszahl.  Das  Werk  ist 
iof  Kvpferplatten  gestochen.  Es  besteht  aus  244  Seiten  in  klein  4^ 
Qod  ist  so  eingerichtet«  dass  auf  der  einen  Seite  der  zur  Auflö- 
sung einer  Aufgabe  nuthige  Handgriff  beschrieben  wird  und  da« 
neben  auf  der  anderen  Seite  die  Auflosung  selbst,  worunter  als 
Verzierung  ein  Kupferstich»  der  irgend  eine  Stadt,  ein  Schloss 
•ier  eine  G«g«nd  u.  dergl.  Torstellt,  sich  befindet.  Der  Verfasser 
'■«•er  Oeenatrle  Ist  mir  nnbekannt,  weil  er  seinen  Namen  nicht 
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beigesetzt  hat;  allein  aus  den  Gegenständen ,  deren  Abbildangen 
jede  Aufgabe  schmücken,  kann  man  sicher  schliessen,  dass  er 
ein  Ungar  war,  denn  alle  Städte,  die  hier  vorkommen,  sind  no- 
garische  Städte.  Das  ganze  Werk  ist  in  sechs  Böcher  eingetheilt 
Darunter  enthält  das  dritte  Buch  Aufgaben  von  Einschreibungen 
regelmässiger  Figuren  in  einen  gegebenen  Kreis  oder  in  andere 
Vielecke.  Die  siebente  von  diesen  Aufgaben  lautet  folgendermassen: 
„In  einen  jeden  vorgegebenen  Circkei  ein  solches  Regulär  Viel- 
Ecke  einzuKcbreiben  als  man  verlanget,  oder  den  Circkei- Cr eyss 
in  so  viel  gleiche  Theile  abzutheiien,  als  man  begehrt."  Ich  gebe 
die  Auflösung  dieser  Aufgabe  wortgetreu  wie  sie  in  dem  AVerke 
vorkommt.    (Taf.  X.  Fig.  1.) 

Der  gegebene  Circkei  seye AKB 

Man  verlanget  z.  E.  darein  ein  Regular-Dreyzehen-Eck  einzuschreiben. 

Hand-Griff. 

Ziehe  den  Diameter      .......     AB 

Aus  dem  Punct A 

Ziehe  nach  gebührlicher  Länge  eine  gerade  Linie  .  AC 
trage  darauf  ('.angefangen  von  dem  Punct:)    .        .  A 

gleiche  dreyzehen  Theile 
Ziehe  zusammen  den  letzten  Theit  mit  einer  Linie  ans        B 

Durch  den  Theil  oder  Zahl 2 

Ziehe  die  gerade  Linie EFD 

welche  Parallel  lauffe  mit  der  Linie    ....     HB 
,  und  den  Diameter  durchschneide  in  dem  Punct      .  F 

Fasse  unterdessen  die  Weite  des  Diameters  .  .  AB 
und  schreibe  aus  denen  zwey  Puncten  .  .  •  AB 
Zwey  gleiche  Bogen,  welche  sich  durchcreutzen  in    .         G 

Aus  dem  Punct G 

und  durcih  den  Durchschnitts -Punct     •.../* 

Ziehe  eine  gerade  Linie GEH 

Der  Theil AM 

wird  ein  dreyzehender  Theil  seyn  nach  dem  Verlangen. 

Alle  in  diesem  Werke  vorkommende  Aufgaben  sind  auf  ähnliche 
Art  aufgelöst. 

ich  gestehe,  dass  Ich  diese  allgemeine  Constraction  nirgends 
«Dgetrofen  habe,  und  wiewohl  sie  bloss  filr  die  Prazb 
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ist,  so  schien  e«  mir  doch  von  loteresse,  zu  untersuchen»  in  wie 
weit  sich  diese  Constructioti  der  Wahrheit  nähert.  Zu  diesem 
Zwecke  habe  ich  allgemein  die  Einschreibung,  eines  necks  vorge- 
Dommen.  Nehmen  wir  nämlich  den  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kreises  zum  Anfangspunkte  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  den 
Halbmesser  des  Kreises  =1,  so  können  wir  den  Punkt  H  leicht 
beittimmen.  Es  sind  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  F  und 
G  bekannt,  also  auch  die  Lage  der  Geraden  HG,  deren  Gleichung 

ifft  Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des  Kreises  ^r'-f  ^*=1, 
so  findet  man  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser  Ge- 
raden mit  der  Peripherie  des  Kreises,  also  den  Punkt  H,  fflr 
welchen  wir 

__(n-4)(3n+Vn^-f  1611—32) 

erhalten.     Und    weil  clie   Abscisse  x  nichts  anders  ist,  als  der 

3600 

Cosinus  des  Bogens  AB,  welcher  nach  der  Construction  =-— - 

^  n 

•ein  soll,  so  haben  wir  auf  diese  Art: 

360     (»— 4)(3it  4- Vn»-f  1611—32) 
^®*  n  —  4(»«— 2n  +  4) 

Berechnet  man  sofort  die  Cosinus  verschiedener  Winkel  nach  die- 
ser Formel  und  nach  den  trigonometrischen  Tafeln,  so  wird  man 
tos  den  Resultaten  sehen,  in  wie  weit  diese  Formel,  also  auch 
die  obige  Construction,  richtig  ist. 

Ich  habe  f^r  Vielecke  sowohl  von  gerader,  als  auch  von  un- 
gerader Anzahl  Seiten  etliche  Cosinus  berechnet,  und  zwar  nur 
bis  zur  fünften  Decimalstelle;  ich  erhielt  dadurch: 
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Diese  Resultate  zeigen,  dass  die  gru^stie  IMfferenz  übec 
(HXM  betrage»  d.  b.  nacb  der  aDgegäbenfen  Cohstructioit  fällt  die 
Seite  einea  necka  etuaa  zu  klein  aus»  was  aber  für  die  Praxi» 
ausreichend  sein  durfte. 

Das  zireite  Bnch  dieses  Werks  ist  der  Aufgabe,  auf  einer 
gegebenen  Geraden  ein  verlangtes  regelmässiges  P<>« 
lygon  zu  erricbten,  gewidmet.  Weil  diese  Aufgabe  in  unse* 
ren  Lehrbücbem  der  Geometrie  sebr  spärlicb  behaYidelt  wird,  und 
da  sie  mir  wenigstens  für  die  Praxis  zierolicb  wiebtig  vorkommt, 
80  «i-arde  sie  auch  Veranlassung  gegenwSrtiger  Mittbeilung.  leb 
sncbte  nämlich  dort,  wo  es  muglicb  war,  die  BegrQndung  der  in 
dem  besagten  Werke  vorkommenden  Constructiouen  zu  finden  und 
zuletzt  allgemein  die  Aufgabe  (es  versteht  sich  nur  näherungs- 
weisö)  aufzulösen.  Was  den,  in  dem  in  Rede  stehenden  Werke 
ausgefShrteii  Constructionen  meines  Erachtens  Vorzug  gibt,  ist 
dies,  dass  sie  bloSs  m>t  Zirkel  und  Lineal  ausgeführt  sind,  ohne 
die  hölzernen'  oder  messingenen  Dreiecke  oder  Winkelhaken  zu 
gebrauchen;  denn  dadurch  werden  alle  Senkrechte,  Parallele  und 
Berührende  schärfer  gezogen,  eben  so  die  Durcbscbnittspuiikte 
besser  bestimmt 

1.  Ich  fange  mit  der  Errichtung  des  Quadrats  auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  an.  Die  dazu  nuthige  Construction  wird  mit 
einer  und  derselben  Oeffnung  des  Zirkels  folgendermassen  zu  Stande 
gebracht.  Es  sei  die  gegebene  Gerade  AB  (Taf.X.  Fig.2.);  aus 
ihren  beiden  Enden  A  und  B  beschreibe  man  mit  dem  Halbmes- 
ser AB  zwei  Bogen,  welche  sich  im  Punkte  D  durchschneiden. 
Aus  diesem  Durchschnittspunkte  schneide  man  mit  dem  nämlichen 
Halbmesser  den  B^gen  DC  ab;  aus  d^  Punkten  D  und  C  be« 
schreibe  man  wieder  zwei  Bogen,  welche  sich  in  E  schneiden,  und 
verbinde  die  Punkte  A  und  E  durch  die  Gerade  AE,  weWht  den 
Bo^en  DC  in  F  schneidet;  zuletzt  durchschneide  mian  aus  de» 
Punkte  F  immer  mit  demselben  Halbmesser  AB  den  aus  dem 
Punkte  B  beschriebenen  Bogen  im  Punkte  G  und  verbiade^  die 
Punkte  A,  B,  G,  F  durch  gerade  Linien,  so  wird  man  das  ver- 
langte Quadrat  erhalten.   Diese  Construction  braucht  keinen  BeweUk 

2.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ßin  regelmässiges  Fünfeck 
M  construiren.       ! 

Die  gegebene  Gerade  sei  AB  (Taf.  X.  Fig.  3.).  (n  einem 
ihrer  Enden,  z.  B.  in  B,  errichte  man  eine  Senkrechte  auf  Alb 
Qod  schneide  darauf  BD:=z,AB  ab,  halbire  die  gegebene  Ge- 
rade AB  im  Punkte  C,  beschreibe  aus  diesem  Punkte  mit  dem 
Halbmesser  CD  einen  Bogen ,  welcher  die  verlängerte  Gerade  AB 
im  Punkte  E  schneide,  %o  ist  die  Gerade  AE  die  Diagonale  deil 
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▼erlangten  Fünfecks.  Man  errichte  also  im  Pupkte  C  eine  Senk- 
rechte auf  AB  und  beschreibe  aus  dem  Punkte  A  mit  dem  Halb* 
roesser  AE  einen  Bogen,  so  wird  er  die  letzte  Senkrechte  im 
Punkte  F  schneiden.  Zuletzt  beschreibe  man  aus  den  Punktes 
A  und  Fy  B  und  F  mit  dem  Halbmesser  AB  Bugen,  welche 
sich  in  den  Punkten  G  und  H  durchschneiden  werden;  und  weno 
man  die  Punkte  A,G\  G,  F;  F,  H  und  H,  B  durch  Gerade  Ter- 
bindet,  so  wird  man  das  verlangte  Fünfeck  erhalten.  —  Um  die 
Richtigkeit  dieser  Construction  sicher  zu  stellen,  muss  nur  be- 
wiesen werden,  dass  die  Gerade  AF  wirklich  die  Diagonale  des 
so  construirenden  Fünfecks  ist.    Zu  diesem  Behufe  ziehe  man  die 

Gerade  CD,  so  ist  CÜ^  =  C&  =  SS^  +  Cß^  oder,  wenn  maa 
AB^a  setzt ,    C£ = |  V6 ,    folglich 

Die  Senkrechte  CF  ist  gleich  der  Summe  der  Halbmesser  des 
in  und  um  das  Fünfeck  beschriebenen  Kreises,  wovon  der  erste 
bekanntlich 


V5 


V5 


ist,  und  der  zweite 


aV2 


folglicb 


Vö—vß' 


2  V      V5-V6      / 


Da  aber  Im  rechtwinkligen  Dreiecke  ACF,   AF^=zCF*  +  A(P 
ist,   so  wird 

^'^^TV S^TvS ;=«\      S-V5      /      . 

Aber  VB  +  2V5=1  +  V5,  desswegen  wird 

"^^  -  «Is^^VSy 2Ö =  4  V-ß-; 

und  zuletzt 

wie  oben.    Die  vorhergehende  Constoction  VM  also  die  Angabe 
ganz  genau  auf. 
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3.  Uro  aaf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Sechseck 
in  errichten,  beschreibt  man  aus  den  beiden  Endpunkten  dersel- 
ben zwei  Bogen,  deren  Durchschnittspunkt  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  geben  wird,  in  welchen  sich  das  verlangte  Sechseck  ein- 
schreiben lässt;  welche  Construction  keines  Beweises  bedarf. 

4.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Sieben- 
eck m  errichten. 

In  dem  am  Anfange  erwähnten  Werke  wird  folgende  Con- 
struction angegeben.  Die  gegebene  Gerade  sei  AB,  (Taf.  X.  Fig.  4.) 
Man  verlängere  sie  bis  C  so,  dass  ßC=AB  sei;  aus  den  Punk- 
ten A  und  C  beschreibe  man  mit  dem  Halbmesser  AC  zwei  sieb 
im  Punkte  D  durchschneidende  Bogen,  mit  dem  nämlichen  Halb- 
messer beschreibe  man  aus  den  Punkten  D  und  C  zwei  andere, 
■ich  in  E  durchschneidende  Bogen,  verbinde  die  Punkte  B  und  Z>, 
A  und  E  durch  die  Geraden  BD  und  AE,  welche  sich  in  F  schnei- 
den. Aus  A  und  B  beschreibe  man  mit  dem  Halbmesser  AF 
wieder  zwei  Bogen,  welche  sich  im  Mittelpunkte  S  des  Kreises, 
io  welchen  das  verlangte  Siebeneck  sich  einschreiben  lässt,  durch- 
schneiden* 

Um  sich  zu  überzeugen,  in  wie  weit  sich  diese  Construction 
der  Wahrheit  nähert«  berechnen  wir  den  Halbmesser  des  um  das 
trbaltene  Siebeneck    beschriebenen    Kreises    aus   der   bekannten 

Formel  r= Tonö»  '"  welcher  a  die  Seite  des  dem  Kreise  ein- 

2Sin^ 

geschriebenen  Siebenecks  ist,  und  denselben  Halbmesser,  wie  er 
las  der  vorhergehenden  Construction  folgt.  Aus  der  angeführten 
Formel  ist  der  Halbmesser  =  1*1524.... a;  um  ihn  aber  aus  der 
Construction  zu  berechnen,  ziehe  man  die  Geraden  AD,  CDyDE 
und  CE,  so  ist  das  Viereck  ACED  eine  Raute,  und  ihre  zwei 
Diagonalen  halbiren  sich  im  Punkte  G.  Das  Dreieck  ADC  ist 
gleichseitig,  also  auch  gleichschenklig,  desswegen  ist  BD  senk- 
recht auf  ACf  und  AG  senkrecht  auf  DC;  ausserdem  ist  noch 
AG  =  BD,  Aber  diese  zwei  Senkrechten  schneiden  sich  be- 
kanntlich Im  Punkte  F  so,  dass  DF=\BD  und  AF=\AG. 
Weil  aber  AG  =  BD,  so  ist  AF=\BD,  Aus  dem  rechtwinkli- 
gen Dreiecke  ^AZ>  hat  man,  wenn  man  AB=a  setzt,  BD=aV3, 
desswegen  ist  auch  ^F  =  Jal/3=  l']547....a.  Die  zwei  fiQr  den 
Halbmesser  erhaltenen  Werthe  unterscheiden  sich  erst  in  der  dritten 
Dedmale,  desswegen  scheint  diese  Construction  Air  die  Praxis 
auszureichen. 

5.  Aaf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Achteck 
la  errichten,  lehrt  das  mehrmals  /erwähnte  Werk  folgendermassen. 
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Sei  die  gegebene  Gerade  AB  (Taf.  X.  Fig.  5.);  in  ihrer  Mitte  C 
errichte  man  eine  auf  AB  senicrechte  Gerade  CN  und  schneide 
darauf  CD  =  \AB  ab,  aus  dem  Punicte  D  schneide  man  wieder 
mit  dem  Halbmesser  BA  gegen  N  auf  der  nämlichen  Senkrech- 
ten das  Stiick  DE  ab,  so  ist  der  Punkt  E  der  Mittelpunkt  det 
Kreises,  in  welchem  das  verlangte  Achteck  beschrieben  werden 
kann.  Dass  diese  Coustruction  ganz  genau  ist,  kann  sehr  leicht 
bewiesen  werden.  Im  Dreiecke  ADC  ist  nämlich  der  Winkel 
ADC=i45^=:DAE  +  AED  =  2AED  =  AEB.  Wir  wissen  aber, 
dass  fn  einem  regelmässigen  Achtecke  der  Winkel  an  seinem  Mit- 

telpunkte  =:^~Tr-=45<^  sei,   desswegen  ist  die  obige  ConstructiMi 

ganz  genau. 

6.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  ein  regelmässiges  Neuneck 
zu  beschreiben,    gilit  das  erwähnte  Werk  folgende   Constroctioo. 

Die  gegebene  Gerade  sei  AB  (Taf.  X.  Fig.  6.),  in  ihrer  Mitte  C 
errichte  man  eine  auf  Aß  senkrechte  Gerade  CN,  aus  dem  Punkte 
A  schneide  man  mit  dem  Halbmesser  AB  darauf  ein  Stück  CD 
ab,  von  dem  Punkte  D  schneide  man  gegen  N  noch  ein  Stuck 
DE^=^  \AB  ab,  so  ist  der  auf  diese  Art  bestimmte  Punkt  £  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  in  welchem  das  verlangte  Neuneck  be- 
schrieben werden  kann.  —  Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Con- 
struction  der  Wahrheit  sich  nähert,  muss  man  AE  aus  den  tri- 
gonometrischen Tafeln  und  aus  der  obigen  Coustruction  berechnen. 
Aus  den  Tafeln  haben  wir 

a a 

«...  J80o""2Sin!20o— ^''*^^••••^• 
2Sln-g-  , 

Weil  nach  der  Construction  ADz=:AB=:a  ist,  so  ist  auch 

a     ^       , a 


CD  =  ^V3  und  CEz=^(l  +  v6) 


also 


AE=zy  j(5  +  2i/3)  =  |\^5T^3=l-454....a; 

die  Differenx  ist  also  =0*008*...  a,  was  auch  ein  fär  die  Praxis 
hinreichendes  Resultat  gibt 

7.    För  ein  auf  der  gegebenen  Geraden  zu  errichtendes  regel- 
mässiges Zehneck   sucht  man    den  Mittelpunkt  des  Kreises,  i» 
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irelchem  das  verlangte  Zehne#:k  beschrieben  irerden  konnte,  ganz 
so  wie  man  beim  Fünfecke  den  Punkt  F  (Taf.  X.  Fig.  3.)  g^sucbt 
bat.  Berechnet  man  dann  den  Halbmesser  dieses  Kreises  aus 
den  trigonometrischen  Tafeln  und  nach  der  vorhergehenden  Cou- 
stroction «  so  wird  man  ihn  aus  beiden  ganz  übereinstimmend  finden. 

8.  Losen  wir  nun  die  Aufgabe  von  der  Errichtung  eines  Tiecks 
iof  einer  gegebenen  Geraden  allgemein  auf. 

Essei  die  gegebene  Gerade  AB  (Taf.  X.  Fig.  7.),  man  verlängere 
sie  bis  zu  Z>  so,  dass  BD=.AB  wird.  Auf  der  Geraden  AD  als  auf 
einem  Durchmesser  beschreilie  man  einen  Halbkreis  und  ziehe  aus  dem 
Punkte  D  unter  einem  beliebigen  Winkel  die  Gerade  DP\  schneide 
darauf,  vom  Punkte  Z>  angelangen,  n  beliebige»  aber  unter  einander 
gleiche  Theile  ab;  es  sei  z.  B.  n  =  ll;  verbinde  den  letzten  Theil- 
punkt  11  mit  A  durch  die  Gerade  .^11  und  ziehe  durch  den  Theil- 
punkt  2  eine  Parallele,  welche  den  Durchmesser  in  m  schneiden 
wird.  Mit  dem  Ualbmesset  ^AB  bestimme  man  aus  den  Punkten 
A  und  D  den  Punkt  H,  ziehe  die  Gerade  Hm^  bis  sie  den  Halb- 
kreis in  E  schneidet,  so  wird  der  Bogen  DE  der  itte  Theil,  in 
anserem  Falle  der  Ute  Theil,  des  ganzen  Umkreises,  und  also 
der  Winkel  DBE  der  Ceotriwinkel  des  Ttecks,  und  sein  Neben* 
Winkel  ÄßE  der  innere  Winkel  dieses  Polygons  sein.  Errichtet 
man  jetzt  im  Ualbirungspunkte  C  eine  Senkrechte  auf  AB  und 
balbirf  den  Winkel  ABE,  so  schneidet  die  Halbirende  das  in 
Cerrichtete  Perpendikel  in  einem  Punkte  S,  welcher  der  Mittelpunkt 
des  Kreises,  iii^  welchen  das  fieck  eingeschrieben  werden  kann, 
sein  wird.  —  Diese  Construction  ist  insofern  richtig,  als  die  bei 
den  Einschreibungen  angegebene,  desswegen  bedarf  sie  hier  kei- 
nes neuen  Beweises,  weil  ich  Anfangs  gezeigt  habe,  wie  sie  mit 
der  Wahrheit  zusammenstimmt  und  dass  sie  bloss  für  die  Praxis 
anwendbar  sei. 

Der  Verfasser  des  so  oft  besprochenen  Werks  gibt  noch  an- 
dere Coostructionen  fflr  die  Vielecke  vom  Sechs-  bis  zuin  ZwOlfecke 
Qod  tfachhier  eine  besondere  Construction  für  alle  regelmässige 
Vielecke  vom  Zwölfecke  an  bis  zum  Vierundzwanzigeckeeinscbliess- 
lieb,  welche  Ich  aber,  um  nicht  zu  weklänfig  au  werden,  f Ar  jMzt 
dbergehe. 
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Darstellung  der  elliptischen  Functionen  der  dritten  Art 

durch  Gurvenbogen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  M.  VF.  Drohischj 

an  der  UniTersilät  la  Leipiig. 


In  dem  literarischen  Berichte  Nr.  XCIIL  des  Archivs  ist  aof 
die  Darstellung  der.  elliptischen  Functionen  der  dritten  Art  durch 
Gurvenbogen  aufmerksam  gemacht  i^ erden ^  aufweiche  ich  in  roei* 
ner  zweiten  Abhandlung  fiber  das  Florentiner  Problem  gekorameo 
bin.  Da  dieselbe  neu  und  der  allgemeineren  Kenntnissnahme  nicht 
anwerth  zu  sein  scheint,  so  erlaube  ich  mir,  sie  den  Lesern  des 
Archivs  hiermit  vorzulegen. 


1. 

Sei  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  zu  bestimmen,  der 
auf  dem  Halbmesser  q  einer  Ellipse  liegt  und  dessen  AbsUod 
vom  Mittelpunkt  derselben  bei  beliebiger  Lage  des  Halbmessers 
jederzeit  die  vierte  Proportionale   zu  q  und    den   beiden  balbeo 

Axen  a  und  6  der  Ellipse  sein  soll,  so  diss  also  rz^ — • 

Da,  wenn  g>  der  Winkel,  den  q  mit  a  macht, 

, o»6« 

^  "~"  a*  sin*9  +  6*cos*9 ' 

so  folgt  unmittelbar 

r* = a*  sin  *9?  +  &•  cos  •y , 


J 
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od«r^  trenn  rcos9<=::r,  rtiin(p=y  gesetzt  wird,  in  rechtwinkligen 
Coordlnaten 

Setst  man  statt  der  Ellipse  eine  mit  ihr  concentrische  Hyperbel» 
deren  erste  und  zweite  Axe  resp.  26  und  ^la,  von  denen  aber  jene 
in  die  jf-Axe,  diese  in  die  or- Axe  fallt,  so  .ergiebt  sieh,  wenn 
auch  hier  q    der  Halbmesser ,   der   mit   der  a;-Axe  den  Winkel  <p 

ab  •  .  . 

macht,  and  ebenfalls  r=: —  sein  soll,  auf  gleiche  Weise 

r«=  o*sin*«}p — A^cos^g), 
oder  fiir  rechtwinklige  Coordinaten 

Beide  Paare  von  Cileichungen  können  wir  in  eins  zusammenfas- 
seo,  wenn  wir s — =iii' setzen,  wo  das  obere  Zeichen  auf  die  El- 

lip^e,   das  untere  auf  die  Hyperbel  zu  beziehen  ist  und  fiir  jene^ 
a>6    vorausgesetzt    wird.      Hierdurch    werden    die    Gleichungen 
des  geometrischen  Orts,  der  sich  auf  beide  Kegelschnitte  zugleich 
bezieht, 

r*  =  fl*  (1  —  m«  cos  «g))  (1) 

and 

(j,H^«)«=«*(j^"  +  a-»n«)*'),  (2) 

WO,  jenachdem  der  zu  Grunde  liegende  Kegelschnitt  die  Ellipse 
oder  Hyperbel,  fii<l  oder  Tii>l   ist. 

Es  mag  beilliufig  bemerkt  werden,  dass  die  hierdurch  darge- 
stellte Curve  zugleich  der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  aller 
Senkrechten  ist,  die  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kegelschnitts 
aof  sämnitliche  Tangenten  desselben  gefallt  werden  können. 


2. 

Hinsichtlich  der  Gestalt,  welche  diese  Carve  annehmen  kann, 
rind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Ist  m=0,   also  b^=ia^  folglich  der  Kegelschnitt  ein  Kreis, 
to  fallt  die  Curve  offenbar  mit  diesem  Kreise  zusammen. 

2)  Ist  m*<i,  also  6V2>a,  so  bildet  die  Cnrve  ein  gegen 
die  angenommenen  Coordinatenazen  symmetrisches  Oval,   dessen 
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grOsster  Darchroesser  =2a  io  die  y-Aze  and   dessen  kieioster 
Durcbhiesser  =26  in  die  or-Axe  föllt 

3)  Ist  m^^=\t  also  AV2=a,  so  bleibt  die  Gestalt  der  Carre 
im  Wesentlichen  dieselbe»  nur  ist  sie  an  den  Endpunkten  ihres 
kleinsten  Durchmessers  abgeplattet 

4)  Ist  l>iii*>i,  also  6V2<a,  so  geht  die  eben  erwähnte 
Abplattung  in  Einbiegunge^iiber. 

5)  Ist  in^  =  l9  folulich  6  unendlich  klein,  so  nähert  sich  die 
zum  Grunde 'liegende  Ellipse  einer  in  die  x-hxe  fallenden,  vom 
Coordinatenanfang  halbirten  Geraden  von  der  Länge  2a.  Die  Carve 
geht  tiann  über  in  znei  zu  beiden  Seiten  der  ;r- Axe  liegende,  so- 
wohl jene  Gerade,  als  einander  im  Coordinatenanfang  berührende 
Kreise  vom  Durchmesser  a.  ' 

6)  Ist  l<m^<2,  wo  nun  an  die  Stelle  der  Ellipse  die  Hyper- 
bel tritt,  in  welcher  6  <  a»  so  wird  die  Curve  eine  SchleifenUDie, 
deren  Zweige  sich   im  Mittelpunkte  der  Hypet-bel  schneiden  and 

^Ton  deren  Asymptoten  berührt  werden.    Sie  schneiden  sich  daher 
unter  einem  stumpfen  Winkel. 

7)  Ist  m^~2,    folglich  6=a,   die  Hyperbel  also  eine  gleich 
seitige,  so  stellt  die  Curve  die  Lcmniscata  dar;  ihre  Zweige  schnei- 
den sich  also  hier  im  Mittelpunkte  unter  einem  rechten  Winkel. 

8)  Ist  m^>29  also  6>a,  so  ist  die  Curve  eine  Schleifenlinie, 
deren  Zweige  sich  im  Mittelpunkte  der  Hyperbel  unter  einen 
spitzen  Winkel  schneiden» 


3. 

Ans  der  Gleichung  (1)  erhält  man  unmittelbar,    wenn  $  den 
von  9=0  bis  zu  einem  unbestimmten  Werthe  von  (p,   der  <ä>    i 
genommenen  Bogen  der  Curve  bedeutet: 


Sei  nan 

J)  fii<l»  so  folgt,  wenn  man  tg 97 =(l-*fi^)tgei  Mtil: 


i 
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^ (1  '■^m*)io8a> 

'"~[l-(2  — m^)iii'*ain«a)]V^l— m^si^^' 

Daher  ist,  da  für  9>=0  auch  f=0, 

f  =  o(l-m*)in(— (2— m«)m«,  m,  a>).  (8) 

Da  för  9'=Q  ^uch  (0=5-»  so  wird  durch  diesen  Werth  ▼•n  «  die 
Linge  des  Quadranten  der  Curve  bestimmt 

2)  Ist  m=I,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  ersten  Förfnel  f&r  h$i 

9  =  atp.  (4) 

3)  Ist  m>l,  so  werde  in  der  ersten  Formel  für  ds  zunächst 

8t=— df'  gesetzt,  wo  nun  1'  den  von  fp^^  bis  g>z=z(p   zu   neh« 

menden  Bogen  der  Curve  bezeichnet.   Setzt  man  nun  m  cos  9  =  sin  2» 
80  wird 

Setzt  man  ferner  V^m*— Ktgx=tga},  so  wird 


8f'  = 


[,na_l  +  (2— m*)sin«a)]  Y  l-(^^)sin«» 


m 


Ist  daher  l<f9i*<2,  so  wird 

^0  der  Parameter  positiv  ist.     Ist  aber  m'>  2,  so  wird 

nit  negativem  Parameter. 

7C  1 

Der  Bogen  1'  kann  hier  nur  von  97=  h"  bis  9:=arccos—  {ge- 
nommen werden,  welchen  Werthen  aber  die  Grenzwertbe  o>  =  0 
und  (o  =  Q  entsprechen.  Daher  stellen  die  vorstehenden  Ausdrücke, 

wenn  « =  o  »  d^iv  vierten  Theil  des  Urofangs  d%x  Corve  dar. 

22« 
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.  4)  Ist  m*=2,  so  reduciren  sich  die  Formeln  (5)  and  (5*)  auf 

also  auf  den  bekannten  Ausdruck  für  den  Bogen  der  Lemniscata. 

5)  Auch  (ur  noch  einen  ziveiten  Werth  yon  m  iSsst  »ich  die 
Function  17  auf  F,  unter  Hinzufiigung  einer  logarithmischen  Fanc- 

tion,  zurdckfuhren.  Es  ist  nämlich  bekannt,  dass»  wenn  6^V1— c* 

und  ^=  V^l — c*siu*ß), 

^         *         '     ^        26       ^  '     -^      46"\^  — (J — 6)sino>co8tf/ 

Nun  ist  in  (5)  c=^'"''~\  folglich  6=  -,  -1  +  6  =  ^^'"""'^. 

Setzt  man  daher  den  Parameter  von  Tl  in  (5) : 

/w2--2\  /w--l\ 

M  erhSIt  man 

m=4(VS  +  l). 

Hieraus   folgt: 

c=V4(v5-l).    6  =  ;(V8-1); 
daher  ist  iiir  diesen  Werlh  von  m: 

,'=iaVi(v5  +  J)F(\^i(V5-l),  ») 
- i«  V4(V5-1)  Ig (^2^_(3_v5)Mn«co«»; ' 

WO 

^  =  V 1  -  4(V5  -  J)siu«a). 

Die  Gleichungen  dieser  Schleifenlinie  sind  zufolge  des  gefondeDen 
Werthes  you  m: 

(3,«+x«)«  =  a«[y«-i(V5+l)««],  j 
r«=a«[l-i(V'6  +  l)«cosV].  i 

Der  Sinus  des  halben  Winkels,  unter  dem  sich  die  Zivei^ 

n 
dieser  Curve  im  Mittelpunkte  schneiden,  ist  =2sin|jg* 


(D 
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Die  Rectiflcation  dieser  ScbleifenliDie  hat  auf  etwas  andera 
Weise  achon  Claasen  ausgeführt*). 


Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  nun  hinsichtlich  der  Dar- 
steilbarkeit  der  Function  II(n,c,  od)  durch  Curvenbogeo  Folgen- 
des.  Findet  arischen  dem  Modufus  c  und  dem  Parameter  n  ein 
solcher  Zusammenhang  statt,  dass 

1)  ii=— (2 — c*)c^=(l— c*)*— 1,  also  der  Parameter  zwischen 
den  Grenzen  0  und  — 1  enthalten  ist,  die  den  Grenzuerthen  ü  und 
1  foo  c  entsprechen»  so  sind  die  Bogen  der  Curve,  deren  Gleichung 

r*  =  a'(l  —  c*cos*9), 
vreon  man  tg9  =  (1  —  c')tga)  setzt,   die  Form 


^  ""  1  +  (1— c«)*tg«w 


n 


erbllt,  von  0  =  0  bis  «o^ö"  den  Werthen  von  n(n,c,  m)  pro- 
portional. Die  Bogen  haben  hier  ihren  Anfang  in  der  or- Axe  und 
die  Curve  hat  die  in  Art.  2.  unter  2)  bis  4)  angegebene  Gestalt. 

2)  Setzt  man  in  Formel  (5)  c  =  *    so   folgt    ""ain 

-^'-2=:n.    Ist  daher  n^=--j2^2uud  positiv,  folglich  c zwischen 0 

1 
nd  -^  enthalten,  indess  n  alle  Werthe  von  od  bis  0  durchlfiaft, 

*o  find  die  Bogen  derselben  Curve,  deren  Gleichung,  wenn  man 
ccos9=sin%  and  tgx= tg©  setzt,   die  Form 

*^""c«+(l  — c«)tg«w 

whllt,  von  »=0  bis  «>=ir  den  Werthen  von  iT(«,  c,  «)  propor- 
tional. Die  Bogen  haben  hier  ihren  Anfang  in  der  y-Axe  und 
die  Carve  ist  die  im  Art.  2.  anter  6)  bemericte  Schleifenlinie. 

*)  Aatroh.  Nachrichten  Bd.  IS.  8,  181. 
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3)  Ist  H  =  -^  — 2,  a|?er  negativ,  folglich  c  zivischen  ~ä  and 

1  enthalten,   indess  n  die  Werthe  von  0  bis  — 1  durchläuft,  so 
sind  die  Bogen  der  auf  dieselbe  Weise  wie  unter  2)  ausgedruckten 

Curve  von  a)  =  0  bis  w  =  o   ^®"  Werthen  von  IZ(ii,  c,  »)  propoi- 

tfönal.  Die  Bogen  fangen  in  der  ^-Axe  an  und  die  Carve  ist  die 
in  Art.  2.  unter  8)  angegebene  Scbleifenliuie. 

5. 

Denkt  man  sich  die  hier  betrachtete  Curve  in  der  Ebene  des 
Aequators  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a  beschrieben,  so  da^s 
ihr  Mittelpunkt  mit  dem  des  Aequators  zusammenfallt,  und  errich- 
tet über  ihr  eine  gerade  Cylinderflache,  so  durchbricht  bliese  die 
Kugelfläche  in  einer  sphärischen  Curve.  Zieht  man  den  ron  die» 
ser  eingeschlossenen  FInchenrauni  von  dem  der  Halbkugel  ab,  so 
bleibt  ein  quadrirbarer  Rest  üra  nämlich  die  Gleichung  dieser 
sphärischen  Curve  zu  finden,  hat  man  nur  nothig,  'in  der  obigeo 
Gleichung  (2) 

ar=;?aco8if;sin9,    y=zacos^coBq> 

zu  setzen,  wo  9  die  Länge,  1^  die  Breite  des  Punktes  derKagel« 
fläche  ist,  der,  auf  die  Aequatorebene  projicirt,  den  Puakt  {x,if) 
eiebt.    Hierdurch  erhalt  man  sofort 

sin'tf/z^msin^. 

Von  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  sphärischen  Curve 
hat  aber  schon  Johann  Bernoulli  erwiesen,,  dass  sie  das  Flo- 
,  r^tiner  Problem  löst  und  daher  die  angegebene  Eigenschaft  hat 
Zugleich  erhellt,  da  für  m=V2  die  ebene  Curve  in  die  Leronis- 
cata  übergeht,  dass  diese  letztere  nicht  blos  insofern,  als  sie,  wie 
d' Arrest*)  gezeigt  hat,  die  stereographische  Projection  der  durch 
die  Gleichung  tf;  =  9  ausgedrückten  sphärischen  Curve  auf  eine 
Aleridianebene,  sondern  auch,  insofern  als  sie  nach  dem  Vorstehen- 
den ofl'enbar  zugleich  die  orthographische  Projection  der  sphä- 
rischen Curve  sin'i/;  =  V2.sin9  auf  die  Aequatorebene  ist,  dem 
Florentiner  Problem  Genüge  leistet. 


*)  Attron.  Nachrirliteo  1853.  Xr.  875.  vergl.  Arrliiv.  XXII.  S.  223. 
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Ueber  die  Normalen  einer  Ellipse. 

Von 

Herrn  Doctor  Heilermann 
za  Trier. 


N 


Eine  Gerade,  welche  in  dem  Punkte  {xy)  aaf  der  BerflhmDgs- 
Knie  der  Ellipse 

9 

seokrecbt  «tebt,  wird  bekanntlich  dargestellt  durch  die  Gleiobvof 

oder  durch 

in  welcher  |  und  i}  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Betrachten 
wir  aber  diese  als  die  Coordinaten  eines  festen  Punktes,  so  be« 
Mimmen  die  Gleichungen  1)  und  2)  die  Coordinaten  der  Punkte^ 
in  welchen  die  Ellipse  1)  von  den  Normalen  des  festen  Punktes 
(!»/)  getroffen  wird.  Nun  ist  aber  durch  2)  eine  Hyperbel  darge- 
stellt, wenn  die  Coordinaten  x  und  y  als  veränderlich  genommen 
werden;  also  sind  die  Durchschnitte  der  Kegelschnitte  1)  und  2) 
die  Fusspankte  der  Normalen  des  Punktes  (li/).  Setzen  wir  noch 
ur  AbkOrzung 

if  nimmt  die  Gleiebung  2)  noch  .folgende  Formen  an : 
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und 

welche  zeigen ,  dass  der  Punkt  (I1171)  der  Miftelpankt  der  Hyper- 
bel, dass  die  Asymptoten  derjselben  den  Axen  der  Ellipse  I)  pa- 
rallel sind;  also  die  Hyperbel  gleichseitig  ist,  dass  die  Hyperbel  durch 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  geht,  und  endlich  dass  alle  Geraden, 
Kelche  durch  den  Punkt  (lii^i)  gehen,  auf  den  Coordinatenaieo 
die  Coördinaten  eines  Punktes  der  Hyperbel  abschneiden.  Folg- 
lich haben  die  Fusspunkte  der  vom  Punkte  (Irj)  an  die  Ellipse 
gezogenen  Normalen  die  Eigenschalt,  dass  die  Geraden,  welche 
durch  die  Endpunkte  ihrer  Coordinaten  gehen,  sich  in  dem  Paokte 
($1^1)  schneiden. 

Weil  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  durch  den  Mittelpunkt  der 
Ellipse  geht,  so  schneidet  derselbe  diese  Curve  in  zwei  Pankten, 
also  lassen  sich  auch  von  dem  Punkte  (I17)  immer  wenigstens  zu  ei 
Normalen  an  die  Ellipse  ziehen.  Der  andere  Zweig  der  Hype^ 
bei  hat  mit  der  Ellipse  zwei  oder  einen   oder  keinen  Punkt  ge- 

roeinsam,  jenachdem  das  Minimum  von  "^  +%.  (^^  ^  ^^^  y  ^'^ 

laufenden  Coordinaten  der  Hyperbel  sind)  kleiner  oder  so  gross 
oder  grosser  als  1  ist.  Die  Werthe  von  x  und  y^  welche  zu  die- 
sem Minimum  geboren,  genügen  bekanntlich  folgenden  GieichoDgen: 


o-  •       U^^  x^  y        '  X       ||_ 


Zx  -"'^ö*     x^ 

aus  welchen  durch  Elimination   des  Coefifizienten  l  sich  ei^bt: 
Wird  hiemit  die  Gleichung  4)  verbunden,  so  erbiit  man: 
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als  Coordinaten  des  Punktes  {a:y)9  för  welchen  '-^'f^  ^^^  Mini- 
mom  ist    Der  Werth  des  Minimums  selbst  ist  -also 


(V'^'+f^)'- 


und  die' oben  ausgesprochenen  Bedingungen  sind  ausgedrüclct  durch 

d.  b.  von  dem  Punkte  (I17)  lassen  sich  vier  oder  drei  oder  nur 
svrei  Normalen  an  die  Ellipse  1)  ziehen ,  jenachdem  der  ersten 
oder  zweiten  oder  dritten  der  Bedingungen  7)  Genüge  geschieht. 
Di«  Bedeutung  dieser  Bedingungen  wird  deutlicher ,  wenn  wir  wieder 

io  dieselben  einsetzen;   dadurch  gehen  sie  fiber  in 

Wenn  man  nun  noch  beachtet»  dass  die  mittlere  dieser  Bedin- 
gungen die  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  1)  ist,  so  erhält 
Bun  für  den  oben  ausgesprochenen  Satz  folgenden  Ausdruck: 

Von  einem  Punkte  lassen  sich  an  eine  Ellipse  vier 
oder  drei  oder  nur  zwei  Normalen  ziehen,  jenachdem 
der  Punkt  innerhalb  der  Evolute,  oder  in  dieser  Cnrve, 
oder   ausserhalb    derselben    liegt. 

FOr  die  Hyperbel  findet  man  dieselben  Resultate  in  dersel- 
ben Welse. 
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Ueber   die    Bescbreibang   eines    Kegelschnitts  durch 

fünf  gegebene  Punkte. 


Von 

dem   Herausgeber. 


In  einem  Briefe  Leibniieos  an  Oldenburg,  der  in  Leib- 
nliens  matbematischen  Scbriften,  herausgegeben  tod 
r.  i.  Gerhardt  Erste  Abtheilung.  Band  I.  Berlin.  1849. 
S.  60 — S.  60.  unter  Nr.  XXV.  abgedruckt  ist,  findet  sich  folgende 
Stelle»  in  ^reicher  Leibnix  eine  von  Nevi-ton  herrührende  Be- 
schreibung eines  Kegelschnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  mit- 
theilt ; 

»,  Uescriptio  Sectionis  Conicae,  per  5  pnneta  transeuntis.'^ 

„In  sequenti  schemate  (Tab.  IX.  Fig.  4.)  puncta  sint  A^B.C, 
A,  Ex  Junge  borum  tria  quaelibet,  e.  g.  A^  B^  C,  ad  Triangu- 
hiro  rectilineare  ABC  constituenduni ,  cujus  duobus  quibuslibet  an- 
guhs»  puta  A  9t  B,  duos  sectores  Tel  angulos  mobiles  applica, 
Polis  i|isorum  ad  puncta  angularia,  eorundemque  cruribus  ad  latera 
TriAngulorum  posilis;  dictosque  angulos  sie  dispone,  ut  libere 
circumagantur  circa  polo$  suos  A  ti  B,  citra  angulorum,  quibus 
opponuntur»  Tariationem.  Quo  facto,  reliqnis  duobus  punctis  D 
et  K  succesaive  applica  duo  ipsonim  crura  PQ  et  KS,  quae  prios 
appllcata  fuerant  ad  C  (quae  crura  distinctionis  ergo,  Yocari  pos« 
sunt  crora  describentia»  uti  reliqua  duo  m»  et  TF,  quae  applica» 
bantur  ad  A^  B^  crura  eorum  dirigentia  appellari  queunt),  qnas 
Intersectlones  supponas  esse  F,  facta  ad  D  applicatione,  et  G, 
ea  fiicta  ad  E.  Duc  lineam  rectam  FG,  eamque  prodoc,  suffi« 
cienter  utrfmque:  Et  tunc  si  ita  moveris  Angulos,  ut  crura  ipso- 
rum   dirigentia   continuo  se  intieam   intersecent  ad  lineam   GF, 


eines  KegehckniUi  durch  tänf  gegebene  Punkte.  2äi 

MliqooruiD  cmrum  tntersectto  describet  Sectionem  illam  Gonicam» 
q«ae  per  omnia,  qaae  dixi,  data  puncta  transibit 

8i  tria  ex  datis  punctis  in  eadem  sint  recta  Hnea,  impoasibile 
est»  ullam  Sectionem  Oonicam  transire  ea  omnia  posse;  eoque 
casu  babebis  illius  ioco  duas  lineas  recta». 

Jaxta  eandem  fere  modam  describi  potest  Sectio  Conica ,  quae 
per  4  data  puncta  transeat,  tangatqae  lineam  datam;  vel  qaae 
transeat  per  3  data  puncta  tangatqae  doas  lineas  datas,  sive  rectae 
Ulae  fuerint  sive  curfae  etc. 

Exbtimat  autbor,  non  injucundum  fore  specalatiooem  Mathe- 
matura  studiosis,  hu  jus  Tbeorematis  demonstrationem  invenire^ 
nee  non  determinare  Centra,  Diametros,  Äxes,  Vertices  et  Asymto- 
tos  Sectionum  Conicaram  ita  descriptarum,  vel  describere  para- 
bolaro  per  4  data  puncta  transeuntem. '' 

Ceber  diese  Stellte  konnte  man  ein  Buch  scbreibeti.  Ich  be- 
gnüge mich  jedoch  hier  mit  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts 
darcb  filnf  gegebene  Punkte,  und  werde  mich  freuen,  wenn  das 
Folgende  geeignet  sein  sollte,  andere  Mathematiker  zu  weiteren 
Uotersuchungen  über  diesen  Gegenstand  zu  veranlassen.  Die  aus 
dem  Obigen  sich  ergebende  Methode,  durch  fünf  gegebene  Punkte 
einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  ist  aber,  auf  ihren  deutlich- 
sten Ausdruck  gebracht,  folgende: 

Die  fSnf  gegebenen  Punkte,  durch  welche  ein  Kegelschnitt 
beschrieben  werden  soll,  wollen  wir  durch 

Aq9    Aj  ,    A^f    A^f    A^ 

bezeichnen.  Man  w&hle  drei  dieser  Punkte  aus,  etwa  A^t,  Ai,  A^, 
ond  denke  «Ich  das  durch  dieselben  bestimmte  Dreieck  A^AiA^it 
dessen  an  der  Seite  A^^Ai  liegende  Winkel  AiA^A^  und  A^AiA^ 
wir  durch  ckq  und  a|  bezeichnen  wollen.  Diese  beiden  Winkel 
wollen  wir  uns  nun  als  zwei  feste  unveränderliche  Winkel  vor- 
stellen, welche  sich  um  ihre  gleichfalls  als  fest  oder  unverändert 
Heb  zu  denkenden  Spitzen  A^  und  Ai  herumdrehen  lassen,  und 
wollen  die  Schenkel  A^Ai  und  AxAq  dieser  Winkel  die  crura  diri- 
gentia,  dagegen  die  Schenkel  Af^A^i  und  AiA^  die  crura  describentia 
nennen.  Die  Drehung  der  beiden  in  Rede  stehenden  Winkel  um 
die  Punkte  Aq  und  Ai  wollen  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen 
immer  in  solcher  Welse  vor  sich  gehen  lassen,  dass  sich  ihre 
crura  dirigentia  von  der  Seite  ^o-^i  ^^^^  ^\^o  ^^^  festen  Drei- 
ecks AfiAiA^  an  nach  den  Seiten  A^Ai^  und  A^Ai^  dieses  Dreiecks 
hm  bewegen.    Utiogt  pian  nun  die  beiden  festen  oder,  unverfin- 
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derlichen  Winkel  a^  und  a|  durch  Drehang  am  Aq  ood  Ai  raeift 
in  eine  solche  Lage ,  das«  ihre  cmra  describentia  beide  dorch  des 
Ponkt  A^  gehen,  dann  in  eine  solche  Lage»  dass  ihre  cnira  de- 
scribentia  beide  durch  den  Punkt  A^  gehen,  und  bestimmt  im  ersten 
Falle  den  Durcbschnittspunkt  A^' ,  im  zweiten  Falle  den  Darch- 
schnittfiponkt  A^  ihrer  crura  dirigentia,  legt  durch  die  Punkte  A^ 
ond  A4!  ^'^^  gerade  Linie,  ond  Ifisst  dann  die  beiden  Winkel  o^ 
und  «1 '  uro  die  festen  Punkte  Aq  und  Ai  sich  so  drehen ,  dasf 
der  Durchschnittspunkt  ihrer  crura  dirigentia  fortwährend  «uf  der 
io  Rede  stehenden  geraden  Linie  hin  gleitet,  so  beschreibt  bei 
dieser  Bewegung  der  beiden  Winkel  der  Durcbschnittspunkt  ihrer 
crura  describentia  den  gesuchten ,  durch  die  lilnf  gegebenen  Punkte 
Aq,  Ai,  A2,  A^f  A^  gehenden  Kegelschnitt. 

Dass  sich  aus  dieser  organischen  Beschreibung  des  gesuch- 
ten Kegelschnitts  auch  sogleich  eine  im  Ganzen  sehr  leichte  Be- 
schreibung desselben  durch  Punkte  ergiebt,  versteht  sich  von  »eibst 
und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht.  Auch  wurde 
sich  auf  die  obige  organische  Beschreibung  die  Einrichtung  eioei 
Instruments  zur  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  gegebene 
Punkte  gründen  lassen.  Die  Angabe  einer  zweckmässigen  Eio- 
richtung  eines  solchen  Instruments  würde  ich  für  recht  ver- 
dienstlich halten. 

Vorstehende  Construction  eines  durch  fOnf  gegebene  Punkte 
gehenden  Kegelschnitts  wollen  wir  nun  beweisen,  und  daran  noch 
verschiedene  andere,  wie  es  uns  scheint,  beachtenswerthe  Bemer» 
kungen  knüpfen. 

Den  Punkt  Aq  wollen  wir  als  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  wy  annehmen,  die  Linie  AqA^  sei  der 
positive  Theil  der  Aze  der  x,  und  die  positiven  y  wollen  wir  aqf 
der  Seite  der  Linie  AqAi  nehmen,  auf  .welcher  der  Punkt  A% 
Hegt.    Die  Coordinaten  der  Punkte 

Aq9    Alf    A^,     A^f    A^ 

in  diesem  Systeme  seien  respective: 

0,  0;    Ol,  0;    a^,  b^;   o,,  6,;   a«,  64; 

wo  aber,  wie  sogleich  erhellet, 

o^^^AqA^.coboq,    b^^sA^A^^slna^ 
und  folglich,  weil 

AQAiiAoA%=:ai:AoA^=zrin(ao+ai):B\n9ti, 
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also 


wt, 


ist. 

Wir  wollen  nnn  eine  beliebige  Lage  des  Winkels  Oq  betrach- 
ten, die  durch  {Ai)A^J^A^  bezeichnet  werden  mag.  Der  von  dem 
Schenkel  AfJt^Ai)  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x  einge- 
«citlossene  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  von 
0  bis  2ßKfi  zählen,  sei  90»  ^^  ^^^ 

2)  y=«tang9»o 

die  Gleichung  des  Schenkels  ^o(^i)  >'>  ^^^  Systeme  der  xy. 
Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  A^^  ein  neues  rechtwinkliges  Coor- 
diMten^ystem  der  x'y'^  nehmen  AJ,Ai)  als  den  positiven  Theil 
der  Aze  der  x' ,  und  den  positiven  Theil  der  Aze  der  p'  so  an, 
di88  man  sieh,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x'  an 
dorch  den  rechten  Winkel  {x'y')  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Aze  der  y'  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen 
rnoss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  rouss,  um  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Aze  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
niodorch  zu  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  y  zu  gelangen,  so  ist 

3)  y'  =  «'  tang  ofo 

die  Gleichung  des  Schenkels  Aq{A^  in  dem  Systeme  der  x'y'. 
^Veil  nun  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
zwischen  den  Coordinaten  xy  und  x'y'  diß  Gleichungen 

a*=j:'cos9>o — y'^^^9o»    y  =Ä'«^n9o+yc®*9^o 
Statt  ibden,  ans  denen  umgekehrt 

a^^xcoBfpo-i-ysxnfpo,    y=— -jrsin^o-f-ycos^o 

%»  so  Ist 

— «  sin  9)0 -f  y  <^os  9)0  =  (^  <^09  9^0 -f  y  8>n  9o)  ^i^g  ^ » 
ilso 

(cos  fl^  cos  9)0 — sinaösin^)3f=(sinfl^cos9)o4-co0o^sin9o)'' 
oder 
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3f  cos(ii^-|-9o)  =xsiD(aö-|-9>o)> 
oder 

die  Gleichong  des  SchcDkels  A^iA^)  in  dem  Systeme  der  jry. 

Durch  den  Ponkt  Af  wollen  wir  uns  ferner  ein  dem  primififen 
Systeme  der  xy  paralleles  Coordinatensytem  der  j^i^i  gelegt  den« 
ken,  in  welchem  der  positive  Tbeil  der  Aze  der  Xi  nach  der 
Richtung  des  negativen  Theils  der  Axe  der  a  hin  liegt,  der  po- 
sitive Theil  der  Axe  der  jf|  aber  mit  dem  positiven  Tbeile  der 
Axe  der  jf  eine  übereinstimmende  Lage  hat  Dann  ist»  wenn  <pi 
in  Bezug  auf  den  Schenkel  Ai{Ao)  des  in  einer  beliebigen  Lage 
(Aq)Ai{A^  gedachten  Winkels  Hi  eine  gans  ähnliche  Bedevtong 
hat,  wie  90  *■>  Bezug  auf  den  Schenkel  ^o(^i)  ^^^  '*^,  ^■*>^''  ^ 
liebigen  Lage  (Ai)A4i(A^  gedachten  Winkels  Og,  ganz  eben  so 
wie  vorher 

ö)  yi=^itang9| 

die  Gleichung  des  Schenkels  ^i(^o)  ^^  ^^^  S3rsteme  der  Xiffn  and 

6)  yi=J^itang(ai  +  sP|) 

die  Gleichung  des  Sehenk%ls  AiiA^)  m  demselben  Systeme.  Nim 
finden  aber  zwischen  den  Coordinaten  sy  ond  x^^i.  offenbar  die 
folgenden  gans  allgemeinen  Gleichungen: 

Statt,  so  dass  also 

ist;   daher  ist 

7)  y=(öi— ^)tang9i 
die  Gleichung  des  Schenkels  Ai(A^,  und 

8)  »=K— ^)tang(«i  +  ^) 

die  Gleichung  des  Schenkels  Ai(A^,  beide  Gleichungeo  io  Besug 
auf  das  System  der  xy  genommen. 

Hiernach  sind  folglich  fdr  irgend  eine  beliebige  Lage  der 
Winkel  Oq  und  «i  die  Gleichungen  ihrer  crura  dirigentia  in  dem 
Systeme  der  xy: 

9)  jf  =  xtang9y>,    3f=(«i— x)tang9,;; 
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ODcl  die  GleichoDgen  ihrer  cnira  describentia  in  demselben  Sy- 
steme sind: 

10)        af=^artang(a^+.^o)»    »=(ffi—^)taog  («1+9)1). 

Legen  wir  jetzt   die  crnra  describentia   durch  den  Punkt  A^ 
oder  (0363),   so  ist 

63  =  03  tang  (oo + 9o) »    *3  =  («i  —  «3)  tang  («i  +  91) ; 
woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

♦an««,       63  — ffstanggQ  63  — (^^— |y3)tangtf| 

**"ß^«"-fl3+63tangao'     *^"S^i -(a,-a3)  +  63tang«i 

erhält»  80  dass  also  nach  dem  Obigen 

^      «3  +  Ä3*angao    '    ^     (oi  ~ «3)  +  63  tarig «i  ^  *        ^ 

die  (vieichungen  der  crura  dirigentia  sind;  und  bezeichnen  wir 
folglich 'die  Coordinaten  des  Durcbschnitfspunkts  A^'  der  crura 
dirigentia  durch  03^»  63' ,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die 
Gleichungen : 

ft  ;_*»  — gstangop     ,      ft  / ^ *8  — (q|  - ^3) tangtfi 

**-fl,  +  6,tangi^^»'    ^»"(ax-fl3)+*;ti;ig^^^^"-^»>' 

tos  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


.3S6 
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erhält»  60  dass  also  nach  dem  Obigen 

A4— ^4tanf>cfo  64  — (/y,-04)fanpg| 

^^«4+Ä4taugao'^'    ^""  (01-04) +  *4tang«/^»^^^ 

die  Gleichongen  der  crura  dirigentia  sind;  und  bezeichnen  wir 
folglich  die  Coordinaten  des  Durcbscbnittspunkts  A^  der  cnin 
dirigentia  dorch  04' ,  b^  ^  so  haben  \^\f  zu*  deren  Besiromung  die 
Gleichungen : 

;_&4-^4la»gtto„/    iL  /_*4— (fl|  — q4)tangcft, 
^*  ""04  +  64  tangi;;;^*  •  ^*  "-(oi-04)  +  64tang«/''*'"^*^' 

aus  denen  man  mittelst  leichter  Rechnung: 


Hne$  KefeüeknttU  durch  /Vnf  fiegebetu  Punktt. 
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TheU  XXIV. 


(04  -h  64  tang  ttp)  1 64 — (fli  —  04)  fang  » t  ]  aj  coa  ct^  cos  g^ 
ai64cos(oro  +  a,)  —  («104—  0404— 6464)  sin  (cq  +  «i)  * 

.  ^      (^4— O4tafigtto)|64— (fl|  —  fl4)tapgai)  <itC08aoC08cf| , 
*  ""0164008(00  +«i)  — («1104—0404 "-*464) «in («6  + «1)' 

(04  cos  Cq  +  648111  ttp)  {  64  008  «t  —  {üi  —  04)  ain  cti  ]  g, 
Oi64C08(oo-|-fifi)  —  (0104—0404  —  6464)8^(00+^* 
(64 cos  Cq  —  04  sJD  Oq)  ( 64  cos  Ol  —  (g|  —  04)  sin  of| )  Oi 

«1 64  cos  («o  +  «1 )  "-  (Ol  O4  —  0404  —  6464)  610  (Oo  +  Ol) 


04'= 


64'= 
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Sei  nnn 

17)  y  =  Ax^B 

die  Gleichang  einer  beliebigen  geraden  Linie.  Sind  dann  u,  v  im 
Allgemeinen  die  Coordioaten  des  Durchsclinittispunkts  der  crora 
dirigentia,  8o  bat  man,  ivenn  dieser  Punkt  auf  der  durch  die  ?or* 
stehende  Gleichung  charakterisirten  geraden  Linie  liegen  soll, 
Dach  9)  und  17)  die  folgenden  Gleichungen: 

18)  o=ntitang9>o»    v=i{ai — tc)tang9>|,    v=^Au-\-B\ 

ood  sind  x,  y  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Durchschnitts- 
paokts  der  crura  describentia,  so  ist  nach  10): 

19)  y=J:tang(o^  +  9o)»    y=(<'i— •a:)tang(ai +<pi). 
Ans  diesen  Gleiqhungen  folgt: 

tango)  --■y""^*"^^g^-_y^^^^-"'^^''"^^ 
^^^     a'-f^taugoo     xcosoo -f  ^sinoo* 

*       taoffip  :^y""^^^  ^  "^^  tanggt  _ ycostf|  —  (fl|  —x)  sin«, , 
^^^      (oi  — or)  +  ^tango^      (a^  — a:)  cosor^  +y  sin«!  * 

also 

ycosoö— ^sinoö^^         _yco8at^(<T,— jr)sincf| 
xcosct^-\'y&i\\(iQ  (a^— .t) cos «x +iy Sinai  ^  * 

folglich : 

yco^OQ^XBinciQ         ycosfti— (ffi  — .T)sinof-  .        ^    ,  » 

:rcosooH-.VsinoQ         («^-"^icosax  +  ysiu«!  ^  '        ' 

Eliminirt  man  aus  diesen  zwei  Gleichungen  die  GrSsse  «»  so 
erhält  man  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  für  die  Curve,  wdehe 
der  Durchschnittspunkt  (x^)  der  crura  descrihenti^  beschreibt, 
vrenu  der  Durchschnittspunkt  (mc)  der  crura  dirigentia  «ich  auf 
der  durch  die  Gleichung 

y^Ax'\^B 

charakterisirten  geraden  Linie  bewegt.    Aus  der  Gleichung 


d?cos 


— r — r— ^M  =  ? V — r~^ —  (ßi  — «) 

cc^-f^sino^         (Qi'-xjCQsai'i-ysmui     *^       ' 


hSit  man  sehr  leicbt: 


einti  tCegetsckniitt  durch  fünf  gegebene  Punkte, 

___     {x  coB  0^  f  y  wn  gp)  ( y  cos  flf|'-^  («i  -*-  ar)  sin  ki  |  ai 
(arco8i](Q-f  ysinao)(ycosor|^(0|  — x)siDcri) 

+  (ycosoo— ^sinei^)  {(a| — ar)cosax  -|-y6Hitt|} 

oder  Dach  gehöriger  Entwickelung  des  Nenners: 

{x  cos  cq + y  sin  cp)  |  y  cos  «i  —  (0|  —  x)  «nofi  |  Of 

""  fl,y  cos  (ofp  +  «i)  —  (oiX-^xx—yy)  «in  («q  +  «i)  " 

Also  nach  dem  Obigen: 

(y  cos  ctq  —  .t sin  ap)  | y  cos »t  —  (oi  —  x)  sin  cft )  n^ 
Oiy cos(ao  +  «i)  •—  («^lar— orar—yy) sin (op  +  a^) 

_  ^ (^ cos cfp +  y sin ao){y cos cf| — (g|  — a:)slncy|  |(t| 

""     fliycos(oo  +  ai)— K^— aro:— yy)sin(flfo  +  ai)  ' 

woraus  sich  die  Gleichung 

1(ycosoo — arsinao)tycos()r|  — («x— ^)sintfi  \0\ 
s=  A (xcoso^ +y sinoo)  |y costfi — («i  —x) sin «j ) a^ 
+  Ätfliycos(«o  +  ai)  — («1^;  — a:a:-yy)sin(ofo+«i)l 

filr  die  Curre  ergiebt,  welche  der  Durchschnittsptinkt  der  cmm 
describentia  beschreibt,  wenn  der  Dorchsobnittspankt  der  cnira 
dirigenlia  sich  auf  der  durch  die  Gleichung 

y=:AX'\^B 

eharakterisirten  geraden   Linie   bewegt. 

Da  die  Gleichung  20)  eiDe  Gleichung  des  zweiten  Grades 
awischen  den  beiden  verfinderlichen  Grossen  a^  y  ist,  so  ist  die 
io  Rede  stehende  Curve  jederzeit  ein  Kegelschnitt 

Weil  die  Gleichung  20)  durch  ar=0,  y:r:0  offenbar  befriedigt 
wird,  8o  liegt  der  Punkt  /lo>  de.«sen  Coordinaten  0,0  sind,  jeder- 
zeit in  dem  durch  die  Gleichung  20)  charakterisirten  Kegelschnitte. 

Offenbar  wird  aber  die  Gleichung  20)  auch  durch  d:=ni,  y=0 
befriedigt  y  und  es  liegt  daher  auch  der  Punkt  ^i,  dessen  Coor- 
dioaten  a|,0  sind,  immer  auf  dem  durch  diese  Gleichung  cha* 
rikterisirten  Kegelschnitte. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  A%  sind  nach  1): 
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Ol  cos  Oq  sin  «I       g|  sin  fltp  sio  «t 
8«n(«o +  «!)"'•      8in(o6  +  «i) 

Führt  mao  diese  Coordinaten  in  die  Gleichang  20)  ein,  so  wird 
der  Zähler  des  Factors 

y  cos  «i  —  («1  —  x)  sin  a^ , 
wie  man  sogleich  übersieht: 

aisinoosinffi  cosofi  —  Oj  (sin(ao  +  ffj)  —  cosoö«""«!  J«'*"«! 

= öl  (sin  «o  sin  «i  cos  «i  —  ein  «o  «*"»  «i  cos  a, )  =  0 , 

I 

und  der  Zähler  des  Factors 

aiycos(ao+ai)  — («lar— orar— yy)sin(ao+ffi) 

wird 

ai«{  sin  oö 810  «i  cos  («ö+ai)  -  cos  «ö  sin  «i  sin  (ao+«i ) + c<>s «o*«*»««!*  ) 

+  sin «0* sin«,*  j 

f       sin  «0  cos  «0  sin  «i  cotf «^  —  sin  «ö* sin  «i*  +  sin  a^ sin «i*  ) 
*    \  —sincro cosoö sinaicosai— tJosoo^sinai*  +  cos«o*sinffi*  ) 

=:0;  daher  wird  die  Gleichung  20)  auch  durch  die  Coordinat« 
des  Punktes  A^  erfüllt,  und  der  Punkt  A^  liegt  daher  immer  in 
dem  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Kegelschnitte. 

Hieraus  sieht  man  also  zuvorderst,  dass  der  Kegelschnitt, 
welchen  der  Durchschnittspunkt  der  crura  describentia  beschreibt, 
wenn  der  Durchschnittspunkt  der  crura  dirigentia  sich  auf  der 
1>eliebigen>  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  geraden  Linie  bewegt,  immer  durch  die  drei  ge- 
gebenen Punkte  Ao9  -^i»  -^2  g*^^« 

Specialisiren  wir  jetzt  die  durch  die  Gleichung 

yzsiAx-i^B 

im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  dadurch,  dass  wir 
dieselbe  durch  den  Punkt  A^'  oder  (a^'b^')  legen»  so  haben  wir 
die  Gleichung 

b^'  =  Aa^'i-B, 

also  nach  13): 


eines  Ke^elBchntttB  durch  fünf  gegebene  Punkte,  341 

(63  cos  0^  — gs  ^^^  ^)  I  ^  ^<>*  ^1  —  (^1  —  03)  ^^P  ^'^l  I  ^x 
Oi  63  cos  (oq -|- «1 )  —  (fli  as  —  asOs — Ms)  sin  (tto -|- <»i> 

_(g3Cosg^  +  &8sintto)t68Cosgi>— (flg— Oajsing^loi   .     j^ 
0^cos(aö-fai)  — (aiHg  — asOs— 6369)sin(oo-f«^i) 

oder : 

(ftgcosoo — «8  sin  «^){  63  cos  «I  — (cri  — a3)sin«i)ai 
=  ^ (CISCOS 0^  +  638100^)  t^costfi  — (04  —  03) sin ai)  Ol. 

H-^Ui63COs(o^-fa|)  — (0103-0303— 6363)8*10  (oroH-ffi)); 

oad  vergleichen  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  Gieichttng  20)» 
oimlich  mit  der  Gleichung 

(y  cos  Oq  —  orsio  o^)  { ^  cosO|  —  (oi  —  x)  sin  «i )  Of 

r 

=  il  (a:  cos  o^  -f-  ^  sin  Oo)  t  ^  cos  «1  —  (oi  —  x)  sin  Oi  I  Oi 
f  Ätoiycos(ao  +  «,)  — (oiar— d:ar— yy)sin(ao  +  «i)l» 

fo  sehen  wir^  dass  diese  letztere  Gleichung  unter  der  geroachten 
Voraussetzung  durch  a:  =  08,  ^  =  63  eriilllt  wird,  und  dass  also 
der  durch  die  Gleichung  20)  charakterisirte  Kegelschnitt  unter  der 
in  Rede  stehenden  Voraussetzung  jederzeit  durch  den  Punkt  A^^ 
dessen  Coordinaten  03,  63  sind»  geht 

Specialisirt  man  die  durch  die  Gleichung 

y  —  Ax-i^B 

im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  dadurch,  dass  man 
sie  durch  den  Punkt  A/^  oder  (a^'b^)  legt»  so  lässt  sich  ganx 
aof  dieselbe  Art  wie  vorher  zeigen,  dass  der  durch  die  Gleichung 20) 
charakterisirte  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  ^4,  dessen  Coordi- 
naten 04»  64  sind,  geht. 

Wenn  man  also  die  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

y=Ax-\^B 

charakterisirte  gerade  Linie  durch  den  Punkt  A^,'  legt,  so  geht 
der  Kegelschnitt,  den  der  Durchschnittspunkt  der  crura  descri- 
beotia  beschreibt,  indem  der  Durchschnittspunkt  der  crura  diri* 
geotia  sich  auf  der  In  Rede  stehenden  geraden  Linie  bewegt» 
durch  die  vier  Punkte  Aq,  Ai^  A^t  A^,  ^^gt  man  dagegen  die 
durch  die  Gleichung 

y^Ax  +  B 
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im  AHgeroeinea  charakterisirte  gerade  Linie  durch  den  Paokt  J4', 
so  geht  der  Kegelschnitt »  den  der  Durchschnittspunkt  der  crora 
describentia  beschreibt,  indem  der  Durcbscbnittspunkt  der  cron 
dirigeotia  sich  auf  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  bewegt, 
durch  die  vier  Punkte  Aq,  Ai,  A^»  A^.  Wenn  mftn  also  die  durch 
die  Gleichung 

y=Ax  +  B 

Im  Allgemeinen  charakterisirte  gerade  Linie  mit  der  durch  die 
beiden  Punkte  A^'  und  ^4'  der  Lage  nach  bestimmten  geradea 
Linie  zusammenfallen  lässt,  so  gebt  der  Kegelschnitt^  den  der 
Durcbscbnittspunkt  der  crura  describentia  beschreibt»  indem  der 
Durcbscbnittspunkt  der  crura  dirigentia  sich  auf  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie»  ^velcbe  also  durch  die  Punkte  A^'  nod 
A^^'  der  Lage  nach  bestimmt  wird,  bewegt,  sowohl  durch  die  vier 
Punkte  Ao,  Ag,  A^,  A^,  als  auch  durch  die  vier  Punkte  Aq,  Ai, 
^2>  ^4>  folglich  durch  die  fünf  Punkte  Aq^  Ai,  A^,  A^,  A^,  wo- 
durch die  Richtigkeit  der  obigen  Construction  des  durch  diese 
fOnf  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  vollständig  bewiesen  ist 
üeberhaupt  aber  enthält  das  Vorhergebende  offenbar  eine  Anlei- 
tung zur  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  drei,  vier,  fiiaf 
gegebene  Punkte. 

Wenn  'man  die  Gleichung  20)  gehurig  entwickelt ^  so  erbllt 
sie  die  Form: 

0=     {<7iBinoosincfi +^ii|C08cro8inor|  +Bsm(ccQ  +  ai))  s^ 
—  {qi cosotoCosoti  -^Aai sinoToCOSori  —  Bs\ü(aQ  +  ai)\i/^ 

*^iiita|Sinorosincf|  +  AalC08a^,8\nal-^^B9^\n(aQ+al)];€ 
-f /Tilaicosaosinori  ~-^a|Sinorosinor|-|-jBcos(oro-|-or|)|y, 
und  setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

Iß  =  fli*{sin(ao  — ciri)  +  ^cos(ao  — «i))* 
-|-4ta|  sin oTosinai -f-^Hi  cosorosinaj -f  ^sin(oo fffi)) 
X{ai  cosogcoscfi  — ijaisinoocosori  ^B6in(o^4^)|, 
so  ist  bekanntlich,  jenacbdem 

Ä<0,    Ä=0,    Ä>0 

ist,   der  durch  die  Gleichung  20)  oder  21)  charakterisirte  Kegel- 
schnitt respective  eine 


Hnes  KegtUdmUU  durch  fünf  pepebtiu  Punkte.  3i3 

Ellipse,    Parabel»    Hyperbel. 

Dia  GrOsse  Sl  bringt  man  nach  gehöriger  Entwickelatig  QDd 
ebigeo  leichten  Venvandlongen  auf  die  folgende  Form: 

C  H-4J9{ai  co8(oro4-ai)— ^(?i8in(oro-f  fti)— J9sin(c^-f  aA))sin(oo-f«fi). 
Weil  nun  aber 

tfi*Uln(a^+oi)-|r-4co8<tfo+«fi))*+«i*lcos(flfo+«i)-*i<«io(«ö+ök)l* 

and 

4B{  tti  cos  («0  +  tfi)  —  ^^i  sin  («o  +  «i)  —  B  sin  (o^  +  a, )  I  sin  (a©  +  «i) 

— ai*|co8(ao  +  at)--j8in(o^+a,)l* 

= — «1*  t  cos  (ofo  +  «i)  —  ^  sin  (ao  +  «i)  1« 

-f4a|A{co8(oro-f  «i)  — /lsin(tt(^H-ai))8in(o6+<'i)— 4B*sin(aö+«i)* 

=—  t«i[cö8(''o  +  «i)  — i<siD(cro  +  cf,)]  —  21?sinfao  +  ai)l* 

=—  I  «»i  Po«  («ü  +  «i)  —  -^«1  »>n  (oö  +  «i)  —  2Äsin  (o^  +  «i)  I* 

isty  so  ist  auch:  , 

l  —  {aiCOs(ao+Jai)  — '4«i»iö(«6+«i)— 2ßsin(ao  +  ai)l*» 

welches  der  einfachste  Ausdruck  sein  dürfle,  auf  welchen  man 
die  Grosse  Sl  bringen  kann. 

Wenn  ifian  durch  die  vier  Punkte  Aq,  Ji,  A^t  A^  eine  Para- 
bel beschreiben  will,  so  wird  man  die  Grossen  Ä  und  B  aus  den 
beiden  Gleichungen 

•i*(l + -^— I  «1  cos  («!o+ai)  -  ilÄi  sin  (oo+a,)  — 2Äsln  (a;o+«i)  l*«0 

oder 

b^'^Aa^.'-k-B. 

iii«(l  +  A?)  cosec(«o  +  «i)*  —  Ui  cot(aö  +  cfi)— ^a^  -.2J?)«ö=0, 

wo  (kr  ffg'  und  63'  ihre  aus  13)  bekannten  Werthe  zu  setzen  sind» 
bestimmen.  Denn  dann  geht  wegen  der  ersten  dieser  beiden 
Gleichungen  die  durch  die  Gleichung 
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cbarakterisirte  gerade  Linie  darch  den  Punkt  (a^'b^')  oder  Ä^', 
also  nach  dem  Obigen  der  Kegelschnitt ,  welchen  der  Dorcli- 
Schnittspunkt  der  crura  describentia  beschreibt»  indem  sich  der 
Durchschnittspunkt  der  crura  dirigentia  auf  der  durch  die  CcleichuBg 

yz=zAx  +  B  . 

charakteristrten  geraden  Linie  bewegt»  durch  die  vier  Punkte  Aq, 
Ai,  A%f  2^8»  ^^^  ^ft  ausserdem  die  Gleichung  .!^=:0  erfällt  iit, 
so  ist  dieser  Kegelschnitt  eine  Parabel. 


Die   Lehre   vom   Schwerpunkte   in    der    elementaren 

Stereometrie. 

Von 

Herrn  E.  Essen, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Physik  am  Gymnaaloro  zu   Stargard. 


1)  Aufgabe.  Die  Summe  beliebig  vieler  Seiten- 
flächen eines  schief  abgeschnittenen  geraden  Prismas 
XU  finden. 

Auflosung.  Es  seien  AB»  BC,  CD  drei  Grundkanten  des 
gegebenen  Prismas;  ab,  bc,  cd  die  entsprechenden  Seiten  der 
Schnittfläche;  F,  G,  H,  sowie  f,  g,  h,  die  Mitten  der  genanntes 
Linien.  Alsdann  ist  die  Summe  der  drei  Paralleltrapexe  ABab, 
BCbc,  CDcd  gleich  der  Summe 

ABxFf+BCxGg  +  CDxHh. 
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Dieser  Aasdnick  iSsst  sieb  amformeii.  Zu  dem  Elode  setzen  wir 
fest,  dass  wir  aoter  den  zu  den  Punkten  F^  G»  H  gehurigen  LSo- 
geo  diejenigen  Seiten  verstehen  wollen,  deren  Mitten  diese  Punkte 
sind.  Dies  vorausgesetzt,  bestimmen  wir  auf  der  Linie  FG  einen 
Punkt  M  dergestalt,  dass  seine  Abstände  von  F  und  G  sich  um- 
gel[ehrt  verbalten  wie  die  dazu  geborigen  Längen.  Errichtet  man 
Dan  in  M  ein  Loth  auf  der  Grundfläche  und  verlängert  es,  bis  es 
die  Gegenfläche  in  m  trifft,  so  bat  man: 

(1)  {Ff-  Mm) :  (Mm  -  Gg)  =  FM:  GM, 

(2)  *  FM:GM=ßC:AB, 
woraus  man  ableitet: 

ABx  Ff+  BCx  Gg = (AB + BC)  X  Mm. 

*  • 

Jetzt  m5ge  die  Summe  AB+BC  die  zum  Punkte  M  geh5« 
rige  Länge  heissen.  Bestimmt  man  nun  wiederum  zwischen  M 
und  H  einen  Punkt  N  nach  dem  schon  oben  befolgten  Gesetz, 
Dimlich  so,  dass  man  habe 

.MN:HN==  CD:(AB  +  BC), 

und  errichtet  sodann  in  N  das  Loth  Nn,  so  zeigt  sich  ähnlich 
wie  zuvor,   dass  man  habe: 

AßxFf^BCxGg+CDxm  =  (AB'^BC+CD)xNn. 

Dm  also  die  Summen  beliebig  vieler  Seitenflächen  eines  Prismas 
der  vorausgesetzten  Art  zu  finden ,  hat  man  die  Summe  der  Grund- 
kanten mit  einer  gewissen  Linie  zu  multipliciren,  die  senkrecht 
auf  der  Grundfläche  steht  und  bis  zur  Schnittfläche  geht.  Die 
Lage  dieser  Geraden  hängt  offenbar  von  der  Länge  und  Lage 
der  betreffenden  Grundkanten  ab.  , 

2)  Erklärung.  Um  den  erhaltenen  Ausdruck  bequemer  in 
Worte  fassen  zu  ktinnen,  machen  wir  folgende  Festsetzungen: 
Die  Mitte  einer  geraden  Linie  soll  auch  ihr  Centralpunkt  heissen. 
Mehrere  Linien  zusammen  heissen  ein  System  von  Linien.  Der 
Centralpunkt  eines  Systems  von  zwei  Linien  soll  derjenige  Punkt 
ftof  der  Verbindungslinie  ihrer  Centralpunkte  heissen,  dessen  Ab* 
stände  von  diesen  Punkten  sich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  zu- 
gehörigen Längen.  Centralpunkt  eines  Systems  von  beliebig  vie- 
1m  Linien  soll  ein  nach   folgender  Regel   aufzusuchender  Punkt 
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genannt  wenUn:  Man  verbindet  nach  und  nach  cwei,  drei,  Tiar 
der  {regebenen  Linien  zu  einem  System  und  geht  jedesmal  foa 
dem  Centralpunkt  des  Torhergehenden  Systems  tu  demjenigen  des 
folgenden  Ober,  als  h^tte  man  den  Centralpunkt  eines  Systems 
Ton  zwei  Linien  zu  suchen.  ^ 

Fasst  man  nun  mehrere  Grundkanten  eines  geraden  Prismas 
zu  einem  Systeme  zusammen,  so  mag  das  im  Centralpunkt  dieses 
Systems  errichtete  Loth  die  Centralaze  jener  Grundkauten  heisseo. 

Uiernach  hat  man  nun  folgende  Regel :  Man  findet  die  Summe 
von  beliebigen  Seitenflächen  eines  schief  abgeschnittenen  geraden 
Prismas,  wenn  man  die  Summe  Ihrer  Grundkanten  mit  der  zuge- 
hörigen,   bis  zur  Gegenfläche  verlängerten  Centralaze  multiplicirt 

Hierdurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die  Summe  der  Sei- 
tenflächen eines  beliebigen  schief  abgeschnittenen  Prismas  zu  be- 
rechnen, da  sich  ein  solches  immer  in  zwei  gerade  schief  abge- 
schnittene Prismen  zerlegen  iässt. 

3)  Aus  den  beiden  vorstehenden  Sätzen  ergeben  sich  sogleich 
nachstehende  Folgerungen : 

a)  Jedes  System  von  Grundkanten  hat  einen  bestimmten 
Centralpunkt,  und  es 'Ist  bei  der  Aufsuchung  desselben 
gleichgültig,  welche  Ordnung  man  befolgt,  weil  man  sonst 
verschiedene  Ausdrücke  für  dieselbe  Oberfläche  erhalten 
würde. 

b)  Der  Centralpunkt  eines  aus  zwei  gleichen  Linien  gebil- 
deten Systems  liegt  in  der  Mitte  zwischen  den  Central- 
punkten  der  einzelnen  Linien. 

c)  Fallen  die  Centralpunkte  zweier  Systeme  zusammen,  so 
ist  derselbe  Punkt  auch  der  Centralpunkt  des  aus  beiden 
zusammengesetzten  Systems. 

,  d)  Der  Centralpunkt  des  Umfangs  einer  Figur  von  symme- 
trischer Gestalt  liegt  auf  der  Axe  der  Symmetrie,  und 
der  Centralpunkt  des  Umfangs  einer  regulären  Figur  ist 
der  Mittelpunkt  dieser  Figur. 

4)  Erklärung.  Centralpunkt  der  Fläche  eines  Dreiecks  beisst 
derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  seine  drei  Mittellinien  dorcb« 
schneiden. 

6)  Lehrsatz,  Man  findet  das  Volumen  eines  schief 
abgeschnittenen   geraden   dreiseitigen  Prismas,   wena 
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mftD  feioe  Grundfläche  mit  dem  in  ihrem  Centralpunkte 
bi«  xur  Gegenfläebe  errichteten  Lotb,  d.  b,  mit  der 
Ceatralaxe  aeiner  Grundfläche»  multipliclrt. 

Beweis.    Man  hat  bekanntlich 

V^  3  • 

in  welchem  Ausdrucke  G  die  Grundfläche,  /,  rnftt  die  Seitenkan« 
ten  Aa^  Bb,  Cc  vorstellen.    Hulbirt  man  nun  AB  und  ab  bezflg- 

lieh  io  D  und  d,  ao  ist  Dd=  —^^     Schneidet   man  vom   Fusa 

der  Mittellinien  CD  und  cd  den  dritten  Theil  ah  und  sind  F  und 
^  die  Endpunkte  der  abgeschnittenen  Drifteis  so  steht  F/*  senk- 
recht auf  der  Grundfläche,  und  dabei  hat  man: 

Cc-Ff-2(Ff^Dd); 

mithin  bt  F/'='-tji^  und  F=:  GxFf. 

6)  Zerlegt  man  die  Grundfläche  eines  beliebigen  geraden  schief 
ibgeschnittenen  Prismas  in  die  Dreiecke  Gi,  G%,  Cr,....,  und  sind 
ht  k»  h  ^i^  Centralaxen  dieser  Flächen  bis  zur  Gegenfläche  ge* 
rechnet,  so  bat  man: 

Dieser  Ausdruck  gestattet  dieselbe  Umformung  wie  der  .frohere 
für  die  Oberfläche  und  giebt  zugleich  Anlass  zur  Einfuhrung  des 
Centralpunkts  eines  Systems  von  Dreiecken,  wobei  ich  mich  jedoch 
nicht  aufzuhalten  gedenke. 

* 

7)  Aufgabe,  Es  ist  in  einer  Ebene  MN  eine  Gerade 
PQ  gegeben  und  ausserdem  eine  Figur  ABCD....,  die 
aber  nur  auf  einer  Seite  der  Geraden  PQ  liegt;  es  soll 
das  Volumen  und  die  Oberfläche  desjenigen   Körpers 

'  gefunden  werden,  welcher  durch  AßCD,,..  beschrie* 
beo  wird,  wenn  die  Ebene  UN  um  die  Gerade  PQ  ge* 
dreht  wird. 

Auflösung.  Man  suche  den  Centralpunkt  des  Cmfangs  und 
den  Centralpunkt  der  Fläche  der  gegebenen  Figur,  der  erstere 
möge  durch  17,  der  letztere  durch  F  bezeichnet  werden.  Alsdann 
tbeile  man  einen  der  Kreise,  welche  von  den  Punkten  A,  Bp  C, 
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!>,....  XJf  F  beschrieben  wurden,  in  2ii  Tbeile»  le^  darch  slmiBt- 
liehe  Theilpnnkte  Ebenen,  die  jedesmal  aoch  durch  PQ  gehen; 
dann  werden  offenbar  alle  genannten  Kreise  In  2n  Theite  getheät 
Zieht  man  nun  an  alle  diese  Kreise  im  ersten,  dritten,  ftSnflen, 
überhaupt  in^jedem  ungeraden  Theilpunkte  Tangenten,  so  schnei- 
den sich  je  zwei  benachbarte  Tangenten  desselben  Kreises  In 
derjenigen  Ebene,  die  durch  PQ  und  den  zwischenliegenden 
Theilpunkt  geht  Sammtliche  Tangenten  ^bestimmen,  wenn  man 
von  denjenigen  absieht,  welche  durch  die  Centralpunkte  der  er- 
zeugenden Figur  gehen,  einen  aus  lauter  schief  abgeschnittenen 
Prismen  bestehenden  ringförmigen  Körper,  und  der  senkrechte 
Durchschnitt  sftmrotlicher  Prismen  ist  der  erzeugenden  Figor  con- 
gruent.  Folglich  erhält  man  die  Oberfläche  jenes  ringförmigen 
Korpers,  wenn  man  difti  Umfang  der  Figur  mit  dem  Umfange  des- 
jenigen regulären  Vielecks  multiplicirt,  dessen  Seiten  den  Kreis, 
der  vom  Centralpunkte  des  Umfangs  der  erzeugenden  Figur  he* 
schrieben  wurde,  tangiren.  Denkt  man  sich  die  Aniahl  der  2« 
Theile  in's  Unendliche  wachsend,  so  nShert  sich  die  Oberfläche 
des  betrachteten  KOrpers  ohne  Ende  der  Oberfläche  des  gegebe- 
nen Umdrehuugskorpers,  während  sich  jenes  reguläre  Polygon 
dem  umschlossenen  Kreise  nähert;  mithin  erhält  man  die  Ober- 
fläche des  UmdrehungskOrpers,  wenn  man  den  Umfang  der  er- 
zeugenden Figur  mit  dem  Umfange  desjenigen  Kreises  multiplicirt, 
der  vom  Centralpunkte  des  ersteren  Umfanges  beschrieben  wurde. 

Ganz  Analoges  ergiebt  sich  fOr  das  Volumen  desselben  Korpers. 

8)  Erklärungen.  Man  versteht  unter  dem  Centralpunkte 
eines  Kreisbogens  denjenigen  Punkt,  welchem  sich,  der  Central- 
punkt  einer  gebrochenen  Linie  mit  gleichen  Seiten  ohne  Ende 
nähert,  wenn  man  die  Anzahl  dieser  Seiten  in*s  Unendliche  wach- 
sen lässt. 

Man  versteht  unter  dem  Centralpunkte  eines  Kreissegments 
denjenigen  Punkt,  dem  sich  der  Centralpunkt  einer  über  der 
Sehne  des  Segments  stehenden  Figur,  die  dem  Bogen  dieses  Seg- 
ments einbeschrieben  ist,  ohne  Ende  nähert,  wenn  man  die  Zahl 
der  Seiten  dieser  Figur  ohne  Ende  wachsen  lässt 

Man  denke  sich  den  Bog^n  AB  in  n  Theile  getheilt  und  die 
Theilpunkte  durch  Sehnen  verbunden;  Xn  sei  der  Abstand  des 
Centralpunkts  der  entstandenen  gebrochenen  Linie  von  einer  be« 
liebigen  Geraden  PQ,  F«  die  Oberfläche  des  Körpers,  welcher 
erzeugt  wird ,  wenn  jene  gebrochene  Linie  um  PQ  gedreht  wird, 
F  die  vom  Bogen  AB  mittelst  derselben  Umdrehung  erzeugte 
Oberfläche.    Alsdann  bat  man 
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wofern  man  noch  dureh  U  die  Länge  der  gebrochenen  Linie  be- 
leichnet  Denkt  man  sich  non  n  in's  Unendliche  irachsend,  so 
nähert  sich  Fn  ohne  Ende  der  Grosse  F,  In  der  Länge  /  des 
Bogens  AB\   mithin  nähert  sich  auch  Xn  ohne  Ende  der  Grösse 

F 

S7-«    Nimmt  man  noch  eine  zweite  Linie  P'Q'  an  und  bezeichnet 

jetzt  durch  yn»  was  vorhin  durch  Xn  vorgestellt  wurde,  so  nähert 

F' 

sich  ^n  ohne  Ende  der  Grosse  -o~-/ »  indem  man  durch  F'  dieje- 
nige Oberfläche  bezeichnet,  welche  durch  Umdrehung  des  Bogens 
AB  um  P'Q'  entsteht.  Mithin  ist  der  Schwerpunkt  des  Bogens 
AB  ein  Punkt,  dessen  Abstände  von  PQ  und  PQ'  bezfiglich  gleich 

F  F* 

^--j  und  gleich  0-7  sind ,  d.  h.  es  ist  ein  vollkommen  bestimmter 

Punkt. 

-     9)  Aufgabe.     Den   Schwerpunkt   eines    Bogens   AB 
tu  finden. 

Auflösung.  Augenscheinlich  liegt  der  Centralpunkt  eines 
Bogens  auf  demjenigen  Durchmesser,  welcher  durch  seine  Mitte 
geht;  man  hat  daher  nur  seinen  Abstand  vom  Mittelpunkte  zu 
bestimmen.  Denkt  man  sich  den  Bogen  AB  um  einen  mit  der 
Sehne  AB  parallelen  Durchmesser  gedreht,  so  ist  die  vom  Bogen 
AB  beschriebene  Zone  bekanntlich  gleich  2r^X  Sehne  AB\  mit- 
hin ist  der  Abstand  des  gesuchten  Centralpunkts 

r.ycX Sehne  AB 

B^en  AB 


SSO  MtueiUn. 


XXVII. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Antsog  aus  eioem  Brief»  des  Herrn  Doctor  G.  F.  W«  Baelir  so  Gr8- 

ningen  an  den  Herausgeber. 

Permettez  moi  encore  de  vous  coromuniquer  ane  reniarqae  qne 
j*ai  faite  en  lisant  dans  an  des  archives  (que  je  ii*ai  pas  j>r^  de 
mol  a  Tinstant)  ane  d^monstratiou  de  la  proposition  «,que  le  carr^ 
de  rbypotenuse  d*un  triangle  rectangle  est  ^gal  a  la  somme  des 
earr^s  des  deux  autres  c^tes. ''  Peut  etre  od  Ta  faite  avant  root. 
Cette  proposition  ne  serait  qu'on  cas  particulier  de  Ja  suivante: 

Si  sur  les  deux  c6tös  AB  et  BC  (Planche  IX.  Fig.  5.)  d*aa 
triangle  quelconque  on  construit  ^des  parailölogrammes  quelconqaes 
AB  DE  et  B  CFG,  ei  qu'on  prolonge  les  cdUs  ED  et  FG,  qai 
se  coupent  en  H;  od  aura,  en  tirant  HB,  qut  coupe  le  cdt^  op- 
posä  en  J,  et  en  prenant  JK=HB,  apr^s  avoir  acheve  le  paral* 
Ulogramme  ACLM,  que  ce  dernier  parall^logramme  est  egal  ^ 
fa  sonime  des  deux  premiers. 

La  d^monstration  est  assez  simple ;  oar  en  prolongeant  L/l  jos- 
qu'^  la  rencontre  A  avec  JE^,  on  aura  ABCDi=:  AB1SH=BH]SÄ 
^JKAL,   et  de  m^ie  on  aura  JQCFG  —  JKCM,  etc.,  etc. 

Maintenant  si  B  est  un  angle  droit,  et  qu'au  lieu  des  paral- 
Ulogrammes  on  construtt  les  carr^s  des  cdtes,  on  aura  par  cette 
construction  eile  m^me,  BH ^=  AC^=^JK\  car  le  triangle  BDH 
est  alors  ^gal  et  semhiablc  au  triangle  ABC  et  BH  sera  perpeo- 
diculaire  k  AC  Aiiisi  le  tböor^me  du  carr^  de  Thypotennse  serait 
an  corollaire  de  cette  derni^re  proposition  que  je  viens  d'^noncer. 

Voici  encore  une  construction  de  gf^omf^trie,  que  je  u'ai 
encore  rencontr^e  dans  aucun  livre  i^lementaire,  et  pour  moi  asses 
corieuse  par  la  circonstauce  qu*elle  me  fut  proposee  dans  ud  exa« 
men  il  y  a  d^jä  18  ans: 

Si  dans  un  paral.  ABCD  (Plancbe  IX.  Fig.  6.)  on  tire  les  diar 
gonales  AC  et  BD,  et  par  leur  point  de  rencontre  EF  parallele 
au  cdt^  BC\  pais  FB  et  par  le  point  de  rencontre  G,  GH  paral- 
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l^le  ä  BC;   puls  HB  et  par  le  poiot  de  rencontre  J,  JK  paral- 
WcäÄC,  etc.;  on  aura  EF=z\BC,  GH=lBC,  JK=iBC,  eicr, 

la  n'*^  ligne  parallele  k  BC  sera  ^gale  k      ,  ^xBC.  Ladämon- 

stration  est  fr^s  simple,  et  peut  4tre  eile  vous  semble  bonne  poar 
lea  exercices  des  commencaiits. 

II  s'en  suit,  si  GH  est  la  n^*««  et  JK  la  (n  +  l)^*««  ligne  paral- 

t2  2 

UlcäÄC  et  posant  Z>C=2,  C^=^^,  CAr=^^.   partant 


Hli= 


(ii  +  l)(w  +  2)-'(iijHHü±2)* 

2 


Ainsi  les  segments  tels  que  DF,  FH,  HK,  etc.  seraient  l'inverse 
des  Dombres  triagonaux,  et  comme  leur  somme  est  ^gal  aa  e6t4 
DC=2  00  aura»  par  la  g^ometrie : * 

^  +  5  +  6+10  *■  15+  ••'^'^  *^' 


Von  dem  Heransgeber. 
I. 

Wenn  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  O  der  Mittelpunkt  des  um  das  Drei- 
eck ABC  beschriebenen  Kreisesi  dessen  Halbmesser  ^vir  durch 
r  bezeifhnen  wollen,  i^t,  und  auf  die  Halbmesser  OA,  OB,  OC 
in  A,  B,  C  Perpendikel  errichtet  werden,  so  entsteht  ein  neues 
Dreieck  A'B'O,  dessen  Seiten,  indem  die  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  wie  gewöhnlich  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden,  wir  auf 
die  in  der  Figur  angedeutete  Weise  durch  a  +  j3,  ß+y,  y+«  ht» 
seichnen  wollen.  Die  Flächenräume  der  beiden  Dreiecke  ABC 
wid  A'B'C  seien  respective  A  und  A', 

Dann  ist  bekanntlich 

16^f«=      l(«  +  /5)  +  (/5+y)  +  (y+«)|Xl-(a+/3)  +  03+y)  +  (y+a)| 

X{{a  +  P)^(ß+y)  +  (Y+cc)]X{     («+/5)  +  0J+y)-(y+tf)U 
also 


*)  Ich  habe  dteten  Brief  des  TereWlen  Herrn  Verfaftera  wegen  aei« 
let  interessanten  Inhalts  gnns  abdrucken  lassen;  man  vergl.  aber  nach 
die  Noten  des  Herrn  Prof.  Stecskowski  In  Krakan  in  ThLXXIl.  S.854. 
TU.  X\llh  S.  859.  a 
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Noo  ist  aber  aocb 

J'  =  i(ix  +  ß)r  +  ilß  +  Y)r  +  i{y  +  a)r, 
also 

2)  ./'  =  («  +  /J  +  y)r. 

Vergleicht  man  2)  mit  l),  ao  erhält  man: 


3.  rt ?ÖL_     y^i/      ^ßy 


Auf  der  Stelle  erhellet  die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen 

4)  A  +  \A'=zW^,    Ä  +  4Ä'  =  90o,    0+1^=90^, 

Nnn  ist  offenbar 

J'^J=z  Jarsin  A'  +  i/3«8in  1?^+  iy*sin  C, 

also  nach  4): 

2/'-2/=:  ia3fiiio2il  +  i/P8in2iB  + i)^sin2C 
Aber 

4a=asin4il'=acos2<,    "=2cos2<^ 

l6=:/JsioiÄ'=:/JcOsB,     ß^^^^^i 

kc  =  ysin  4C'  =y cos  C,    y=  j^^J 

also  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  leicht  findet: 

5)  2^'-^^  =  J(a«tang2<+6*tangB  +  c»tangC). 

Weil  offenbar 

arsftangj,  |}=rtang£,  y=rtängC 

ist,   80  ist  nach  3) 

^ r*tang2<tangJBtangC 

r  (taog  A  f  tang  B  +  tang  C) ' 

also 

6)  tang2l-ftang£-|-tangC=tang2ltang£tangC 
eine  bekannte  Relation  zwischen  drei  der  Bedingung 

A+B  +  C-ISO^ 
genfigenden  Winkeln. 
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Nach  3)  and  den  vorher  gefundenen  Ausdrücken 

a__      ^  b  _      c 

''~2cosi4'    '''=^2cosB*    y""2co8C 


Ist: 


abc 


j 8  cos  A  cos  ß  cos  C 

2  Vcos^i  ^  cosÄ  ^  cos  Cj 
woraas  sieb  leicht  die  folgende  Relation  ergiebt: 
•n     /^  ^*      c^^A  cosB     cosÄ   cosC     cosC  co«^ 

Aach  ist  nach  1): 

fl)   ^^_  ^  /^    ,     ^     ^     ^    (  ^      I      *      ■      g    Y 
IB  *  cos  A '  col  Ä '  cos  C  \cos  A  *"  cosi3  ■  cos  C/* 

Nach  2),    und  weil  nach  dem  Obigen 

o=rtangi4,    /?=rtangJB^    y=riafigC 
iat,  ist  anch: 

9)  -^  =  r«(tangi4  +  tangZ^  +  tang  C). 
ako  nach  6) : 

10)  z/'  =  r«  tang  A  tang  iB  tang  C 

Im  Vorhergehenden  ist,  was  wohl  zu  brachten  ist,  überall 
angenommen  worden,  dass  der  Mittelpunkt  O  des  uro  das  Drei« 
eck  ABC  beschriebenen  Kreises  innerhalb  dieses  Dreiecks 
liege.  Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  O  ausserhalb  des 
Dreiecks  ABC  fallt,  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht. 
Wir  theilen  das  Obige  nur  mit,  weil  es  vielleicht  eine  zweck- 
mässige Uebung  für  Schuler  abgeben  kann,  ohne  uns  auf  eine 
weitere  Ausfuhrung  dieses  Gegenstandes  einzulassen. 


II. 

Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  zwei  gegebene   Kreise   berühren. 

Wir  wollen  annehmen,   dass  die  beiden  gegebenen  Kreise 
von  den   gesuchten  Kreisen   von  Aussen  berührt  werden  sollen. 
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Beruhrangen  von  Innen  gestatten  natürlicb  eine  gans  ähnlicbe  Be- 
handlung, was  wir  hier  nficht  weiter  berühren,  weil  das  Folgende 
nur  den  Z^eck  hat>  zur  Uebung  bei  dem  Unterrichte  benutzt  n 
werden. 

Die  Halbmesser  der  beiden  gegebenen  Kreise  seien  r  und  r|. 
Den  Mittelpunkt  des  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Krei- 
ses nehme  man  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
^er  xy  an,  und  lege  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  durch  deo 
Mittelpunkt  des  mit  dem  Halbmesser  Tx  beschriebenen  Kreises. 
Die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise  ?od 
einander  sei  er.  Sind  dann  ^  der  Halbmesser  und  tc,  v  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  irgend  eines  der  gesuchten  Kreise,  so 
hat  man  offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

tt«  +  ra  =  (r  +  p)a, 

und  findet  nun  die  Gleichung  des  zu  bestimmenden  geometrischen 
Orts,  wenn  man  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  q  eli- 
minirt.  Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  so 
erhält  man: 

a*— 2aM=rrj«— ra  +  2(ri  — r)^. 


also 


and  folglich 


^-  .2(ri-.r) 


^  +  ^-  2(r,«r> 


Daher  ist  die  Gleichung  des  Orts: 

...  ,  „.      la«-2«,u-(r-r.)'l« 

Ans  dieser  Gleichung  folgt: 


r«  = 


also,   wenn  man  den  Zähler  in  Factoren  zerlegt: 


_^     »g^— 2au— (r— r,)^  +  2(r— r,)Ml{ag-2fftf^(r— r,)«— 2(r--r|)it) 

oder,  wenn  man  in  jedem  der  beiden  Factoren  de«  ZfibleiB  ti' 
addirt  und  subtrahirtc 
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.     |(a-«)«-(r-r,-«)«H(«-«)«-(r-r|-t-M)«) 

Zerlegt  man  nun  jeden  der  beiden  Factoren  des  Zählers  von  Nenem 
in  swei  Factoren »   so  erhält  man: 

._ia  —  r  +  r,)(a+r  —  ri)(a-r+ri--2u)(a+r—ri—2u) 
^~  4(r— ri)«  '' 

also:  • 

.  V(a— r+r,)(a+r-r,)(a-r-fr,-2u)(a-|-r-T7^;ö 

Mittelst  dieser  nicht  ganz  uninteressanten  Formel  lassen  sich 
nir  jedes  u  die  entsprechenden  v,  wenn  dieselben  überhaupt  roug« 
lieh  sind,  berechnen.    Das  Weitere  bleibe  dem  Leser  überlassen. 


111. 

Wenn  ABCDEFm  Taf.  IX.  Fig.8.  ein  sogenanntes  vollstän- 
diges Viereck  ist  und  AB—a,  BEz^b,  AD=c.  DF=^d,  BC=e, 
CF^zf^  CD=ff,  CE=h  gesetzt  wird,  so  findet  zwischen  den 
acht  GrSssen  a,  b,  c,  d,  e,  f,  ff,  h  immer  eine  Gleichung  oder 
Relation  Statt,  die  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann. 

Offenbar  hat  man  die  Gleichung: 

^ADE^  ^CDF=^ABF^^  ^BCE, 

also  nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  Inhalte  des  Dreiecks: 

(a'\rb)cs\nx-\-dffe\iiw^=i{c-{-d)aBmX'{-be%\tkv. 

lo  den  Dreiecken  ADE  und  ABF  ist  aber: 

sin^ :  sinto  =  <7 -f  A  :a -f  6» 
6ina7:sino  =e  +  /*:c  +  d; 
also 

g  +  ft  .  .  c  +  d  . 

8mte=  — j-T sina:,    sint)=:  —r-^Bxnx 
ff-tn  e-tf 

Qod  folglich,  wenn  man  diese  Werthe  von  sinto  und  sini^  in  die 
obige  Gleichung  einführt  und  dann  durch  sino:  dividirt: 
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oder 

Hebt  mao  ae  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleicbang  auf«   ao  wird 
dieselbe: 

oder 

«+/^  ^9  +  n 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

.  ef—  de       ,  ah — bg 
o p-3-=:o r—r-  $ 

oder 

b(s  +  k)(cf-^de)=zd(e  +  n(ah--bg), 
oder 

6^  ^-f  A  cf—^de - 

d'  e-{-'  f'  ah — bg 

Man  kann  anch   auf  folgende  Art  zn  dieser  Relation  geian- 
gen.    Offenbar  hat  man  die  Gleichung: 

also 

(ß-\-f)as\nx> — /^8ioy=(5^-}-A)csinfo  — eAsiny; 

aber  In  den  Dreiecken  BCE  und  CD  Fi 

siny:8io9  =  bih, 
B\nyis\nw^:dif\ 

also 

sinv  =  rsiny,   sinfo=  ^-siny; 

folglich  nach  dem  Obigen: 


oder 


|a(e+/)  +  6e|y  =  (c(y  +  A)  +  rf^}J. 
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oder 

bf  _a{e^-f)^be  _e{a-\'h)^af 
dA'^c(ff  +  h)  +  dg-  g(c  +  d)+ch' 

Diese  Relation  auf  die  obige  Form  zu  bringen  hat  keine  Schwie* 
rigkeit,  und  wir  verweilen  daher  dabei  nicht  länger* 

Man  kann  sich  der  obigen  Gleichungen  In  fielen  Fällen  mit 
Vortheil  bei  dem  Beweisen  anderer  Sätze  bedienen.  Um  bierzcf 
ein  Beispiel  zu  geben,  wählen  wir  den  interessanten  Satz  von 
Uonge*),  dass  der  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen 
Pyramide  In  der  Mitte  der  geraden  Linie  liegt,  welche 
die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberstehenden  Kanten 
der  Pyramide  mit  einander  verbindet. 

Wenn  AFGH  in  Taf.IX.  Fig.  9.  eine  dreiseitige  Pyramide  ist, 
•0  findet  man  deren  Schwerpunkt  bekanntlich  auf  folgende  Art, 
wie  in  jedem  Lehrboche  der  Statik  bewiesen  wird.  Man  halbire 
G^Tin  E,  ziehe  AE,  und  nehme  ßE=iAE,  so  ist  B  der  Schwer« 
ponkt  des  Dreiecks  AGH,  und  der  Schwerpunkt  der  Pyramide 
wird  ferner  erhalten,  wenn  man  Fß  zieht  und  BC'=^iFB  nimmt, 
wo  dann  C  der*  Schwerpunkt  der  Pyramide  sein  wird. 

Soll  nun  der  Satz  von  Monge  richtig  sein,  so  müssen  in  dem 
voIUtändigen  Vierecke  ABCDEFCT&(.  IX.  Fig.  8.)  die  Verhältnisse 


oder 


BE_        BC_        AD  <^^  — I 

3Z?~"*'    -^-i>    Jjp-^»     CE'-'^ 


^-i     ?-i     £-1     2—1 

--4.  /-»•  a-^'  A-* 


oder 


der  Gleichung 


a=26,    ^=3e,    d=:c,    h=:g 


6   g  +  h  cf^de _. 
d'  e+f' uh^bg" 


Genfige  leisten.    Ffihrt  man  aber  die  obigen  Werthe  von  a,  f, 
i,  h  in  diese  Gleichung  ein,  so  erhält  man  wirklich 


*)  Monge  hat  die«en  Sats  saerst  in  der  Correspondance  «ar 
r^cole  imperiale  polytechniqoe.  II«  Volome.  No.  I^*  Jan« 
▼ier  1800,  p.  I.  mitgetheilt  und  aof  iwei  verschiedene  Arten  bewiesen. 
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b  2ff    Zce  —  ce 6   g    2ce - 

so  dass  also  die  in  Rede  stehenden  VerhSltnisse  der  Gleicbong 

6    g-t-h  cf — de  _ 
d^-i-  f'  ah  —  bg 

in  der  That  genfigen,  nnd  der  Satz  von  Monge  also  richtig  Ift 
Wählt  man  sum  Beweise  die  Gleichung 

bl_a{e±n±be_ 
dh'^c(g  +  h)  +  dg' 

•o  mnss  sein: 

3be       8be+be_9be^be 
cg  ^  'leg  +  c^"" 3c^""  c^ ' 

was  also  wirklich  der  Fall  ist. 


IV. 

A  ff  f  g  a  b  e. 

Wie  gross  ist  der  Kurper,  welcher  durch  Umdreh« 
ung  eines  mit  der  Ürehungsaxe  DF  fest  verbundeneo 
Dreiecks  ABC  entsteht,  wenn  die  Verlängerungen 
zweier  Seiten  AB  und  AC  die  Axe  unter  den  Winkeln 
o  und  ß  in  einem  Ahstande  DF=za  schneiden,  und  wenn 
die  verlängerte  dritte  Seite  BC  in  der  Mitte  E  von  DF 
auf  DF  senkrecht  steht?    (Taf.  IX.  Fig.  la) 

Auflösung. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  bei  der  Umdrehung  des  Drei* 
ecks  ABC  entstandenen  Körpers  durch  F,  so  ist  offenbar,  wenn 
AG  auf  DF  senkrecht  steht : 

VszzlTc.B&.DE+ln.CE^.EF-^ln.AG^.DF 

=  im  (XBE^  +  iCE^^ACP). 
Aber 

B£=iatang«.    C£=latang^,    ^C=cota+cot/J' 
also 
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Es  ist  aber 


8 


^ \ y 

Vcota  +  cot/3/ 

tanga*  +  tan?j5*        tan^a*tani?j3* 
8  (tang  a  +  tang  /S)* 

^_  tang a*  +  tangß*      tangft^tang)3^ 

""  8  tanga*  +  tang/32+2tangatangjJ 

__  (tangc^+tangP^^  +^  tangctangPftangg^ \  tang/3^) — 8  tang«*tang)3* 
""  8  (taug«  Hang /3)* 

_  tangtt^— 2tangc^tangj3^f  fang/3^  +  2tgctgi3((gtt^— 2tgtttg/g+tg/3«) 
""  8  (tang  «  + taug /3)* 

_  (tang g^  — tang |3^)^+2tanggtang j3(tang«—  tang/3)» 
""  8(Uuga  +  tang/3)* 

__(tanga  — tangft^l  (tang«  +  tang  ft*  +  2tanga  tang/?) 
■"  8(taoga  +  tangj3)a 

~*  lg'm(c  +  ^)|     (♦ang«*  +  4*a«K«*a«8/5  +  *anR/^5 


ilto 


F=^  i^ra»  l^jJ^^Tjr^t  \tanga«  +  4tang«tang^  + tang/3«). 


Auch  ist 


tangc^  +  tangjg»  _  /         1         V 
8  Vcota  +  cot/?/ 


Uin(CT^P)|*     Uin(g  +  /g)|  •  {        2sinttco8C8in/gcos/gi 
*|8in(a  +  /3)i     '  I cos« cos/5 »      '^+  sin(a  +  /J)«  | 

_    lsiin(«-ß(*  4         siri2asiD2/J  j 
^*jcos«cos/3l     r"*"2sin(a  +  /?)a|' 

«Iso 

1     ,,isin(«~g)M  j        sin2asin2P| 
r— 2.1^«   }cos«cos/j(      J*+2sin(«+/J)«»' 

Sstst  man 
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so  wird 


.  4/  sin  2« sin  2/} 

tang  9,  =  Y28i„  («+(»)>' 

24         ( cos  a  cos  p  cos  9)' 


V. 

Potssons  Wahlspruch  war  folgender:  ^^La  vie  n'est  bonne 
qo'ä  deux  choses:  k  faire  des  math^niatiqaes  et  k  ies  professer." 
(Institut.  1853.  Nr.  1103.  p.  168.) 


Aossug  au«  einem  Briefe  des   Herrn  Lehramt« -Praktikanten  Leopold 
Stizenberger  za  Heidelberg  an  den  Heraaogeber. 

Erlauben  Sie»  dass  ich  Ihnen  einen  auf  alte  Geometrie  ge- 
stützten Beweis  des  Lehrsatzes ,  dass  sich  die  drei  IMittellinieD 
des  Dreiecks  in  einem  Punkte  durchschneiden,  mittheile.  Ick 
glaube,  dass  der  erwähnte  Lehrsatz  durch  alte  Geometrie  oicbt 
einfacher  und  eleganter  bewiesen  werden  kann. 

Lehrsatz. 

Wenn  man  die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ABC 
(Taf.  IX.  Fig.41.)  in  den  Punkten  D,  E,  F  halhirt  und 
diese  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  C 
A,  B  des  Dreieckes  durch  gerade  Linien  verbindet,  80 
schneiden  sich  letztere  in  einem  Punkte  O  innerball» 
des  Dreieckes. 

Beweis.  Zuerst  ziehe  man  die  Geraden  AE  und  CD;  diese 
müssen  sich  nothwendig  in  irgend  einem  Punkte  O  innerhalb  des 
Dreieckes  ABC  durchschneiden.  Verbindet  man  nun  den  Punkt 
O  einmal  mit  der  Spitze  B,  dann  mit  dem  Mittelpunkte  Fvon  AQ 
80  läuft  der  Beweis  darauf  hinaus,  darzuthun,  dass  BOF  eine 
gerade  Linie  ist.  Zieht  man  durch  die  Mittelpunkte  D,  E,  F  die 
Geraden  DE  und  EF,  so  läuft  jede  derselben  mit  der  gegen- 
überliegenden Seite  des  Dreieckes  ABC  parallel  und  ist  jeweils 
die  Hälfte  davon;  daraus  folgt:  ^DEA=:EAC  und  ^EDC 
=  DCA,  also  ^DOEcoAOC.  Es  findet  daher  die  ProporHon 
statt :  OE'.OA  —  DE:  AC=  1:2;  da  zudem  FE  =  iAB  und 
^  OEF=:  BAO,  so  müssen  auch  die  DreiecEe  EOF  und  BOA 
ähnlich  sein;  demnach  ist  ^ EOF  =  BOA,  was  nur  stattändea 
kann,   wenn  BOF  eine  gerade  Linie  ist 
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Die  Orientimng  des  Messtisches  nach  zwei  gegebenen 

Punkten. 

^    Von 

Herrn  Professor  K.  Breymann 

ftn  der  k.  k.  Forstlehranstalt  lo  Mariabrnnn. 


Die  Aufgabe  des  RQckwärtsetnschneidens  nach  zwei  oder  drei 
ihrer  Lage  nach  gegebenen  Punkten  gehurt  unstreitig  unter  die 
wichtigsten  Aufgaben  der  ganzen  Geodäsie»  da  man  durch  Lösung 
derselben  im  Stande  ist,  aus  der  bekaunten  Lage  dieser,  wenn 
Mch  ganz  unzugänglichen  Punkte  die  Lage  beliebig  vieler  ande« 
rer  Punkte  zu  bestimmen,  und  so  die  Vermessung  einer  ganzen 
Landesstrecke  auf  die  bekannte  Lage  von  zwei  oder  drei  gege- 
benen Punkten  zu  grfinden. 

Es  haben  sieb  daher  auch  die  berühmtesten  Geometer,  wie 
Lambert,  Delambre,  Bessel,  Bohnenberger  u.  a.  m.  mit 
dieser  Aufgabe  beschäftigt  und  zu  ihrer  Losung  die  scharfsinnig- 
sten Methoden  angegeben,  von  denen  sich  aber  gleichwohl  viele, 
der  auszufahrenden  komplizirten  Konstruktionen  wegen,  fiir  die 
Praxis  nur  wenig  eignen. 

Namentlich  hat  die  Aufgabe  des  Ri(ckwärtseinschneidens  nach 
drei  ihrer  Lage  nach  bekannten  Punkten  — *  die  sogenannte  Po« 
tbeno tische  Aufgabe  —  eine  vielfache  Bearbeitung  gefunden ,  und 
wir  besitzen  zu  ihrer  direkten  Losung  mittelst  des  Messtisches 
mehrere  Methoden ,  unter  denen  sich  vorzüglich  die  von  Bohnen* 
herger  und  Bessel  angegebene  durch  Scharfsinn  und  Eleganz 
auszeichnet 
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Trotzdem  wenden  aber  die  meisten  Praktiker  zar  LOsnog  die- 
ser Aufgabe  mittelst  des  Messtisches  fast  ausschliesslich  nur  da« 
von  dem  sächsischen  Major  Lehmann  zuerst  angegebene  Mähe- 
rungsverfahren an,  da  sie  durch  dieses  unter  allen  Omständen  ao- 
wendbare  Verfahren  eben  so  sicher  und  in  der  Regel  schneller 
zum  Ziele  gelangen. 

Viel  seltener  als  die  Pothenotische  Aufgabe  kam  bis  jetzt 
bei  Messtischaufnahmen  die  Orientirung  des  Tisches  nach  zvrei 
gegebenen  Punkten  in  Anwendung,  und  es  durfte  der  Grund  hier- 
von darin  zu  suchen  sein,  dass  alle  bekannten  Auflösungen  die- 
ser Aufgabe  ziemlich  komplizirt  äind  und  eine  zweimalige  Auf- 
stellung des  Messtisches  nothwendig  machen.  Das  nachstehende 
Verfahren  der  Orientirung  des  Messtisches  nach  zwei  gegebeoeo 
Punkten  erheischt  nur  eine  einmalige  Aufstellung  des  Tischee 
über  dem  zu  bestimmenden  Punkte,  und  scheint  sich,  obgleich 
es  die  richtige  Lage  des  gesuchten  dritten  Punktes  nur  näberangs- 
weise  liefert,  durch  leichte  und  sichere  Ausführbarkeit  för  die 
Messtiscbpraxis  besonders  zu  empfehlen. 

Zur  Begründung  dieses  Verfahrens  rouss  ich  jedoch  ein  paar 
geometrische  Sätze  vorausschicken. 

Erster    Satt, 

Halbirt  man  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  XI.  Fig.  1.)  die 
zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  ACB  gezogene 
Gerade  EF  im  Punkte  g^,  und  schneiden  sich  die  durch 
die  Punkte  C  und  ffi  gezogene  Linie  CDi  und  die  bei- 
den Transi^ersalen  EB,  FA  nicht  in  einem  Punkte,  so 
ist  auch   die  Linie  EF  nicht   parallel    zur    Seite   AB, 

Beweis. 

Man  denke  sich  durch  den  Punkt  C  und  den  nicht  auf  der 
Linie  CD^  liegenden  Durchschnittspunkt  O  der  beiden  Transver- 
salen die  Linie  CD  gezogen»  so  besteht  nach  einem  bekaooten 
geometrischen  Satze  die  Gleichung: 

CE.AD.BF=  CF.BD.AE. 

Wäre  nun  die  Linie  £F,  trotzdem,  dass  sich  die  drei  Transver- 
salen Cl>|,  EB,  FA  nicht  in  einem  Punkte  schneiden«  doch  zur 
Seite  AB  parallei»  so  bestünde  die  Proportion 

CE:EA=CFiFB, 
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•n  welcher  folgt: 

CE.BFz=CF.EA. 
HiD  hätte  daher  auch  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Gleichung: 

ADz=:BD=z\AB. 

Unter  der  Voraussetzung  der  parallelen  Lage  der  Linien  AB.  und 
EF  bestfinden  aber  auch  die  Proportionen : 

CEiCA  —  EgiiADi, 

CEiCA^EFiAB; 

EgiiADi=zEF:AB, 
An  _%i-^^ 

oder,  da,  der  Konstruktion  gemäss«   Egi^iEF: 

^j,J,EF^ 


MS  welchen   folgt: 


WSre  demnach,  trotzdem,  dass  sich  die  drei  Transversalen  des 
Dreieckes  ABC  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  die  Linie  EF 
doch  parallel  zur  Seite  AB^  so  rofisste  die  Gleichung 

AD=zADi=i\AB 

bestehen,  welche  eine  Absurdität  ausspricht;  folglich  kann  auch 
die  Linie  DE  nicht  parallel  zur  Seite  AB  sein. 

Zweiter    Satt, 

Halbirt  man  in  dem  Dreiecke  ^fiC  (Taf.  XI.  Fig.  2.) 
die  Linie  EF  in  g  und  schneiden  sich  die  durch  den 
Balbirongspunkt  g  gezogene  Linie  CD  und  die  Trans- 
versalen EB  und  FA^  in  einem  Punkte  O,  so  ist  auch 
die  Linie  EF  parallel  zur  Seite  AB. 

Beweis. 

Wäre  unter  dieser  Voraussetzung  die  Linie  EF  nicht  paral- 
M  za  AB,  so  Hesse  sich  durch  den  Punkt  E  eine  andere  Linie 
^^1  parallel  zur  Seite  AB  ziehen.  Denkt  man  sich  nun  wieder 
die  Transrersalen  EB  und  FxA  gezogen ,  so  kann  die  Traosver- 

S6^ 
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sale  FiA  nicht  durch  den  Durchsah oittspunkt  O  der 
(inie  CD  mit  der  Transversale  EB  gehen,  wenn  nicht  auch  EF^ 
mit  EF  zusamroenfüllt.  Schneiden  sich  aber  die  drei  Transver- 
salen  CD,  EB  und  F^A  nicht  in  einem  Punkte,  so  ist  nach  den 
ersten  Satze  auch  Ef\  nicht  parallel  zur  Seite  AB.  Da  »ich 
nun  dasselbe  von  jeder  anderen,  durch  den  Punkt  E  gezogenen, 
nicht  mit  EF  zusammenfallenden  Linie  beweisen  Ifisst,  so  mos« 
auch  EF  parallel  zur  Seite  AB  sein. 

A  u  f  g  a  b  e. 

Es  sei  die  Entfernung  zweier  Punkte  A  und£(Taf.XL 
Fig.  3.)  auf  dem  Felde  auf  dem  Messtischblatte  in  der 
Verjüngung  ab  gegeben;  man  soll  die  Lage  c  eines 
dritten  Punktes  C  -in  der  Natur  auf  dem  Tischblatte 
bestimmen,  wenn  man  sich  weder  auf  den  Punkten  A 
und  B,  noch  auch  in  der  Linie  AB  oder  ihrer  Verlän- 
gerung mit  dem  Messtische  aufstellen  kann« 

Auflösung. 

Man  halbire  die  auf  dem  Tischblatte  gegebene  Verjüngung 
der  Linie  AB  auf  dem  Felde  in  dem  Punkte  ff,  stelle  den  Mess- 
tisch über  dem  Punkte  C  so  auf,  dass  die  Verjüngung  ab  auf  den 
Tischblatte,  dem  Augenmaasse  nach,  eine  zur  Linie  ^4^  auf  den 
Felde  parallele  Lage  hat,  und  befestige  sodann  das  Tittchblatt 
Hierauf  lege  man  das  Visirlineal 'an  die  Punkte  a,  6,  viaire  nach 
den  gleichnamigen  Punkten  A,  B  auf  dem  Felde  und  ziehe  diese 
Visirrichtungen  nach  rückwärts  aus,  bis  sich  dieselben  auf  den 
Tischblatte  in  einem  Punkte  c  schneiden,  welcher  eine  vorläufige 
Verzeichnung  des  gleichnamigen  Punktes  C  auf  dem  Felde  lie* 
fert.  Hätte  man  bei  der  Aufstellung  des  Messtisches  in  C  die 
parallele  Lage  der  Linien  ab  auf  dem  Tischblatte  und  AB  auf 
dem  Felde,  dem  Augenmaasse  nach  zuföllig  getroffen,  so  wäre 
nach  dem  beschriebenen  Vorgange  auch  e  die  richtige  Verzeicb. 
nung  des  in  vertikaler  Richtung  unter  ihm  liegenden  Punktes  C 
auf  dem  Felde. 

Um  nun  die  parallele  Lage  der  Linien  ab  und  AB  und  so- 
mit auch  die  Richtigkeit  der  Verzeichnung  des  Punktes,  c  zu  prü- 
fen, ziehe  man  durch  den  Punkt  c  auf  dem  Tischblatte  und  den 
Halbirungspunkt  g  der  verjüngten  Linie  ab  eine  Linie  cD  von 
unbestimmter  Länge  gegen  die  Gerade  AB  auf  dem  Felde  aus, 
lege  das  Visirlineal  an  den  Punkt  u  auf  dem  Tischblatte,  visire 
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nach  dem  Punkte  B  vmi  dem  Felde  and  bezeichne  den  Durch- 
«choittspunkt  o  dieser  Visirrichtang  mit  der  gezogenen  Linie  cD 
dnrcb  einen  ganz  feinen  Punkt.  Nun  lege  man  das  Visirlineal  an 
den  Punkt  b  auf  dem  Tiscbblatte,  visire  nach  dem  Punkte  A  auf 
dem  Felde  und  sehe  zu,  ob  diese  Visirrichtung  dnrch  den  Punkt 
0  auf  dem  Tischblatte  hindurchgeht.  Ist  diess  wie  in  Taf.  XI.  Fig.  3. 
der  Fall,  so  schneiden  sich  die  beiden  Transversalen  bA^  aß 
und  die  Halbirungslinie  cD  in  einem  Punkte,  und  es  ist  nach  dem 
sweiten  Satze  ab  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde,  folglich 
toch  der  Punkt  c  auf  dem  Tischblatte  die  richtige  Verzeichnung 
des  vertikal  unter  ihm  liegenden  Punktes  C  auf  dem  Felde,  den, 
man  durch  Einlothung  jederzeit  leicht  finden  kann.  Trifft  aber 
die  Visirrichtung  durch  die  Punkte  b  und  o,  wie  in  Taf. XI.  Fig.  4., 
nicht  nach  dem  Punkte  A,  sondern  etwa  nach  D,  so  ist  nach 
dem  ersten  Satze  ab  nicht  parallel  zu  AB^  folglich  auch  die  Lage 
des  Punktes  c  auf  dem  Tischblatte  nicht  richtig  bestimmt.  Die 
Lage  der  Visirrichtung  boD  gegen  die  Transversale  bA  gibt  uns 
aber  ein  Mittel  an  die  Hand,  zur  richtigen  Bestimmung  dieses 
Paoktes  zu  gelangen. 

Man  wird  nfimlich,  um  die  noch  nicht  parallele  Lage  der  ver- 
j^ögten  Linie  ab  auf  dem  Tischblatte  gegen  die  Linie  AB  auf 
dem  Felde  zu  verbessern,  das  Tischblatt  so  drehen  müssen,  dass 
sieb  dabei  die  Visirrichtung  boD  der  Lage  der  Transversale  bA 
nShert  Stellt  man  sodann  das  Tisch blatt  fest,  legt  das  Visir- 
lioeal  abermals  an  die  Endpunkte  o^ ,  bi  der  verjüngten  Linie  a|6| 
in  ibrer  jetzigen,  durch  die  vorgenommene  Drehung  des  Tisch- 
blattes veränderten  Lage,  visirt  nach  den  gleichnamigen  Punkten 
^>  B  auf  dem  Felde  und  zieht  diese  Visirrichtungen  nach  rück- 
^Irts  aus,  so  ergibt  sich  in  ihrem  Durchschnittspunkte  C|  eine 
neue  Verzeichnung  des  vertikal  unter  ihm  gelegenen  Punktes  C 
wf  dem  Felde. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  neuen  Verzeichnung  des  Punktes 
Ciu  prüfen,  ziehe  man  wieder  durch  den  Punkt  Cg  auf  dem 
Tischblatte  und  den  Halbirungspunkt  g^  der  verjüngten  Linie  Oibi 
10  seiner  jetzigen  Lage  eine  leine  Bleilinie  CiffiJ  von  unbestimm- 
ttr  Linge  gegen  die  Gerade  AB  auf  dem  Felde,  lege  das  Visir- 
Koeal  an  den  Punkt  Oj ,  visire  nach  dem  Punkte  ß  auf  dem  Felde 
^d  bezeichne  den  Durchschnittspunkt  0|  dieser  Vlsur  mit  der 
Balbirongslinie  CiffiJ  durch  einen  feinen  Punkt.  Hierauf  lege  man 
^  Visirlineal  an  die  Punkte  bi  und  Oi  und  sehe,  ob  die  durch 
^€se  Punkte  angegebene  Visirrichtung  genau  auf  den  Punkt  A 
^  dem  Felde  trifft,  oder  man  lege  das  Visirlineal  an  den  Punkt 
^  auf  dem  Tischblatte ,  visire  nach  dem  Punkte  A  auf  dem  Felde 
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und  sehe,  ob  diese  Visimchtang  durch  dm  bereits  auf  dem  Tisch* 
blatte  festliegenden  Punkt  0|  hindurchgeht.  Ist  diess  der  FiU, 
so  ist  nunmehr  aibi  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde  and 
der  Punkt  Ci  auf  dem  l*ischblatte  die  richtige  Verzeichnung  des 
in  vertikaler  Richtung  unter  ihm  liegenden  Punktes  C  auf  dem  Felde, 
welcher  durch  Einlothung  jederzeit  leicht  gefunden  werden  kann. 

Sollte  aber  die  Visirrichtung  6|0|  noch  nicht  genau  nach  dem 
Punkte  A  auf  dem  Felde  hinweisen,  so  drehe  man  das  Tischblatt 
abermals  in  der  Richtung,  dass  sich  dabei  die  Visirrichtung  6jO| 
der  Richtung  der  Transversale  biA  nähert,  und  wiederhole  das 
oben  beschriebene,  sehr  schnell  zu  bewerkstelligende  Verfahren 
so  lange,  bis  die  beiden  Transversalen  und  die  Halbirungslinie 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  in  welchem  Falle  dann  die  Ver- 
jflngung  ab  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde  und  der  durch 
Rückwärtseinschneiden  erhaltene  Punkt  c  auf  dem  Tischblatte  die 
richtige  Verzeichnung  des  vertikal  unter  ihm  liegenden  Punktes 
C  auf  dem  Felde  ist.  Einige  Wiederholungen  dieses  in  sehr  kur* 
zer  Zeit  auszuführenden  Verfahrens  werden  bei  nur  einiger  Uebui^ 
genügen,  um  den  beabsichtigten  Zweck  zu  erreichen. 

Dieses  leicht  und  mit  grosser  SchSrfe  ausführbare  Verfahren 
zur  Orientirung  des  Messtisches  nach  zwei  gegebenen  Punkten 
erheischt  nur  eine  einmalige  Aufstellung  des  Messtisches  über  den 
zu  bestimmenden  Punkte,  und  liefert  daher  die  Verzeichnung  eines 
dritten  Punktes,  besonders  wenn  die  gegebenen  und  der  zu  be- 
stimmende Punkt  weit  von  einander  entfernt  sind,  in  der  kürze- 
sten Zeit.  Dasselbe  scheint  daher  zu  graphischen  Triangulinio- 
gen  vorzüglich  anwendbar  zu  sein  und  dürfte  die  jedenfalls 
komplizirtere  Pothenotische.  Aufgabe  in  den  meisten  Fällen 
entbehrlich   machen. 

Ein  minder  scharfes  Resultat  liefert  diese  Methode  des  Rflck- 
wärtseinscbneidens  nur  in  dem  Falle,  wenn  der  zu  bestimmende 
Punkt  C  zu  nahe  an  den  beiden  gegebenen  Punkten  A  und  B 
liegt,  weil  dann  die  Lage  der  Linie  cD  (Taf.  XI.  Fig.  3.)  durch 
die  zwei  sehr  nahe  an  einander  liegenden  Punkte  c  und  ff  aof 
dem  Tischblatte  nicht  mit  der  nothwendigen  Schärfe  bestimmbar  ist 

In  dem  erwähnten  Falle  liefern  aber  auch  alle  übrigen  Me- 
thoden zur  Festlegung  des  Punktes  C  gegen  die  gegebene  Linie 
AB  keine  scharfen  Resultate,  weil  sodann  die  Winkel  an  A  nid 
B  zu  spitz,  der  Winkel  bei  C  aber  zu  stumpf  wird,  welcher  Fall 
bei  Triangulirungen  jederzeit  vermieden  werden  soll  und  a«ch 
vermieden  werden  kann,  da  die  Wahl  der  Netzpunkte  dem  Geo- 
ineter  in  der  Regel  frei  steht. 
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*  Zweite    Aufl&'suDg 

mit  Hilfe  eines  Winkelmessers >    welcher  die  gemessenen  Winkel 

in   Gradmaass  angibt. 

Mao  begebe  sieh  nach  dem  Punkte  C  (Taf.  XI.  Flg.  5.)»  aehma 
ehie  Schnur  EF  von  beliebiger,  jedoch  nicht  zu  geringer  LSnge, 
deren  Mittelpunkt  G  kennbar  bezeichnet  ist,  und  lasse  dieselbe 
durch  zwei  Gehilfen  zwischen  den  Schenkeln  CA^   CB  des  Win- 
kels ACB  so  ausspannen,    dass  deren  Endpunkte  E,  F  auf  die 
Schenkel   CA^  CB  zu  liegen  kommen  und   die  Lage  der  durch 
die  ausgespannte  Schnur  dargestellten  Linie  £F  dem  Augenroaasse 
nach  parallel  zur  Linie  AB  auf  dem  Felde  ist.     Nun  lasse  man 
im  Halbirungspunkte  G  der  Schnur  ^nen  Visirstab  vertikal  ein- 
stecken   nnd    markire    die  Visirrichtung    CG  durch   einen  in  der 
Verlängerung  dieser  Linie  vertikal  eingesteckten  Visirstab.    Hier- 
tof  bestimmt    der   im    Endpunkte  E   der   ausgespannten   Schnur 
stehende   Beobachter  gemeinschaftlich  mit  dem  Beobachter  in  C 
den  Durchschnittspunkt  O  der  Visirrichtungen  CZ),  EB^  welcher 
durch  einen  im  Punkte  O  vertikal  eingesteckten  Visirstab  bezeich- 
net wird.     Um  nun  die  parallele  Lage  der  Linien  EF  und  AB 
XU  prüfen,  visirt  der  am  andern  Endpunkte  F  der  ausgespannten 
Schnur  stehende  Beobachter  nach  A  und  siebt  zu,  ob  diese  Visir- 
richtung durch  den  bereits  bezeichneten  Durchschnittspunkt  O  der 
Transversalen  CD  und   EB   hindurch   geht.     Ist   diess,    wie  in 
Taf.  XI.  Fig.  5.,  noch  nicht  der  Fall,  so  ist  nach  dem  ersten  Satze 
die  Linie  EF  auch  nicht  parallel  zur   Linie  AB ^    folglich  auch 
die  Linie  AB^   welche  von  der  verlängerten  Halbirungsllnie  CO 
in  D  geschnitten  «^'ird,    in  diesem  Punkte  nicht  halbirt,   umi  es 
ceigt  dem  in  F  stehenden   Beobachter   die   durch  die  Punkte   O 
ond  A  gelegte  Visirrichtung,  welche  im  Punkte  F|   in  die  Seite 
BC  des  Dreieckes  ABC  einschneidet,  dass  er  den  Endpunkt  F 
der  Schnur  in  der  Visirrichtung  CB  dem  Winkelpunkte  C  näher 
rücken  müsse.    In  demselben  Verhältnisse  wird  aber  auch  der  in 
£  befindliche  Beobachter  das  Ende  E  der  ausgespannten  Schnur 
io  der  Visirrichtung  CA  dem  Punkte  A  nähern  müssen,   um   die 
noch  nicht  parallele  Lage  der  Linien  AB  und  EF  zu  verbessern. 
Wiederholt  man  nun  bei  der  jetzigen  verbesserten  Lage  der  Schnur 
das  oben  angegebene  Verfahren,  so  wird  man  nach  einigen  Ver- 
suchen leicht  dahin  gelangen ,  dass  sich,  wie  in  Taf.  XI.  Fig. 6.  die 
drei  Transversalen  CZ>,  £^und^Fin  einem  Punkte  O  schneiden, 
welcher  durch  einen  vertikal  eingesteckten  Visirstab  bezeichnet  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  den   zweiten  Satz  ist  sodann  die  ausge- 
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spaDDte  Schnur  EF  parallel  zur  Linie  AB  and  auch  diese  Linie 
in  dem  in  der  Verlängerung  von  CO  liegendem  Punkte  D  halbirt 

Bei  dieser  Konstruktion  darf  jedoch  die  Schnur  EF  nicht  ni 
kurz  seid,  weil  ausserdem  die  Lage  der  Linie  CO  durch  die  za 
nahe  an  einander  liegenden  Punkte  C  und  Cr  nicht  mit  der  notb- 
wendigen  Schärfe  bestimmt  werden  konnte.  Ist  der  gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt  O  der  drei  Transversalen  CD,  BE,  At 
auf  dem  Felde  bereits  durch  einen  vertikal  eingesteckten  Visirstab 
bezeichnet,  so  stelle  man  d.en  Winkelmesser  mit  dem  Mittelpunkte 
seines  Horizontalkreises  vertikal  ober  dem  Punkte  C  auf  dem  Felde 
auf  und  messe  die  Winkel  ACO=o  und  ACß  =  Cp  welche  nebst 
der  bekannten  Länge  der  Linie  AB  zur  Bestimmung  der  Lage 
des  Punktes  C  gegen  die  gegebene  Gerade  AB  ausreichen. 

Man  hat  sodann  in  dem  Dreiecke  ABC: 

^^_AB,e\nB 

^^^     sinC     • 

^^     ^g.sin(g-fC), 
sinC 

und  in  den  beiden  Dreiecken  ACD  und  BCDi 

AB.sSnm      AB.a\u(B+C^o) 


AC=: 


28ino  2sino 


-j^__^  AB.6\an    AB.  sin  (B+C — o) 

^^""2sin(C— o)'"       2sin  (C-o)       * 

Durch   Gleichsetzung  dieser  Ausdrücke   (Ux  die  Seiten  AC  and 
BC  ergibt  sich: 

sini?_sin(g-f  C—o) 
sinC  2sino         * 

sin(g-f  C)_sin(g-f  C— o), 
sinC      ""     2sin  (C-o)    ' 

und  durch  Division  der  letzteren  Gleichung  durch  die  erstere : 

sin(g-fO_       sino 
sinfi       —  8in(C— o)' 

sin  Bcoa  C  +  cos  Bsin  C  sin  o 


sInJS  ""sin  (C-o)' 

cosC+coiBB\uC^^^^^^^^y 
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sioo 


cot  B  siu  C= -r-77^ :  —  cos  C, 

sin(c— o; 


sino 


cot  Ä  =   >    rt  '   i^ ;  —  cot  C, 

Um  diesen  Ausdruck  far  die  Kotangente  des  Winkels  B  zur 
loganthmischen  Berechnung  bequemer  einzurichten,  setze  man 

^_  sino 

^^^''"■sioCsin(C-o)' 

woraus  endlich  folgt: 

cotÄ = cot9,-cot  C=  5^^^^^^ . 

Die  Seiten  A  Cund  JSCergeben  sich  nunmehr  aus  den  Ausdrflcken  • 

^^_AB,BmB  _AB.B\n{B-{^0-o) 
sinC  'ismo 

P^_ilg.sin(^+C)  _  AB.BiuiB^C-o) 
^^""  sinC  ""        2sln(C-o)       ' 

Soll  die  Lage  des  Punktes  C  durch  rechtwinklige  Koordinaten 
bestimmt  werden»  und  sieht  man  dabei  die  gegebene  Gerade  AB 
als  Abscissenaxe  und  den  Punkt  B  als  Anfangspunkt  der  Koor- 
dinaten an,  so  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  des  zu  bestim- 
menden Punktes  C  die  Ausdrücke: 

^     «^        »     AB.  Bm{B-\^C)  cos  B 

Absc.  C=äC.cosä= ^.'V,    , 

sin  C 

sinC 
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Die  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel  ^   ans  einem 
neuen  Gesichtspunkte  dargestellt. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Jedem  Astronomeo  ist  es  bekannt,  welche  grosse  Vereinfachung 
aller  die  elliptische  Bewegung  der  Planeten  um  die  den  einen  Brenn- 
punkt der  elliptischen  Bahn  einnehmende  Sonne  betreffenden  Formeln 
durch  die  Einführung  ^er  sogenannten  excentrischen  Anomalie,  aber- 
haupt  des  excentrischen  Kreises,  bewirkt  wird.  In  der  Theorie  der 
Ellipse  an  sich  In  der  Geometrie  hat  man  von  diesem  vortrefflichen 
HOlfsmittel  bis  jetzt  noch  gar  keinen  Gebrauch  gemacht.  Zußü- 
lig  habe  ich  die  Bemerkung  gemacht,  dass  viele  diesen  Kegel- 
schnitt betreffende  Sätze,  insbesondere  die  bekannten  Sätze  von 
den  conjugirten  Durchmessern,  auf  überraschend  einfache  Weise 
durch  das  in  Rede  stehende  HQlfsmittel  bewiesen  werden  können; 
dass  ferner  dasselbe  noch  in  vielen  anderen  Fällen  vortreffliche 
Dienste  leistet  und  selbst  zu  verschiedenen  neuen  Eigenschaften 
der  Ellipse  fahren  kann.  Ferner  ist  mir  die  Bemerkung  nicht  ent- 
gangen, dass  ähnliche,  Dienste,  wie  die  Einführung  des  in  Rede 
stehenden  Kreises  in  der  Theorie  der  Ellipse,  die  EinRihrung  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  in  der  Theorie  der  Hyperbel  zu  leisten 
im  Stande  ist,  wenn  auch  freilich  auf  nicht  ganz  so  einfache  und 
elegante  Weise  wie  im  ersten  Falle,  wovon  der  übrigens  ziemlich 
leicht  ersichtliche  Grund  im  Folgenden  «besonders  hervorgehoben 
werden  soll.  Meine  Untersuchungen  Ciber  diesen,  wie  es  mir 
scheint,  sehr  interessanten  Gegenstand  will  ich  mir  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheileo  er- 
lauben, und  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dass  die  Einführung  der 
in  Rede  stehenden  Uülfsmittel,    durch  welche  viele  Rechnungen 
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eine  Gberraschend  einfache  und  elegante  Gestalt  annehmen,  in 
die  analytische  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel  spliterhin  noch 
manche  erfreuliche  Früchte  tragen  wird.  Ich  werde  mich  freuen, 
wenn  diese  Abhandlung  zu  weiteren  Untersuchungen  über  diesen 
oach  meiner  Meinung  sehr  interessanten  Gegenstand  Veranlassung 
giebt,  da  ich  hier  eine  vollständige  Erschöpfung  desselben  nicht 
zur  Absicht  gehabt  habe. 


1. 

D  i  e    E  I  I  i  p  s  e. 

$.  1. 

Von  den  beiden  in  dem  Mittelpunkte  C  (Taf.  XII.  Fig.  1.)  einer 
Ellipse  sich  schneidenden  Axen  AAi=z2a  und  JS^=:26  dieser 
Ellipse  sei  AAi  die  Axe  der  a:  und  /Sß^  die  Axe  der  ^,  und  CA 
und  CB  seien  die  positiven  Theile  dieser  Axen,  so  ist  bekanntlich 


(:-)•+©■= 


die  Gleichung  der  Ellipse.  Ueber  der  Axe  yU|==2a  als  Durch- 
messer, also  aus  dem  Mittelpunkte  C  und  mit  dem  Halbmesser 
CAssa,  beschreibe  man  einen  Kreis;  und  wenn  nun  P  ein  belie- 
biger, durch  die  Coordinateii  a,  y  bestimmter  Punkt  der  Ellipse 
ist,  so  sei  P*  der  Durchschnittspunkt  der,  der  Coordinate  y  ent- 
sprechenden Linie  PQ,  wenn  man  dieselbe  notbigenfalls  gehörig 
verlängert,  mit  dem  ober  AA^  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreise.  Zieht  man  dann  CP',  so  soll  der  von  dieser  Linie  mit 
dem  positiven  Theile  CA  der  Axe  der  a:  eingeschlossene  Winkel, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  CA  der  Axe 
der  X  an  nach  dem  positiven  Theile  CB  der  Axe  der  y  hin  von 
0  bis  360^  zählt,  durch  u  bezeichnet  werden.  Die  erste  Coordi- 
nate des  Punktes  P'  ist  offenbar  or,  und  die  zweite  Coordinate 
dieses  Punktes  h  ollen  wir  durch  y'  bezeichnen.  Dann  ist  offen- 
bar in  völliger  Allgemeinheit: 


a:  =  acosu,   y  =  asinti. 


N«D  Ist  aber 


0)'+(^X='.  (f)"+(f)=- 
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also 

.  (iy=(0' «-"  ''->• 

und  folglich,  weil  ^  und  y'  offenbar  immer  gleiche  Voneichea 
haben,  y  =  -y;  also  nach  dem  Obigen»   weil  y'  =  a sin tc  ist: 

^  =  68inti. 

Daher  können  wir  durch  Einführung  des  Winkels  «  die  Coordi* 
naten  Xy  ^  eines  jeden  Punktes  der  Ellipse .  immer  in  vulliger 
Allgemeinheit  unter  der  Form 

x  =  acostc,    ^  =  6sintt 
darstellen. 

In  Ermangelung  eines  besseren  Namens',  der  auch  spfiterbio 
in  der  Lehre  von  der  Hyperbel  zweckmässig  Anwendung  finden 
konnte,  wollen  wir  den  über  der  Axe  AA^  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreis  Oberhaupt  den  H Gifskreis  nennen,  und  der 
dem  Punkte  {pcy)  der  Ellipse  entsprechende  Winkel  u  soll  die 
Anomalie  dieses  Punktes  genannt  werden*). 


S*  3. 

Wir  wollen  zuerst  die  allgemeine  Gleichung  einer  durch  zwei 
Punkte  der  Ellipse,  deren  Anomalien  u  und  u^  sind,  gehenden 
Geraden  entwickeln. 

Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Gleichung  durch 

y  —  Ax\B^ 

80  ist,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  acosti,  6sioti  und 
acosui,  6sinti|  die  Coordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte  sind: 


*)  In  der  Astronomie  heittt  der  Winkel  u  die  excentritche  Anoma- 
lie, im  Gegeniiats  zo  den  beiden  anderen  Anomalien,  der  wahren  un4 
der  mittleren  Anomalie.  Die  Einführung  neuer  Benennungen  hat  in  der 
Mathematik  immer  Schwierigkeiten  und  Bedenklichkeiten,  und  ich  blo 
im  Allgemeinen  kein  Freund  Ton  denselben.  Im  Torliegenden  Falle  wir 
aber  die  Einfährung  einer  besonderen  Benennung  für  den  Winkel  U  aicbl 
wohl  SU  umgehen,  und  ich  habe  deshalb  den  Namen  Anomalie  gew&hU, 
mn  zugleich  an  den  astronomischen  Ursprang  der  hier  zu  entwickelndes 
Theorie  zu  erinnern. 
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68inu  =aJco8ti  -f  i^> 
6  sin  ti|:=a2l  cos  ti|  \  B; 

nnd  die  gesachte  Gleichung  hat  also  eine   der  beiden  folgenden 
Formen : 

y  —  ftsinu  =il(a:— acosa), 

y  — ftsintii  =24(;r— acostii). 

Ferner  ist  aber  nach  dem   Vorhergehenden: 

6(6inti — 8int£|)  =  cül(dosti— costfi), 
also 

.     6    sinu  — sinui  b     ,,.     . 

A=:- i = cot  4(m  +  «1 ) ; 

a    cosu— co8ii|  a       «v     ■     */ 

•  * 

and  die  gesuchte  Gleichung  der  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 

der  Ellipse  gehenden  Geraden  ist  folglich: 

y  — 08inu= Goti(t<^tii)(ar  — acostt) 


oder 


y — 6sint£|= coti(u-t-Ui)(x — acostii)' 


Leicht  bringt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  aber 
auch  auf  die  folgende  Form : 

bxco8{(u  +  Ui)  -|-  aysin  ^^(u  +  Ui) 

=  a6  tcosi(u  -f  tii)  cosfi  -f  sin  i(u  +  «i)sinu)> 

also  auf  die  Form: 

bx  cos  i(u  +  Ui)  +  aif  Bin  i(u  +  Ui):=  ab  coaKu'-'Ui). 

Die  Gleichung  des  Durchmessers  der  Ellipse»  welcher  der  durch 
diese  Gleichung  charakter'^sirten  Geraden  parallel  ist,   ist: 

y=— ~arcot4(u  +  tii). 

Bezeichnen  wir  die  LSnge  der  Sehne  der  Ellipse«  deren  End- 
punkten die  Anomalien  u  und  tf|  entsprechen,  durch  t,  so  ist . 

**=a*(cosM — costti)*  +  6*(sinM  —  sinwi)* 
oder 

<•  =  4a«8ln  4(m— i«i)«8in  \(u  +  Ut)«  +  46«8in  i(u  -  uO*  cos  h(u  +  ftt)«. 
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also: 

j«=4sini(u-tii)*ta««in4(i«+WiJ*+6«cosi(t<  +  tii)*|. 

§. .  3.  < 

Die  Gleichung  des  durch  den  durch  die  Anomalie  u  bestimm' 
ten  Punkt  der  Ellipse  gehenden  Durchmessers  derselben  sei 

y=Ax, 

so  ist,  weil  acosu  und  ftsinu  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehen- 
den  Punktes  der  Ellipse  sind: 

6  sin  u=ai4  cos  tf> 

woraus  sich   ^^  — tangti  ergiebt.    Daher  ist  die  Gleichung  des 
in  Rede  stehenden  Durchmessers  der  Ellipse: 

y=  —  ^tangu. 


§.  4. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Gleichung  der  Berührenden  der  Ellipse 
in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  derselben  suchen. 

Lassen  wir  die  Anomalie  u  sich  um  ^u  verändern,  so  ist  nach 
§•  2.  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  beiden  Punkte 
der  Ellipse,  deren  Anomalien  u  und  U'\Ju  sind,   gebt: 

b 
y  — 6sinii  =  —  -  cot(u  +  l^a)  (o:— acosu) 

oder 

.   ,  6   cost<cos|zit£  —  Sinti  sin  l^u^ 

y— 'Osinti= —  •—, r-j — ; — ririx — acosti) 
a  sinucosi/it£-f  costismi/itt^  ' 

b    costi — sinutang^ziti  ^  . 

= .  -; z 7 —    .  .   (o:  — acost*). 

a   sm  u  -f  cos  u  tang  IJu 

LSsst  man  nun  Ju  sich  der  Null  nähern  und  geht  dann  zu  der 
Gränzgleichung  über,  so  ist  diese  Gränzgleichung  die  gesuchte 
Gleichung  der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  durch  die  Ano- 
malie u  bestimmten  Punkte  derselben.  Auf  diese  Weise  ergiebt 
sich  aus  dem  Vorhergehenden  fär  diese  Berührende  sogleich  die 
Gleichung: 


• 
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6 
y — 6sinu= cotti(x — neosu), 

die  man  auch  sehr  Leicht  auf  die  elegante  Form 
oder 

X  ff  ^ 

—  C08tl  +  ?-  8iDt<=  1 

a  6        ^ 

bringt« 

Die  Gleichung  der  Normale  der  Ellipse  in  dem  durch  die  Ano- 
u  bestimmten  Punkte  derselben  ist 


jf  — 6sinu=:T'tangti(a:— acos«) 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

£ur  sin  tt — by  cos  u  =  (a* — 6*)  sin  u  cos  u» 

oder: 

o^         by         ^     ,. 
costi      SIUU 

Die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts  der  Berührenden 
mit  der  Axe  der  x  ist  nach  dem  Obigen  asecti.  Bezeichnen  wir 
nun  die  von  diesem  Durchschnittspunkte  an  gerechnete  Subtan- 
gente  der  Ellipse  fSr  den  durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkt 
derselben  durch  5,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten: 

acostf  =  osect£  +  5, 
woraas  sogleich 

S=z  —  asintitangtf 
folgt 

Die  erste  Coordinate  des  Durchschnittspunkts    der  Normale 

£j« ^9 

»It  der  Axe  der  x  Ist  nach  dem  Obigen  cos  ti.    Bezeich- 

^tfk  wir  nun  die  von  dem  Fusspunkte  der  Ordinate  des  durch  die 
Anomalie  u  bestimmten  Punktes  der  Ellipse  an  gerechnete  Sub- 
normale  in  diesem  Punkte  durch  5|,  so  ist  nach  der  Lehre  von 
'w  Verwandlung  der  Coordinaten: 

C0Stl  =  a€0Stt  +  i9i« 
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woraus  sogleich 

Äi  = cos  u 

folgt 

Es  ist  also,  wie  aus  den  beiden  für  S  und  iS|  gefandenea 
Aasdrficken  sich  sogleich  ergiebt: 

ÄSi=6«slDtt*. 

Die  Aufgabe :  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  (fg)  eine 
Berührende  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  gestattet  jetzt  eine  ungemein 
leichte  Auflösung.  Denn  aus  dem  Obigen  erhellet,  dass  man  den 
BerOhrungspunkt  der  gesuchten  BerOhrenden  mit  der  Ellipse  er- 
hält,  wenn  ipan  dessen  Anomalie  u  mittelst  der  aus  dem  Vorher- 
gehenden sich  unmittelbar  ergebenden  Gleichung 

— cosM  +  f^sinM=l 
a  o 

bestimmt     Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  bringe  man  sie  auf 
die  Form 

—  (costi+  Ty.sintt)  =  l, 

und  bestimme  den  HOlfswinkel  o»  mittelst  der  Formel 

tanga>  =  -T^, 
wo  dann 

f  cos(tt— w)     -  a 

— . ^  =  1,   also  costtf— ojs-Ticoso) 

a        cos  00  f 

ist. 

Aus  der  Gleichung 

cos(ti — ©)       a 


folgt  auch 


also 


coso  f 


cos  0)  —  cos  (tt  —  o) / — g 

cos a>  +  cos (tt —  co)  ~"  /*+  a * 


taug  \u  tang  (Ju  —  w) = y— 


oder 
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® '    1  +  tangpco  fang  \u      /*+  a  * 


woraas  sich 


tang  lu»  -  jr^  tang  o  tang  iu  =  ^3— , 
und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung 


/sin  w  J:  V  /^  —  a^cos  co* 
(/ +  o)  cos  ö> 

ergiebt,   m'o  ich  mich  bei  der  keiner  Schwierigkeit  unterliegenden 
weiteren  Discussion  dieser  Gleichung  nicht  aufhalten  will. 

Leicht  leitet  man  aus  der  Gleichung 

f  Q     ,  -m 

-a  0 

auch  die  beiden  Formeln 

cos u  _öY±g  Va^g^ + b^f^--  aH^ 

sin u  _a^g^f  V^q V + 6 Y^ ~ a%'^ 
b     ■"  a^g^  +  b^P 

ab,  in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander 
beziehen.    Also  ist  auch: 


^        a   bY±g\ra^g2^i,2pt^a^2 

Wollte  man  durch  den  Punkt  (fg)  eine  Normale  an  die  Ellipse 
sieben  9   so  mOsste  man  u  aus  der  Gleichung 

a/sintt— 6^cosu  =  (a* — 6^)sintico8u» 

oder  aus  der  Gleichung 

/  .  g  a^-b^  . 

T-sinu— — cosii= 7-— smucostt» 

b  a  ab 

oder  aus   der  Gleichung 

g      f  a^-^ti^   . 

--g-tangii+-^j-sinu  =  0 

bestimmen. 

Theil  X'XIV.  26 
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Weil 

2tanc4H         •  I— tangiu' 

*'°''=l+tang4a«'    '^•'"=l  +  taDgX 

ist,    60  kann  man  die  Gleichung 

f  .  g  fl*-^  . 

o  a  ab 

auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen : 
^tang4u(l +tangiu«)  —  J  (1- tang4tt4)=?^^^^^ 
wekhe  Gleichung»    gehörig  entwickelt,    die  Form 

annimmt. 


§.  5. 

Nach  §.  3.  und  §.  4.  sind  die  Gleichungen  sweier  conjagirteo 
Durchmesser  überhaupt: 

y=r— ortangie    und    y= j;cottf. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  ^es 
ersten  dieser  beiden  Durchmesser  mit  der  Ellipse  durch  Xy  Y,  bo 
hüben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen 


Also  ist 


(f J  (1 +ta»gu»)  =  (f )%ecu« =1 , 


und  folglich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander: 

X=33:£aco6t«,     F=±Äsinti. 

Bezeichnen  eben  so  Xi ,  F|  die  Coordinaten  der  Durchschnitts^ 
punkte  des  zweiten  der  beiden  obigen  conjugirten  Durchmesser 
mit  der  Ellipse,  so  haben  wir  aii  fteren  Bestimmung  die  Gleichungen: 
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Also  Ut 

aod  folglich  mit  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Zeichen  auf 
einander : 

JTirr^aBinu,    Fj^z^fftcosti. 

Bezeichnen  irir  nun  die  beiden  conjugirten  Durchmesser  durch 
2/1  und  Iß,  so  ist 

il*  =  j:*+  F^=:a*cos««+6*6inu«, 

Ä«=  JTi«  +  V  ==  aVm  tt«+ ^«008  tt*; 

woraus  sich»    wenn  man  diese   beiden  Gleichungen   zu   einander 
addirt,  unmittelbar  die  bekannte  merkwürdige  Gleichung 

ergiebt« 

Auch  Ist,   wie  sogleich  erhellet; 

/l«  ^  iB>  ±r  (a«^6«)cos2ii. 


§.6. 
Wir  wollen  jetzt  den  von  den  beiden  durch  die  Gleichungen 

jyr=  — :rtangUs    y=  — —  jrcoiM 

.cbarakterisirten    conjugirten  Diametem    eingeschlossenen  Winkel 

durch  B  bezeichnen,  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  ana* 

lytiscben  Geemetrie: 

b  \« 

—  (tangw+cota) 

tangÖ*=  ' 


1 ^^^''S*^^^^*^ 


aUo,  wie  man  leicht  findet: 

. ^tl^ 4ii«6a 

tang  Ö«  -  ^^a  _^^^^  ^^^  ^a  ^^  ^^  —  ^^  _  ^^^^  ^.^  2||»  • 


Weil  nun 


.   ^        tangö* 
««<^=l  +  tangö* 
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m 

ist,   so  ist,   wie  man  leicht  findet: 

sin  6«  = 


aH^  +  (O^  -  ^*)*  sin  w«  cos  tfi 
oder 

8«n  ^  -  4^26«  ^  (o2_  6«)«sin2tta ' 

also,    da  sind  immer  positiv  ist,    wobei  natfirlich  vorausgesetst 
wird,  dass  man  den  Winkel  6  nicht  grösser  als  180^  nimmt: 

sin0= 


Va^b^  +  (a*  -  6*)2 sin  ««cos «• 
oder 

2ab 


slod  = 


ViaH^  +  (a«— 62)*sin2tt2 
Nach  deip  vorhergehenden  Paragraphen  ist  nun: 

^Ä« = (a^cos  u«  +  Ä^sin  u«)  (a«sin  «•  +  6«cos  u*) 

=  (a*  +  6*)sintt*cost4*  +  a*6*(sintf*+costf*) 

=(a*+64)  sin^«cosu«+ a«6«(sin  m«  +  cos  m«— 2sin  n^cosii*), 

also 

A^B^  =  a«6«  +  (a«— 6«)«sinu«cosfi«, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  ö*  —  2[«g2 ' 

woraus  sich  unmittelbar  die  bekannte  merkwürdige  Gleichung 

ab=:ABsinB 
ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  beiden,  von  den  auf  der-  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  liegenden  Theilen  der  durch  die  obigen  GleichuD« 
gen  charakterisirten  conjugirten  Durchmesser  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen^  180^  nicht  übersteigen- 
den  Winkel  durch  c5  und  (5i,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie  bekanntlich: 

tango  =-tangti,    tangci>|=: cotii. 
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Also  ist 

tangotangOi  = ^tangttcotu  = ^» 

woraus  sich  aomittelbar  die  bekannte  roerkwärdige  Gleichung 

6^  -f-  a*  tang  05  tang  c5|  =  0 
ergiebt 


§.  7. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf 
das  System  der  beiden  durch  die.  Gleichungen 

y=  — j*tangtt    und    y  = orcottc 

cbarakterisirten  conjugirten  Durchmesser  als  Axen  der  X  und  Y 
sacheD.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  eine  beliebige «  der  Aze  der 
F,  d.  b.  dem  durch  die  Gleichung 

«r= arcotu 

^  a 

charakterisirteh  Durchmesser  parallele  Sehne  der  Ellipse ;  so  ist, 
wenn  acos  17,  6  sin  ü  die  Coordinaten  eines  beliebigen  der  beiden 
Dorchschnittspunkte  dieser  Sehne  mit  der  Ellipse  sind,  deren 
Gleichung  offenbar: 

^  —  6 sin  17= cot tt(a?  — acos  ü). 

Beseichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  die- 
ser Sehne  mit  der  Axe  der  X^  d.  h.  mit  dem  durch  die  Gleichung 

^  =  — ^tangic 

cbarakterisirten  Durchmesser ,  durch  Xi,  yi\  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

y,=-aritangti, 

yx  —  6sin  17= cot«(:ri  —acos  V)  \ 

tos  denen  sich  mittelst  einer  sehr  einfachen  und  leichten  Rech- 
nong  die  beiden  Formeln 
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ar,=aco8ttcos(tt— t7),    yi=6sint«co8(«— Ü) 
ergeben.    Nap  Ist  offenbar 

also  nach   dem   Vorhergehenden: 

JT«  =  (««  cos  M«  +  6*8ln  tt*)  cos  (a  —  ü)« 

Ferner  ist  offenbar 

F«=(ari— acösü)*  +  (yi  — ftsinü)*, 

9)^0  nach  dfni  Vorhergehenden: 

F«  =  a^tcosticosCtt—  V)  -cos  t7|«  +  6*|sinucos(u— 17)— »"«f^'*- 

Nun  ist  aber 

cosucos(tt— ü)— cosC7=— sinvCsinticosü-costtsinP), 

•lnucos(fi— 17)— sinO^^     cosii(sinieco8l7— cosusinD); 

also 

co8«cos(tt— ü)— cosütse— sinttsin(tt  — €7), 

8inuco8(tt  — 17)—  sin  17=     costisin(tt— €7); 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

F«  =  (a«  sin  ii«  +  6«  cos  u^)  sin  (t«  —  ü)* 
Daher  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleicbiingen : 

j3t«  =  (a*qosM*  +  6«sintt«)cos(w— 17)«. 

F>  w  (a«8in  n«  +  6«cosm»)  sin  (u— ü)« 

Nach  §.  5.  ist  aber 

2i*  =  a*cosu«  +  6*sintt«, 

JB» = a"sln  «•  + 1*  cos  w» ; 
folglich 

A»=i4»co8 («-€/)»,    r«=Ä«elD(«-Ü)» 
oder 

(j)*  =  co8(«-  C7)*,     ^jy =«ln(«-  ü)»; 

worauB  sich  unmittelbar  die  Gleichung 
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0y+(B7=' 


er^Mbt,  welche  die  gesuchte  Gleichung  der  Ellipse  in  Bexsig  auf 
die  beiden  durch  2^1,  ^B  bezeichneten  coojugirten  Durchmesser 
als  Axen  der  A,  Y  ist. 


§.  8. 

Im  Vorhergehenden  sind  die  wichtigsten ,  bis  jetzt  bekannten 
Eigenschaften  der  Ellipse  bewiesen  worden.  Wir  wollen  jetzt  zn 
einigen  anderen  Eigenschaften  derselben  übergehen,  welche  weni- 
ger bekannt  sein  dfirften. 

Die  Anomalien  zweier  Punkte  der  Ellipse  seien  wieder  tf  «od 
«i,  80  ist  nach  §.2  die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Punkte 
bestimmten  Sehne  der  Ellipse,  deren  Länge  wir  durch  s  bezeich* 
nen  wollen: 

y — 6sinu= — -  cot4(t«  + Mi)  (or—a cos ti), 

ond  ftir  i^  haben  wir  nach  demselben  Paragraphen  den  Ausdruck: 

i«=4sini(«-t«i)«ta*sinl(«  +  ti,)«  +  6«cos4(tt  +  Mi)«). 

Die  Gleichflng  des  der  Sehne  s  parallelen  Durchmessers  der 
Ellipse,   den  wir  durch  D  bezeichnen  wollen,   ist 

h 
y  =  — -a:cot4(t<  +  tti). 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  die- 
ses Durchmessers  mit  der  Ellipse  durch  X^  F,  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

F=-*jrcotut.+a,),  (fy  +  (7)'=i; 

*Q8  denen  mÜ  Beziehung  der  oberen    und  unteren  Zeichen  auf 
^oander  leicht  folgt; 

X=J:asin4(tf-f  tf|),     F=T6cosi(w  +  tii). 

Die  Gleichung  der  durch  den  Ponkt  (XY)  gehenden  Beiüh- 
den  der  Ellipse  ist,  wie  aus  §.  4.  sogleich  folgt: 


+   Ä«  —  *' 
oder 


Xx 
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und  die  Gleichung  des  dem  Durchme«»ser  D  conjugjrten  Durch- 
messers, den  wir  darch  Z>i  bezeichnen  wollen,  ist  folglich  nach 
der  vorstehenden  Gleichung: 

b^   X 

also  nach  dem  Obigen: 

y=:-Ärtangi(u  +  Ui). 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchflchnitfspunkte  die8e« 
Durchmessers  mit  der  Ellipse  durch  ^i,  F|,  so  haben  wir  m 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

F,  =  |jyitangi(«  +  «i).     (^y  +  (^y  =  l; 

aus  denen  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander  leicht  folgt:  • 

*  JiL|  =  iacos  J(ii  +  tii),     Fl  =±68inf(«  +  «i)- 
Weil 

i/)«=Jf«+F^    !/>!«=  *,«f  Fl* 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

D  =  2  Va^sin  4(t«  +  u{i^  +  6«  cos  \{u  +  ii)* , 

/>!  =  2  Vrt«cosi(tt  + wi)*  +  A^sin  \{n  +  ti,)«. 

Durch  den  durch  die  Coordinaten  ncosu,  ^sintc  bestimmten 
Punkt  der  Ellipse  wollen  wir  jetzt  eine  dem  Durchmesser  D^  pa- 
rallele Sehne  s^  ziehen,  so  ist  deren  Gleichung  nach  dem  Vor- 
hergehenden : 

y  —  6sin  tt  = -•  tang4(M  +  Wt )  (ar  — 11  cos  ti) , 

und  wenn  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser 
Sehne  mit  der  Ellipse  durch  jr,  i;  bezeichnen,  so  haben  wir  xa 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen 


(O'+ax-. 


t^  — 6sinti=-tangi(ti-t-tti)(r— acostt); 


a 
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oder«   wie  man  leicht  findet: 

IT  M 

-«inj(tt  +  tii)— ^co84(i«  +  tti)=— einUw— tti)- 

Durch  Aaflrisung  dieser  beiden  Gleichangen  erhält  man  leicht: 

t 

—  =— ainj(u— tii)sini(tt  +  ai)dbcos}(M  — tii)cos4(M  +  «i), . 

g-=     sin|(ii— tti)co8i(U't-t«i)  J:Cosi(u — M|)sini(ti  +  tii); 
also: 

Folglich  ist 

$^  =  a*(co8  Xi  +  cos  tti)*  +  6*  (sin  n  +  sin  t«i)* 
oder 

fi«=  4a^cos  i(ii — M|)*co!j  l(tt  +  «i  )*  +  46*cos  \{u — tii)'sin  \{u  +  t«i)*, 
also: 

,i«  =  4cosi(tt— tti)*ta*cos4(i«  +  i«i)«+6«sinl(tt  +  tii)«). 

Aus 

i«=4sini(i«— ti,)*ta*sinl(«+tti)*  +  **co8i(ti+tii)«|, 
Z)«=4ta28ini(t«+tt|)*  +  ^*cos4(u+tii)2| 
und 

ii«=4cosi(tt-Mi)«ta*cosl(tt  +  tt|)*  +  *^sini(u+tii)«|, 

/>j«=4ta*cosUu-pti,)*  +  6«sin4(tt  +  Ui)*| 
folgt: 

j*=:/>««ini(t<— Ui)S    *i*  =  A*co8i(u— u,)«; 

also  immer 

wu  eigentlich  wieder  die  Gleichung  der  Ellipse  In  Besag  auf  das 
System  xweler  conjogirter  Durchmesser  ist 
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Fällt  man  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  auf  die  Sehe«  i 
ein  Perpendikel«  so  ist  dessen  Gleichung  nach  dem  Obigen: 

y=^a;tang;(tt  +  Mi), 

und  wenn  wir  die^  Coordinaten  des  Darchschnlttspunktes  dieses 
Perpendikels  mit  der  Sehne  $  durch  H^  If  bezeichnen,  so  haben 
wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

V  =  j^Xtang4(ii+fii)> 

Üf — 6sint«=  — — toti(««  +  tt|)(*— acosti) 
oder : 

V=yaftangi(i«4-«i)* 

blt  cos  i(ti  -f  %) + «V  siQ  i(^ + ^h)  =  ^^  ^^^  !('< — <4  )- 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht: 

—     q&*  cos  i(tt — Ui)  cos  t  («  +  "i ) 
*~a«sini(u+tii)*+6«cos4(u  +  ti,)*' 

^  _     a*6  cos  \{u — tt|)  sin  i(ii  -f-  i/i) 
^  ■"  a«sm4(tt  +  «i)*  +  Ä*cosi(ti+tti)«' 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  Sehne  $  von  dem  Mittel* 
punkte  der  Ellipse  durch  q,  so  ist 

also 

j q*6*cosi(ti->ttt)* 

^  ""a*sinl(M  +  Wi)*  +  6*cos4(tt+ti,)*' 

und  folglich  nach  dem  Obigen:    • 


9»  =  -^- cos  4(tt— tii)« 


oder 


cos4(ti-tii)«=|^3. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 


sin4(tf  — iii)«=:^. 
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also 

welche  Gleichung  sich  auf  verachiedene  Arten  umgestalten  lassen 
würde. 

Bexeichnen  wir  die  Entfernung  der  Sehne  $i  von  dem  Mittel- 
punkte der  Ellipse  durch  ^i,  eo  ist  natfirlicb  ganz  eben  so: 

Addirt  man  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  zusammen 
und  verbindet  damit  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

so  erhält  man  die  Gleichung 
Ferner  ist 


•Im 


jDZ),  =  2a6ii ,    9i/>A  =  2a6* ; 


woraus  sich 


^=7  oder  $q-$iqx 

ergiebt.    Auch  ist 

qqilPDi'^  ==  AaHhsi , 
folglich 


ff 


Sind  Sps',/*  drei  dem  Durchmesser  />  parallele  Sehnen,  deren 
Eotfemungen  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  respective  q,  ^,  q" 
•bd,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

3555i«*+2pif^«l, 
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U^  1 

Maltiplicirt  man  dfese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

^V'*— v'^*'«,    9"«**— 7«/^,    ^V^-^'V 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhSit  man  die  Relation: 

oder 

oder 

Wer  Vergnügen  an  der  Ableitung  solcher  allerdings  beroer* 
kenswerthen  Relationen  findet,  dem  wird  das  Obige  vielfache  Ge- 
legenheit zur  Uebpng  seines  Scharfsinns  darbieten.  Aber  die 
Mathematik  ist  an  dergleichen  Dingen  so  unendlich  reich,  dass 
auf  dieselben  in  der  That  nur  ein  geringer  Werth  zu  legen  ist, 
was  hier  im  Vorbeigehen  einmal  nicht  unbemerkt  bleiben  mag, 
weil  jetzt  Mancher,  der  einmal  eine  einigermassen  bemerkenswertbe 
Relation,  etwa  nur  bei'm  ebenen  Dreieck,  gefunden  hat,  immo' 
gleich  meint,  eine  grosse  mathematische  Entdeckung  gemacht  so 
haben,'  und  darüber  staunt,  was  das  an  sich  so  einfache  ebene 
Dreieck  für  eine  merkwürdige  Figur  sei.  Wer  fleis«g  arbeitet 
und  nur  ein  Ffinkchen  mathematischen  Scharfsinns  besitzt,  findet 
solche  Dinge  alle  Tage.  Wie  wenig  Werth  in  wissenschaftlicher 
Rucksicht  ich  selbst  in  Bezug  auf  meine  Person  auf  dergleichen 
Dinge  lege,  mag  man  aus  dieser  gelegentlichen  Bemerkung  ent- 
nehmen. Man  freu*t  sich  darüber,  wenn  man  sie  gefunden,  einen 
Augenblick,  macht  dann  aber  nicht  gleich,  wie  jetzt  hin  und  wie- 
der geschieht,  viel  Aufhebens  davon,  als  hätte  man  eine  grosse 
mathematische  Entdeckung  gemacht. 


3*    *'• 

Durch  zwei  Punkte  der  Ellipse,  deren  Anomalien  Uq  und  % 
sind,  wollen  wir  uns  Berührende  an  die  Ellipse  gezogen  denken, 
80  sind  nach  $.  4.  deren  Gleichungen: 
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* 

bx  cos  tf  £  -f  ^y  s>n  tf  I  =  ab, 

Beieiebneo  nun  x,  y  die  Coordinateo  des  Durchscbnittspnnkts 
dieser  BerGbreDden,  so  ist,  wie  man  aus  diesen  Gleicbuogen 
leicht  findet: 

ar8in(iio  — tti)=     a(sintio  —  sinui), 

y8in(tio  — iii)  =  — 6(costio — costf|); 
also 

_    cosi(Ko  +  t#t)  __    sinUt/p  +  tti) 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernungen  des  in  Rede  stehenden 
Dnrchschnittspunkts  von  den  durch  die  Anomalien  «o  und  iii  be- 
stimmten Berührungspunkten  respective  durch  £o»i  und  Ei^q^^so  ist 

F    t     ^«*^  cosi(tfo-f  tt|)^^  .  i^>  .  sini(tio  +  t<|),^ 

£:a,i*=o«lcosuo-^^^»(^^^^)iH6^ls«ni/o-eosU«^o-«^i)'' 

also,  weil 

C08  »o cos i (t/o  —  tii)  —  cos  {(i/o  +  iii)  =  —  sin  t/o  sin  Kti©  —  t«i) , 

sionoCosKtCo  +  tfi)  —  sin4(«£o-f  Mi)=     cost/osini(tio^t<i) 
ood 

cosiii  cos  t(Mo""«i)  ~"  cos  l(«o  +  «i)  =     sintti  sin  K^o""**!)» 
«in«i  cos  4(tio  —  Hl)  —  sin  4(tio  +  «i)  = — costti  sin  i(iio — «i) 
ist,  offenbar: 

£;o,i*=tangi(t/o  —  t«i)«(a*sintio*+6*co8iio'), 

£,H)*=tangi(t/o-««i)*(«*8iDWi*+**co6tii«); 
folglich:^ 

£?oa^ g*  sin  u^  +  6^  cos  tip^ 

iBi,o*       a^sin«!*  +  6*cost«|*' 
Aiicb  ist 

r  (    /i«(sintto— 8iDti,)(siniio  +  sinifi) 

^»-£;,H)*=tangl(tio-ii,)«  x/  .  X 

( +  6^  (cos  tio  —  cos  tci )  (cos  t/o-f-cos  Hl) 

===*Ungi(ifo--iii)^aHin(iiö— iii)sin(tio+Wi)— ÄHin(tiö-iiiK««(«o+«i))» 
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also: 

i^,i*-^K)*=4(a*-6»)«iii(^)-|ii)«in(tio  +  ti,)tangi(Uo-«i)'- 

Wir  wollen  om  jetzt  in  drei  Punkten  der  Ellipse,  deren  Abo* 
tnnllen  tfo»  tii>  n^  sind.  Berührende  an  die  Ellipse  gezogen  dei* 
ken.  Die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  der  ersten  nti 
zweiten  Berfihrenden  von  den  durch  die  Anomalien  Uq  und  iC|  b^ 
stimmten  Berührungspunkten  seien  Eq,i  und  Ei^ti  die  Entfemon- 
gen  des  Dnrchsehnittspunkts  der  zweiten  und  dritten  BerGhreoden 
von  den  durch  die  Anomalien  tf|  und  u%  bestimmten  Berfihrongi- 
punkten  seien  Ei,^  und  E^,i ;  die  Entfernungen  des  Durchschnitts* 
punkts  der  dritten  und  ersten  Beröhrenden  von  den  durch  die 
Anomalien  u^  und  Uq  bestimmten  Berührungspunkten  seien  E^ 
und  £o>s>   ^^^^  1^^  "^^^  ^^^  Obigem 

Eq91* tf^sinttp^  +  ^cos  tip^ 

E^o  "^  a*sln  ttj  *  +  6*  cos  ii|* ' 

E^^^_aH\nUi^+b^co&Ui^ 
^;^  "^  a«sin  t«4«  +  6«  cos  Ha« ' 

^üSL  _  «!!?'•"  ^\+  6« cos  Ha« . 


also  offenbar 


E 


o>i*  -^na*  ^  £«»e*  _.  • 

1»0*    £«>l*     ^0»!* 


oder 


Eq91  'Ei^,  E^^  =  JBo-a .  ^an  •  ^i  »o » 


welche  Relation ,  in  dem  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  an* 
gedeuteten  Sinne,  vielleicht  auch  einige  Beachtung  verdienen  dürfte. 
Bei*m  Kreise  versteht  sich  diese  Relation  natürlich  von  selbst,  da 
in  dieseni  Falle 

£o,i=£i,o»    -^»a^-fia»!»    ^^a-o  — Ao»ä 
ist 


§.  10. 

Dm  die  Anwendung  der  Anomalien  auch  bei  einem  sehifie- 
rigem  Lehrsätze  und  einer  schwierigem  Aufgabe  zu  zeigen,  wol- 
len wir  mittelst  derselben  in  diesem  PafUgrcpheif  ziivScderst  dai 
folgende  berühmte  Theorem  (uf  dte  Ellipse  beweisen,  welchei 
für  de«  Krei0  b#kanntlidi  ven  Pascal  «^Imdett  md  mit  dw 
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Njunen  dat  Hexagramm  um  mysticutn  belegt,  epSterhin  auf  alle 
Kegekcbnitte  erweitert  worden  ist: 

Wenn  man  je  zwei  gegenüberstehende  Seiten  eines 
beliebigen«  in  eine  Ellipse  beschriebenen  Sechsecks 
bis  zu  ihrem  Darchschnittspunkte  verlängert,  so  lie- 
gen die  drei  Durchschnittspunkte»  welche  man  auf 
diese  Weise  erhält,  jederzeit  in  einer  geraden  Linie.    ' 

Das  in  die  Ellipse  bescfariebeoe  Sechseck  sei 

A{^  Ai  A^  A^  ^4^5 

und  die  Anomalien  der  Punkte 

-"0»    ^l»    4e»   -^S»   ""4»    ^6 

seien  respectlve 

«0»  ^i»  t^>  t<8>  <<4>  ^5- 

Dann  sind  nach  §.  2.  die  Gleichungen  der  Seiten 

■"o4lf     -"l-^*     <"9"3>     '"8«4»     '■4"5»    ^5"e 

Dach  der  Reihe: 

bJ!C08l(nQ-^■u^)  +  ays\nl(u^i'^^Ul)=»abcöBi(uo  —  Ul), 
bxcoH  l(tii  + 1/^)  +  fi^sin  J(tii  +  Ma)  =  ,o^  c<>s  U«!  —  ««) » 
6a:co8i(ti2  +  tig)  +  «y  «in  i(u^  +  «s)  =  o6cosi(iia — w,), 
6xcos  4(w3  +  «4)  +  ay  sin  l(u^  -{^  uj  =  a6cos  l(ti3 — vj, 
bxcosi(u^  +  ttft)  +  ay  sin  4(«4  +  W5)  =  a^cos  $(«4  —  ^5)» 
Ikc  Cos  Kttft  +  Uo>  +  « y  siniCwj  -f  tio)  =  ä6  co$  J(«'6  — '«0)  • 

Ke  gegenfiberstehenden  Seiten  des  Sechsecks  sind: 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  drei  Paare  gegenilberetehender  SeHed  nach  der  Reihe  durch 

so  haben  wir  zu  deren  BeftlflMiiHig  die  ^et  folg^mleti  Systt^ltte 
iweier  Gleichungen: 

6roCosi(tio  +  tt|)+at?osin4(tio  +  ti|)  =  (i6cosl(tio— tij), 
6lbcosl(fit  ^  «4)  +  «tfefiJn  i(ttt  + 1*4)  =  «4  cos  \(u^  — -u^) ; 


393  Grunerl:    Die  Theorie  der  FMip$e  und  Hpperbel, 

b%i  co8i(tt|  -f  «a)  -f-o9|8iiii(vi  -f  «t)=A6co8i(tt|  —14), 

« 

bTi  CO8 1(04 + «5)  +  at^i  «in  4(tt4 + ^b) = ^b  cos  4(114  —  Uj) ; 

bx^  cos  i(«5 + «0)  +  0V2  «'"  i(«*ft  +  «o) = fl*  cos  4(«ft — «o)' 
Hieraus  erhalten  wir  sehr  leicht: 

_      sin  i(tio  +  Ut)cos.Kii8^«4)"-g'Pi("8 +«4)^0«  K«o—tfi) 
'®'~  sinJ(ao  +  tti— tf,  — M4) 

COS4(tlo+«i)COSi(tl3— «4)  — C08KM8+tt4)C08i(tto— tli). 

•^^"^  sini(tio  +  tti -II, -U4) 

_        sin  l(«t  +  tla)C08  U«4^«5)  "" S'"  U«4  ^  ^)  C08i(tt|  — u^ 

'*  *~  sin  4(mi*  +  tia— ti4  —  tiß)  ' 

COSU«!  +llg)COs4(ll4— tift)  — C08Utf4  +  «5)c<>^¥(«l  """»)a- 

^*  ~"  sin  4(ii,  f  tia  —  1I4— »f»)  ' 

_      sin  4(«2+«a)co84('^5  — "o)  —  si"  -^(«5  +  «o)cos  4(tia  —  le») 
^*"~  sin  1(m2  +  «3  —  «5  —  «o)  ^' 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Durch 
Schnittspunkte  (Xot)o)  und  (fit^i)  gehenden  Geraden,  welche  bekanntlicli 

ist,   entwickeln,  wobei  es  also,   weil  wir  die  Coordinaten  Xo»  Po 

schon  kennen,  hauptsächlich  auf  die  Bestimmung  des  Bruchs  -^ — - 
ankommt. 

Die  beiden  Gleichungen 

bf o  coB  i{u^ -{'Ui)  +  at9o  Bin  l(uo  +  Ui)=:  ab  cos  Uuo  —  Ui)f 

« 

6jroCOs4(tf8  -f  «4)  +  oi^osin  iOh  +  ^4)  =  oftcosiCtts  —  «4) 
kann  man  aaf  die  folgende  Form  bringen  i 

=o6|cos4(tio— «1)  — -^cos4(uo+Mi)  — -j^sittiCtto  +  Wi)!» 


aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  dargesieUt,  393 

=  a&  I  cos  K»8  ""  *'4)  —  -^  CO«  i(Ws  +  "4)  "■  "^  *'"*  J(M3  +«4)  I- 

Durch  Einf&hrung  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  von 
^  und  y  erhält  man  mittelst  ganz  leichter  Reductionen  sogleich : 

cosi(tio  — ti,)— -^cosJ(vo+tti)  — -^sinj(?^o+«'j)  =  cosi(«o-«i) 

sinjCtip— Ma)<^08Utf4"""«5)-^co^UMi— »^)«'"Kmo  +  «<i"^^4~""5) 

ßini(wi+Wa  — "4— Wft) 

Addirt   man  nun  auf  der  rechten  Seite  des    Gleichheitszeichens, 
so  ist  der  Zähler  des  dadurch  hervorgehenden  Bruchs: 

cos  4(mo  —  Mi)  eil»  K^i  +  "a — M4  —  «§) 

=     i8ini(f«o  +  Ma  — M4— ttß)— isini(iio— 2mi— Ua  +  «4+««ft) 
+  4 sin  4(wo— Ma  +  «4  ""  «'s)  +  is'"o  i(t<o  —  Wa— ««4  +  «ö) 
—  4  sin4(tio  +  »/i  —  U4 — «ö)— 1 8"ni(Mo  +  2tii  —  tia— «4— tift) 

=     4  sin  1(mo— «2  +  «^4— "a)— lsin4(wo— 2mi  —  tfa  +  «4  +  115) 
+  4Rin  »(«0— «'a  —  «4  +  ttfl)  —  4*Jin  5(«o  +  2mi  —  %— «4— «5) 

=     sin  \{uy  —  tift)  cos  4(mo — «i  —  «a  +  «4) 
—sin  4(tti  —  tift)  cos4(mo  +  «1  —  «a  —  "4) 

=.    2siD4(t«o  — «a)^>°U<^i  —  M4)»ini(Mi  —  «ö)' 

Auf  ähnliche  Art  ist,  wie  man  leicht  findet: 

cos  i(tt8— U4)  —  "^  COS  4(m3  +  «4)  — —- sin  4(t^,  + 1/4)  =  COS  4(ti8 — 114) 

sin4(«>— «ft)cog4(tfi— Ma)  +  CQs;(M4— »^5)8'"4(Mi  +  «2  ""«8 — «4) 
■"  sin4(tii-f  ua— t^4-tift)  ' 

und  subtrahirt  man  nun  auf  der  rechten  Seite   des  Gleichheits- 
zeichens,  80  ist  der  Zähler  des  dadurch  herrorgehendeo  Bruchs: 

Theil  XXIV.  27 


3B4  Grüner t:    Die  Theorie  der  EUipte  und  ffpperöei, 

— 8ini(ti^— ti5)co8i(iii  — 1/2)  — cosi(ii4— tt5)sini(iii  +  f<,— iij— «J 

-i»ini(iii— Ma  +  t«,  — iia)  +  i«iD;(tii— Ma— tta  +  iift) 
-isinK«!  +  M»  - «%  - W5)  — IsluKuj  +  tia  — «, -2M4  +  1I4) 

=     i«in  4(Mi— ttj— ti3  +  u^)  -  isin  4(«*i  +  w«— "«  —  '2«*4  +  «5) 
-JsiD  4(i4i  —ttj  +  «8—115)  +isin4(wi  +  Wa  +  «3  — 2i«4-  ti^ 

= — sin  4(tia — U4)  cos  iK  —  «s  —  «'4  +  «4) 

+  6iDt(tla  — t«4)C0Si(tli  +11,— «4  — Mft) 

=— 28in  4(tii  —  «4)  sin  i(tia— W4)sin  i(ti8— t«^). 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

2a6  sin  U^q— ^g) »'"  K^i  —^d  8^"  U^i  — «5) 
~  siD  i(tti  +  ««— «4  —  **6)     *  ' 

^(^0— ri)cosi(M3  +  tt4)  +  a(t^,— %)sini(ii3+ii4) 

^     2a^sin  4(tij  —«4) sin  \(u^—u^)6\n\(u^'-u^) , 
"""  sin  i(u,+iia— «4—115)  ' 

woraus  man  nun  ferner  leicht» 

*  (^0— ri)  sin  4(iig  +  «1  -  «3  ^1*4) 
2a&sin  i(tii  —  «4)       j    8'"^i(«a-«'4)sini('<s-->«6)8'"ii(Wo+«H)) 


sini(wi  +tta-»«4-«<6)  (+sinJ(««o-rtia)sin4(tti-tt5)sin4(t«8+«4)) ' 
a(i?o— i?i)8ini(Mo  +  tti  — «3— U4) 

_      2fl&sin4K— «4)       1     «J"4(«a— «<4)8«nfl(«s— «'6)cos4(Mo+«i) 
"^  «n4(iii+tta— ti4-tt5)  j  +8in4(i^— t<,)sin4(ai— ii5)c084(iS+«4) 

erhält. 

Die  erst«  eingeUammerte  Grösse  ist: 


aus  einem  neuen  GesicAiepunkie  dargesietU»  386 

lC08i(ll, -tl, -l«4  +  l4ft)8in4(tlo  +  tli) 

—  i  cos  i(tla  +  tl,  - 1<4— ttj)  siD  J(^)  +  ««l) 

+ 1  COS  i(t«o  -  «h  —  «'ä  +  «6)  «in  «(''s  +  «4) 

—  1  cos  KMo  +  «,  —  tt,  —  tl^)  810  i  («3  +  II4) 

=    i8in4(iio+ti, +tta-~«3-«*4  +  «6) 
+isinJ(«*o  +  «i-«a  +  tt8  +  «4^««5) 

-i8i0j(W0+«^+««+Ms  — «4— "ft) 

-j8inJK  +  «i  — "a--W8  +  «4  +  «'ö) 

+  i  «i«  4K— »^  —«1  +  tt»  +  «^4  +  «ö) 

-i8ini(Mo—ti^  — «4-113—114  +  1/4) 
-isini(iio  +  tii-tia  +  ti,  +  ti4-ti^ 

+  i8inlK  +  Wi  -««— «3  — "4  — «ö) 
=    isioKiio— tij-tia  +  Mj  +  ti^  +  w^) 

+  J  «in  l(tio  +  «1  +  «4— M3'-«4  +  ««4) 
+  i  sin  4(- «0  +  «1  +  ti,  + 113'+ «4  -  Mj) 

-ißinK— Wo— M, +«4  +  113  + tt^  +  Uft) 

—  J  sin  4(iio  +  «1  +  ««a  +  «s  —  «4— «ö)- 
Die  sweite  eingeklammerte  Grösse  ist: 

4cosl(«a— «8— «4+1*5)008  J(«o  +  «*i) 
-*i  cos  J(W4  +  «3  -  W4  -  «'s)  cos  i(Wo  +  «1) 

+  «cos  J(Mo— «^  — «2+  ttft)  C0Si(«8  +  «4) 

—  i  CO»  4(Mo  +  «1  -  «9  -  ttft)  cos  i(«8  +  «4) 

=        4cOs4(Mo  +  «i+«a-M3  — «4  +  «ft) 
+  lC0Si(«0  +  «I— «2  +  «8  +  «4— «5) 

— icos  i(«o  +  «i  +  «a  +  «8  -  «4  -  «ö) 

—  JC0Sl("0  +  «h  — «2— «3  +  «4  +  "ö) 
+  iC084(tt0  — ««|—«*2  +  «8  +  W4  +  «5) 

+  icos  i(«o— «1  ~  «a  —  «3  —  «4  +  «j») 

—  iCOs4(«o  +  «i  — «1+ «8  +  «4 -««ö) 

—  4cOSi(tto+«i  — «2  — «8  — tt4-*'''6) 
=        icOsl(Mo  — «1  — «2+W8+«4  +  tt5) 

+  iC0S  J(^)  +  *h +^ -«*3  —  ««4  +  «ö) 
+  {C0S4(— «o+tti+tt2  +  W8+«'4  —  «6) 

—  iC0Si(— Mo-tti+«a+«8+tt4  +  «'3) 

—  iC0S4(«0 +«1  -«2  — «8  +  W4+ «*&) 
-lC0«4(W0  +  ttl  +  «4  +  «8  — M4--tt3). 

2T' 


392  Grunert:    Die  Thtmie  der  Ellipse  und  Hyperbel, 

ÄTi  co8j(iii+fi,)+a^^i«iiii(«,+ii,)=ii&cosJ(tti  — M^, 
bri  C08  i(M4  -f  U5)  -f  ot^i  sin  \{u^  \  ti^) = ab  cos  l(u^  —  «5) ; 

bx%co8  i(u^+u^)  +  ati^  sin  i(u^+Ui)=:  ab  cos  Hu^^u^). 

bX2  cos  U«ft  +  «0)  +  Otfi  sin  4(M5  -f  Uo)  =  06  cos i(M5  —  ttp). 

Hieraus  erhalten  wir  sehr  leicht: 

_      sini(tio  +  Ut)cosU«8^«4)"-sini(t<3+ti4)cosU«6— «i) 
'®~"  sin{(ao+Mi  — «3  — «4) 

COS4(tlo-f«|)COsi(M3  — «4)  — C0sKtf8+«4)C0Sl(«0-^«l)^. 

_      sin  l(ui  +  u^)co8l{u^'-u^)—s\n  l(u^  -f  u^)co8i(ui  —u^ 


cosU«|+tia) 
1^1= 


C0Si(ll4— II5)  — CO8i(l£4-ftf5)C0Si(tf|  "^"^^ft. 

sin  J(mi  f  Mt  —  W4— «ö)  ' 

_      «in  i(^2+«3)cosa(»/5  — "o)  —  ««»  U^s  +  «o)cos  i(«a  —«t)^ 
*""  sini(M2  +  M3  — «4— «o)  ' 

—  _  cosU«i+«s)co*U"5-*"^A>)  — cosK^5-h«a)cosU«a"^«»)A 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Durch 
Schnittspunkte  (Xot)o)  und  (r|t)|)  gehenden  Geraden,  welche  bekanntlicli 

ist,   entwickeln,  wobei  es  also,   weil  wir  die  Coordinaten  jr^,  9^ 

schon  kennen,  hauptsächlich  auf  die  Bestimmung  des  Bruchs  ■;  ^  - 
ankommt. 

Die  beiden  Gleichungen 

6ro  cos  l(tio -f  tii)  +  tf^o  sin  i(t<o -f  t«i)  =  ^  cos  K«b  —  «1)  > 

6jroCOsi(a3-f  ti4)  +  ai^osini(w8+«4)  =  a&cos4(tts  —  «*) 
kann  man  anf  die  folgende  Form  bringen  r 

*(»o— n)cos4(Mo+tti)  +  a(%— t^)8in4(Mo+«i) 
=a6tcos4(tio— Wi)  — -^cosi(Mo+Mi)  — ■^sii>4(üo  +  ii,)|. 


aus  einem  neuen  Ge$icht$pt(nkte  dargeeielli.  393 

^('^o— Ti)C08  l(ti8  + 1^4)  +  a(%  -  «?i)8»n  i(M8  +  ««4) 

=  flfttCOS  K«8  — ««4)  —  "^  CO»  \(Mz  +  •'4)  ■"  "^  ®'"  ^("3  +««4)  V 

Durch  Einfiihrang  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  von 
^  and  -r  erhält  man  mittelst  ganz  leichter  Reductionen  sogleich : 

co8j(t«o-tii)— —  cosKvo+tti)  — -^sin  5(?^o+«'i)  =  cosi(Mo-tii) 

8ini(»<b-~tia)cos}(tf4"""«s)-^cos?(tf|—ifa)8int(«Q4-t<i— «4  —  115) 

sin  J(wi  +  W2  —  M4— Wft) 

Addirt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  des    Gleichheitszeichens, 
80  ist  der  Zähler  des  dadurch  hervorgehenden  Bruchs : 

cos  4(Mü  —  Hl)  sin  \{ui  +  Us — W4 —  u^) 
+ «in  i(iio  —  Ua)  cos  \{u^ — u^  —  cos  4(«i  —  u^)  sin  \{uq  +  Wi  —  W4 — ««d) 
~    48ini(«o+  ««  —  ««4—115)— 4sini(i/o  —  2wi—Ua  +  «4+*'6) 

+  4810  J(W0  — ««  +  «4  -  «'5)  +  iS"n  i(Wo  —  «^2—  ««4  +  ^b) 

-  i«in4(wo  +  »^  —  «4— «5)  —  !  sin4(Mo  +  ^«i  —  ««  — «4— «'s) 
=    Isin  4(1/0  — «2  +  «4— "a)— i8*>"i(«'o— 2mi  —  Wa  +  1144-115) 

+  iwni(Mo  —  w»  -  K4  +  i/ft)  —  iöin  U«o  +  2mi  —  ii^— 1I4— U5) 
=    sio  l(«i  —  ttft)  cos  4(mo — Wi  —  «a  +  ««4) 

-sin  \{ui  —  115)  cos  4(wo  +  «i  —  «^  —  «4) 
=^   Ssio  1(«Q  —  t«a)  sin  4(iii  — 1/4)  sin  i(M|  —  «5). 

Auf  ähnliche  Art  ist,  wie  man  leicht  findet: 
cosUtta— «4)  — '^cos4(m8  +  W4)  — ysin4(tt3  +  ii4)=scos4(i«,— II4) 

sinUK>— Kft)cos4(iit  — iig)-f  cos  Ut/4— «^ft)»'"4("i  +  «2— «8-^«4) 

sin  4(11,  +  «»— 1/4-- 115)  ' 

Qiid  subtrahirt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens,  80  ist  der  Zähler  des  dadurch  herTorgebeDdeo  Bruchs: 

Theil  XXIV.  27 


Grnnerl:    Die  Theorie  der  Eiäpte  mnä  Bpperbei, 

co6i(«s— «4)*«»i(«i  +««—•'4— «ft) 

— »>ni(«^— «5)co8i(iii  — 11^  — cosi(ii4— tl5)6inJ(Wi+l«t— «3-«») 

=     lsioi(iri+tia— »j— »5)  +  i6ini(fi,  +a«  +  tta  — 'ia*— «4) 
—  i»iD  J(iii  — •!,  + ti,  —  Ha)  +  ieio  i(Mj  — Mj— «a +iift) 

-isin  U«!  — ttj  +  iia— «5)  +  isini(wi  +  Wj  +  «3  — 2i«4  -  ig 
= — sin  4(0, — «4)  cos  4(iii  —  W3 — «4  +  M4) 

+  siDi(tta  — tl4)c08  4(Mi  +11,— tt4  — t«ft) 

=— 28in  4(tii  —  »4)8*10  Kua— M4)sin  4(m8  — «^)- 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

*(^o-'ifi)cosiK  +  «i)  +  fl(<?o— «?i)sin4(Mo  +  »H) 

2a&sin  Uwq— ti^sini(ii|  ~tf4)sin  U^i  — «5) 
■^  8in4(tti+«»— «4  — «6) 

*Öro  — ri)cosi(«s  +  tt4)  +  ö(<^i— %)««n4(«*3+««4) 

2a^8in4(tii~ie4)sinU^2— ^4)sip4(«a~"s) . 
""  sin4(u,+iia— »4—115) 

woraus  man  nun  ferner  leicht» 

*  (^0  —  ri)  sin  4(M,)  +  «1  -  M3 -:- "4) 

_  2fl&sin4(Mt  — »4) J   8«n4(«a-«4)«!ni('<a-»5)«wi(Uo+«i)) 

""""sin4(ui  +«a— »4— «6)  (+sin;(«o-rt<a)8ini(tti-ti5)sin4(t«5+«J  * 

a(«>o— %)8iD4K  +  ««i— «8— «4) 
2a&sini(t£ji  —  M4)       J      ö«n4(«a— «4)«inJ(«s— «5)co«i(i<o+«i) 


«n4(iii+tta— »4-tt5)  (  +8in4(i^— t<,)sin4(ai— ti6)c084(ib+«4) 

erhält. 

Die  erst«  eingeklammerte  Grosse  Ist: 


1 

1 


aus  einem  neuen  Gesichtepunhte  dargeeieUi.  386 

i  cos  i(iia  -  M,  -  «4  +  iij)  sin  4(tio  +  Ml) 

-icos4(««a  +  ti8-ti4— U4)öioi(Wo  +  «*i) 
+  i  co§  1{Uq  —  «h  —  «'ä  +  «6)  sin  «(''s  +  «4) 

—  i  cos  4(Mo  +  «1  —  m,— tifl)  sin  i(«*s  +  «4) 

=    l»in4(wo  +  «h+«2—«3-«*4  +  «6) 
+  ißin  J(tio  +  «1  -«4  +  tij  +  «4—114) 

-i8inUwo  +  «^+««  +  «8— «4— "ö) 

-Js5nJ(Mo  +  Wi  — «a~«8  +  ««4  +  «5) 

+ 1  «i«  4(«o— »^  — «1  +  «'s  +  «^4  +  «5) 
-isin  i(Mo--t«,  — tia-ti3— ti4  +  M5) 

—  i  sin  i(tio  +  tii -%  + Ug  +  M4~  ti-j) 
+  i8in;(tio  +  iii  -tia—M,  — 114  —  114) 

=    isin4(tio— tii-tia  +  ii8  +  M4+»^ft) 
+  i  sin  4(tio  +  tii  +  ti^— «3  ^«4  +  «4) 

+  isln4(-Uo  +  «i +«,  +  1*3  +  114-115) 

--lsin4(— «0— "l+«'2  +  «8  +  «4  +  «6) 

- 1  sin  J(tio  +  t«i  —  ti, — «8  +  W4  +  Wft) 

—  1  sin  4(«o  +«1  +  «a  +  ^'s  —  «4—  «a)- 
Die  zweite  eingeklammerte  Grösse  ist: 

4  cos  4(«a— «3  — 1#4  +  ti5)cos  4(iio  +  Wj) 
-*i  cos  4(Wa  +  «3  -  M4  -  «5)  cos  i(tio  + 11,) 

+  4  cos  4(llo— «!—«'»+  Wft)  cos  i(tlj  +  1*4) 

—  4  CO»  4(Wo  +  «1  - «««  —  ««6)  cos  4(^8  +  «^ 
=      icos4(iio  +  tti+tta-ti8  — «'4  +  «<6) 

+  J  cos  4(Uo  +  t«i  — ttj  +  «8  +  «<4  — ««ö) 

— icos 4(Wo  +  «i  +  «a  +  «'s  -  "4  -  «ö) 

—  i  cos  4(««o  +  «'i  —  «'a— «'s  +  «^4  +  "5) 
+  icosJK  — ««i— ««a  +  «'s  +«^4  +  «'5) 
+  icos  i(t«o— «h  ~  «'a  ~  «'s  —  «4  +  ««ö) 

—  iCOsi(Mo  +  «^  — «^+ «8  +  «4 -««ö) 

— 4  cos  4(««o  +  «1  —  ««a— «'s  -  «4— «'s) 
=     icos4(tio— «<i  — «ia  +  «'a  +  «'4  +  «'4) 
+  icos4(««o  +  «h  +  «a  -  «'s  —  «'4  +  «'s) 
+  icos4(— tio+«<i +««a  +  «'s  +  «'4--«'6) 

—  icos4(— Wo-tti+«<a+«'s  +  «'4  +  «'ft) 
— icos4(i«o  +  «'i -««a  — «'s  +  «*4  +  «*&) 

-  Icos  4(tlo  +  Ml  +  «I,  +  «'s  —  «*4 -*«*•)• 

2T* 


I 
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Setzeo  wir  also  der  Kfirze  wegen: 


M=     8 

—  8 

—  8 

—  8 


n  i(Mo  +  «h  +  »^— "8 — ««4  +  "a) 
nl(— «o+«i+««+w»+«4-«'ä) 
n  1(—  «'o— ««I  +  «« + «•  +  «^4  +  «ö) 
ni(«'o  +  «1  —  ««— «8  +  "4  +  Wft) 
ni(Wo  +  ««I  +  «a  +  «3-  «4-  »4) 


und 


N=       COS4(Wo-«'l-*^  +  «8  +  «*4+»'6) 

+  C0sJK+«l+«a--«3  — *'4+«6) 
+  C08  4(—Wo  +  lli +11^  +  113+114- M5) 

-C08  4(— Wo-<^+«'l  +  «S+«4+«'6) 
-  COS  J(llo  +  Ml  —  Wa  -  «<s  +  "4  +«»5) 

-  COS  J(Wo  +  «1  +  "a  +  «'s — M4— «5) » 
80  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

and    die  Gleichung    der    durch    die    beiden    Durchschnittspunkte 
(to9o)  und  (Ti^i)  gehenden  Geraden  ist  folglich: 

b    N, 

oder,  wie  sogleich  erhellet ,  auch: 

b    N 

Um  nun  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Durchschnittspunkte 
(ri9i)  und  (^2^  gehenden  Geraden  zu  finden,  müssen  wir,  wie 
aus  dem  Obigen  auf  der  Stelle  erhellet,    in  der  Gleichung 


ftlr 


respective 


•'O»         •^  »         "2,         M3,    -    114,         tig 
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««1»     «*a»     «8>    ««4»     ^b*     «'o 

setzeo.  Dadurch  gehen  fo»  t^o  '*^  ^i»  ^i  über«  und  wenn  nun  M^  N 
in  M',  N'  übergehen,  so  ist  die  Gleichung  der  durch  die  Durch- 
schnittspunkte (Tit^)  und  (r^t^  gehenden  Geraden: 


» 


b    JS' 

Nimmt  man   nun   aber  die  in  Rede  stehende  Substitution  in  der 
GrOsse  M  Tor,  so  erhält  man: 

üf'  =     sinlC«o  +  «^  — «««  —  ««i  +  ««4  +  «5) 
+  8ini(tio  +  t«i +  Ma  +  «8~«*4--**5) 

—sin  i("o  -  «1  -««  +  «'s  +  *«4  +  "5) 
—sin  4(^0  +  tti  +  M»— «8 — ««4  +  «ft) 
-  sin  i(— tfo  +  ti,  +  Ma + Mj + U4-U5) 

=  — sin4(tio  — tti— tta  +  ti3  +  ««4  +  «5) 

—  sin  4(1*0  +  «1  +"2— ««8  — «4  +  «ft) 

— sin  4(— tio + «1  +  tij + «8 + ti4— 11^) 
+  sin4(— tto-«i+Wa+«s  +  W4+U5) 
+  8in4(«'o  +  Wi  —  Ui  — «8  +  W4+  «'s) 

+  sini(Wo  +  «h  +%  +  «'8— «'4"-«'6)- 

Nimmt  man   die   in  Rede  stehende   Substitution   in  N  vor,    so 
erhält  man: 

N*  =     cos4(mo  +  «1  —  «a— W3  +«'4+  «'s) 
+  cos4(Wo  +  «h  +  «a  +  «'s— «*4— «'ö) 

+  C0S4(— Mo  — «1 +«'«  +  «'s  +  «'4  +  «ö) 

—  cos  U^O  — ««l  —  «'2  +  «'s  +  «^4  +  ««ö) 

—  C08l(Mo  +  «h  +»'2— «'s— «'4  +  «d) 

—  COs4(-tto +  «'!+«'«  + «'s +«'4— ««ft) 
=  — COs4(Wo-  «1  -  W^  +  ««3  +  «4  +  «'s) 

—  COS  i(llo  +  tl| +U,  — «5  — «4  +  tt^) 

—  C0S4(— tlo  +  Mi+tla  +  tl3  +  tt4-M5) 

+  C0SK— «'0  — «'l+«'«  +  «S  +  «'4+«'5) 
+  COS  i(«^)  +  Ml  —  «'2— ^  +  «'4  +  «'s) 
+  COS  4(llo  +  tlj  +  IIa  +  «8  —  «4— ««ö)- 
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Vergleicht   maa   diese    AasdrOcke   Ton    M'  y  iV'    mit  den    obigeo 
Ausdrucken  von  M^  N,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle : 

und  die  Gleichung  der  durch  die  Durchachnittspunkte  (Xii^i)  ond 
(^2^2)  gehenden  ^^raden  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden : 

.V— «)i  =  ---^(^-ri). 

Ganz  durch  dieselbe  Gieichjing  wurde  aber  nach  dem  Obigen  aoch 
die  durch  die  Uurchschnittspunkte  (foi^o)  ""^  i^x^i)  gehende  Ge- 
rade cbarakterisirt.  Also  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  (fo^» 
(^i9i)>  (^2^a)  in  einer  und  derselben  geraden  Linie,  welches  der 
zu  beweisende  Satz  war. 

Der  aus  dem  Vorhergehenden  sich  ergebende  Ausdruck  der 

Gleichung  der  Geraden,   in  welcher  die  drei  Durchschnittspunkte 

jedes  der  drei  Paare  von  Gegenseiten  des  in  die  Ellipse  beschrie* 

benen  Sechsecks  liegen,   durch   die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse 

und  die  Anomalien  der  sechs  Ecken   des  Sechsecks   scheint  mir 

an  sich  sehr  bemerkenswerth  zu  sein  und  ist  als  das  Hauptresnl- 

tat  der  vorhergehenden  Untersuchung  zu  betrachten.    Die  Grosse 

b    N 
— a  '  Id  '^^  bekanntlich  die  trigonometrische  Tangente  des  auf  die 

aus  der  analytischen  Geometrie  bekannte  Weise  genommeneo 
Neigungswinkel  der  in  Rede  stehenden  Geraden  gegen  die  Axe 
2a  der  Ellipse. 


§.  11. 

Wir  wollen  nun  die  folgende  Aufgabe  auflösen: 

In  eine  Ellipse  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  des- 
sen Seiten,  nOthigenfalls  gehörige  verlängert,  durch 
drei  gegebene  Punkte  gehen. 

'  Die  Geschichte  dies^er  für  den  Kreis  zuerst  Castillon  von 
Cramer  vorgelegten  Aufgabe  if<t  bekannt,  und  man  weiss,  wie 
ungemein  4veitl&ufig  die  von  Lagrange,  Enler,  Lexell  g^e- 
benen  analytisch  -  trigonometrischen  Auflosungen  derselben  sind, 
namentlich  den  so  sehr  einfachen  Constructionen  von  Giordaoo 
di  Ottajano,  Malfatti  u.  A.  gegenüber.  Die  neuere  analy- 
tische Geometrie  hat  allerdings  auch  bei  dieser  Aufgabe  sehr 
Vieles  geleistet,    und   hat    dieselbe    bekanntlich    auf  alle  Kegel* 


aus  einem  neuen  Geslchüpunhie  dargestellt.  399 

schnitte «  ja  auf  beliebige  in  dieselben  za  beschreibende  Vielecke» 
deren  Seiten  sänimtlicb  durch  gegebene  Punkte  gehen  sollen, 
erweitert»  worOber  ich  hier  nichts  weiter  sagen  will,  weil  diese 
neueren  Untersuchungen  bekannt  genug  sind.  Neben  den  bekann- 
ten analytischen  Auflösungen  durfte  jedoch  auch  die  folgende,  an 
sich  ziemlich  einfache  Auflösung  der  auf  die  Ellipse  erweiterten 
Aufgabe  einen  Platz  verdienen  und  den  zweckmässigen  Gebrauch 
^r  Anomalien  bei  der  Auflosung  von  die  Ellipse  betreffenden 
Angaben  zu  zeigen  geeignet  sein. 

Die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte»  durch  welche 
die  Seiten  des  in  die  Ellipse  zu  beschreibenden  Dreiecks  gehen 
•oNen,  seien  fyg\  fn  9\\  f%>  g%*  I^i®  Anomalien  der  drei 
Spitzen  oder  Ecken  des  gesuchten  Dreiecks  seien  u»  ii|,  ti«;  so 
sind  nach  §.  2.  die  Gleichungen  der  Seiten  desselben : 

bxcoB  \{u  +  tij)  -f  ay  sin  J(m  +  u{)  =  ab  cos  {{u  —  Mi)  , 
6j?cosi(iii -I- ti^)  ^  ay  sin  i(tfi -f  f/2)=:a6cos  l(tii  — ti,), 
bx  cos  l(iia  +  w)  +  ay  sin  4(ti,  +  m)  =  a6  cos  \{u^  —  u) ; 

und  soRen  nun  diese  Seiten  nach  der  Reihe  durch  die  Punkte  (fg), 
ifxgi)»  (f%gt)  gehen,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  drei  Ano- 
malien  u,  U|,  ti^  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

bfcosl{u  +  Ui)-i-ag  sini(u +  tti)  =  a6cosi(«  —  «i). 

6/i  cos  i(m,  +  Mft)  +  agi  sin  l(u^i-u^=ab  cos  }  (u^  —  u^) , 

Ä/icosi(«a+  **)  +  og^sinliu^  + 1<)  =o6cosi(t<a  —  «). 

Die  zweite  und  dritte  dieser  Gleichungen  bringt  man  sehr  leicht 
auf  die  Form : 

t  bfi  cos  iti|  -f  affi  sin  {Ui  —  ab  cos  \u^  ]  cos  \u^ 
:=  t  bfi  sin  \u^  —  agi  eosfUi  -|-  ab  sin  iti| ;  sin  \Ui^ , 

t  bf^ cos  \u  -{■  ag^sm  \u  —  ab  cos  iu  |  coa  ^1^2 
=  {6/*2sin  {h  — n^^cositi  -{■  ab  sin  iu\  sin  iti^; 


woraus 


.     bfi cos tti|  ^agi sinjn,  — a6cositi, 

^"**"*"~6^sin4tti  — aflr,cos4ti,+a6sinliii ' 

.     6/j  cos  \u  -f  aß^  sin  \u  —  ab  cos  \u  ^ 

t»ng  *"•—  ft/;sin  \u  —  a^acos  \u  +  ab  sin  \u  ' 
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aUo  die  Gleichong  ^ 

bfi  cos  4«!  -f-  ag^  sin  äUt  —  a6cos  Ji^ 
6/1  sin  it^  — agi  cos  luj  -f  ab  sin  iU| 

&/*2C08JM  +  agtis\t\\u  —  gy^cos^fi 

Ä/i  sin  iti  —  a^2  cos  \u  +  a6  sin  1« 

folgt,  ftlultiplicirt  man  diese  Gleichung  quo  mit  dem  Prodocte 
der  beiden  Nenner  der  vorstehenden  BrQche,  so  bringt  man  die- 
selbe nach  einigen  einfachen  Reductionen  und  VerwandlangeB 
sehr  leicht  auf  die  folgende  Form : 

0  =  (a«^i^a  +  6Y,A«-o«6«)aini(w-«i)-aft(/l5^-^i/ycoai(«~«i) 
+  a6«(/i-A)s'ni(«'  +  ^i)-«**(^i-5'2)cosl(M+ii,) 

oder. 

Führt  man  nun  in  diese  Gleichung  den  aus  der  ersten  der  drei 
Fundamental -Gleichungen  sich  ergebenden  Werth 

cosi(i<— tti)=zi^cos4(t« +  tti) +|sin  J(tt  +  Ui) 
ein»  so  erhält  man; 

=-i^(§?-$f)+(f-?t-««+-> 

-lfß?-$?)-(§4-)!-"«"+-' 

oder: 

=     Kl-J4)f-(l-^.J)«^lcosi(«  +  «.) 
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wd  setieo  nir  der  Kdrze  wegen: 

F_  a    a'  b      ^       a    a'  o 

a     a       6    6 

*  "^  i      fi   U     9\   9^ 

a    a       6     6 

•0  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

F  G 

•ini(ii— t«i)=-co8Uw  +  «*i)  +  -g^8«o5(«  +  Mi)' 


cos 


i(u  — M,)={  cos  i(t«  +  tii)  + fein  i(««  +  «i). 


Aos  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich,   wenn  man  quadrirt 
und  dann  addirt,  die  Gleichung:     , 

+  2^^^8inJ(ti+ti,)cosl(w  +  M,), 


also: 


oder: 


F^^f^  l+cos(tt-ft^)  .G^+g^   l-cos(ti-mi) 
*—      a«      •  2  +      6*      •  2 


Wie  man  mittelst  dieser  Gleichung  u  -f-  ti^  bestimmen  kann, 
ist  bekannt  genug  und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht. 
Hat  man  aber  u-f  tii  gefunden,  so  sind  im  Obigen,  wie  ebenfalls 
aaf  der  Stelle  erhellet,  Formeln  genug  enthalten,  mittelst  welcher 
sich  alle  drei  Anomalien  der  Ecken  des  gesuchten  Dreiecks  b#*- 
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stimmen  lassen ,  wodurch  dann  dieses  Dreieck  selbst  g^fimden  i»t 
Den  theil weise  sehr  weitläufigen,  oben  erwähnten  analytischen 
Auflösungen  für  den  Fall  des  Kreises  gegenüber,  scheint  mir  die 
vorstehende  Auflösung  für  den  allgemeineren  Fall  der  Ellipse  wohl 
hinreichende  Einfachheit  zu  besitzen,  und  dürfte  wohl  geeignet 
sein,  den  Gebranch  der  Anomalien  auch  bei  der  Auflösung  ande- 
rer Aufgaben  zu  empfehlen,  was  der  hauptsächlichste  Zweck  des 
Obigen  ist. 

Nachträglich  will  ich  noch  bemerken,  dass  ich  aus  der  obi- 
gen Gleichung  zwischen  cos(tc4'tfi)  und  sin(ti4'<fi)  (Ion  folgenden 
Ausdruck  (lir  tangs(tt  +  tii)  abgeleitet  habe: 


tangi(K  +  tii)  = G^T^ 


6« 


5.   12. 

Diese  leicht  weiter  auszudehnenden  Untersuchungen  über  die 
Ellipse  wollen  wir  mit  den  folgenden  Betrachtungen  über  deren 
Quadratur  bes^hliessen. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Halbmesser  r  der  Ellipse  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  y  hin  den  Winkel  q>  und  den  entsprechenden  ellip- 
tischen Sector  S  beschrieben  habe»  so  ist  bekanntlich 


=  ir^r*dip. 


Die  dem  Endpunkte  des  Halbmessers  r  in  der  in  Rede  stehen- 
den  Lage  desselben  entsprechenden  Coordinaten  und  dessen  Ano- 
malie seien  a:,  y  und  u,  so  ist 

a:=:rc08q>f  y=^rsmq>   und   ar=acosu,  ys=:bsinu; 

also 

rcos9)  =  acosu,  rsin9)=6sinti; 

werans  sich  auf  der  Stelle 

r'  =  o*cosi«*  +  6*sln  w* 

ssgleM.    Femer  ist: 
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eos  9>dr  *- ruiD  989  =  —  a  sin  ttdu , 
sin  <pdr*|*r  cos  989  s:     6cosudu; 
also,  wenn  man  dr  eliminirt: 

rSg) = (a  si  n  u  sin  9 -|- 6  cos  u  cos  9))  dtt , 


woraus 


T^tp  =r(asinu.r8in9>-f  6costt.rcos9>)dii 
=:(asinti.6sinu  -(-  6costi.aco$tf)da 
=  ab  (sin  m* + cos  u')  die , 


ako 


folgt.    Daher  ist 


/      r*89  =  «6  /      du= a6t< , 


folglich   nach  dem  Objgen: 

welche  Formel  jedenfalls  sehr  bemerkeoswerth   ist. 

Für  eine  andere  Anomalie 'ti| ,  welcher  der  elliptische  Seetor 
5i  entspricht,  ist 

Si  =  \abu^ , 
also 

-^— S=;a6(ti|— 11). 

Das  den  Anomalien  u  und  tf|  entsprechende  elliptische  Segment 
sei  5,  so  ist  offenbar,  wobei  Taf.  XII.  Fig.  2.  zur  Erläuterung 
dient,  in  völliger  Allgemeinheit: 

$=Si  —  5 — iiTj  sin  (g)|  — 9). 
Aber 

rr|Sin(g)i — 9>)=^i  sin^i.rcos^  —  rj  cos 91  .rsin^ 

c=:6siniii.«cosu — «eosni.isiiiai 
:=:  ab  (siu  u^  cos  u — cosUj^  *'n  '*) 

=:<i6kiii(tt|  —  u), 
also 
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5=5i  — 5— ia6siii(ti|  — u)=:4a6(ttt— 1<— 8in(U|^tf);, 

wobei  immer  u^  >  u  vorausgesetzt  worden  ist. 

Ist  E  der  elliptische  Sector,  welchen  der  von  dem  in  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  or^  insofern  2a  die  Uauptaxe  und 
als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist,  liegenden  Brennpunlcte 
der  Eilipse  ausgehende  Vector  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  X  an  bis  zu  dem  Endpunkte  des  Halbmessers  r  beschriebeo 
hat 9  so  ist,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  in  völliger 
Allgeroeinheit : 

£-=  S — iersin9=:<$— 'ieAsinu, 

wo  e  die  Excentricität  der  Ellipse,  d.  h.  die  Entfernung  des  in 
Rede  stehenden  Brennpunkts  von  dem  Mittelpunkte  bezeichnet 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

£  =  \abu — se&sinur=^6(au  — esin.u), 
oder : 

E^\ab  (u sin  u) , 

und  folglich,   weil 


ist: 


2:=ia6(tt-sinttY  l-^^Vt. 


II.    Die    Hyperbel. 

§.  13. 

Von  den  beiden  in  dem  Mittelpunkte  C  (Taf.  XH.  Fig.  3.)  der 
in  der  Figur  durch  vollständig  ausgezogene  Linien  dargestellten 
Hyperbel  sich  schneidenden  Axen  AAi=^2a  und  Bßiz^2b  dieser 
Hyperbel  sei  AAi  die  Axe  der  x  und  BBi  die  Axe  der  y,  and  CA 
und  CB  seien  die  positiven  Theile  dieser  Axen,  so  ist  bekanntlich 


(f)'-a)'= 
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<lie  Gleiohang  Aer  Hyperbel.  Ueber  der  Axe  AAi  =:  2a  beschreibe 
man  die  in  der  Figur  durch  punictirte  Linien  dargestellte  gleich- 
seitige Hyperbel  als  eine  H(ilfshyperbel,  so  ivie  uir  froher  bei 
der  Ellipse  den  Udlfskreis  beschrieben;  und  wenn  nun  P  ein 
beliebiger^  durch  die  Coordinaten  or,  y  bestimmter  Punkt  der  ersten 
Hyperbel  ist,  so  sei  P*  der  Durchschnittspunkt  der,  der  Coordi- 
nate  y  entsprechet] den  Linie  PQ,  wenn  man  dieselbe  nuthigen- 
falls  gehörig  Terlängert«  mit  der  über  AA^  als  Axe  beschriebenen 
gleichseitigen  Hyperbel.  Zieht  man  dann  CP* ,  so  soll  der  von 
dieser  Linie  mit  dem  positiven  Theile  CA  der  Axe  der  a:  einge- 
schlossene Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven 
Theile  CA  der  Axe  der  a:  an  nach  dem  positiven  Theile  CB  der 
Axe  der  y  hin  von  0  bis  360^  zählt,  durch  u  bezeichnet  werden. 
Die  erste  Coordinate  des  Punktes  P  ist  offenbar  a:,  und  die  zweite 
Coordinate  dieses  Punktes  wollen  wir  durch  y*  bezeichnen.  Dann 
ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit,  wenn  CP=r'  gesetzt  wird: 

j?=r'cosM,    y'ssr'sinu. 
ISnn  ist  aber 

also 

r'*(cosu*— slnu*)=rr'*cos2i«=a', 

folglich 

;       ö 

V^cos  2ti ' 

wo  r*  nur  dann  reell  ist,  wenn  cos2tf  positiv  ist    Folglich  Ist 

a  cos  u 
V  cos  2ti 

uod  weil  wegen  der  obigen  Gleichungen 

Also,   da  y  und  y'   offenbar   immer    gleiche   Vorzeicheo    haben« 

h 
Jf^^jf'  Ist,   so  ist  nach  dem  Obigen: 

br*  ,  bslnu 

v  =  — smt<  =  7> 

^       «  V^Ss25 

Durch   den  Winkel  u,.  dea  wir  aach   hier   dl«  Anomalie  des 
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Punktes  {any)  nennen  wollen,  lassen  sich  also  die  Coordinatoi 
X,  y  dieses  Punktes  auf  folgende  Art  aasdr(tcken: 

^   öcos M  b sin  u 

^''yTc^^'   ^""Vcos2ti* 

Der  Grund,  dass  diese  AusdrQcke  bei  Weitem  nicht  so  einfid^ 
sind  wie  die  entsprechenden  Ausdrücke  bei  der  Ellipse,  liegt  \m 
Wesentlichen  in  der  geringeren  Einfachheit  der  Gleichung 

cos  u* — sin  ii'  =  cos  2u 

im  Verbältnisfi?  zu  der  Gleichung 

cosw*  +  sinfi*=:L 

Die  Anomalien  gewähren  daher  bei  der  Hyperbel  weniger  Vortheile 
als  bei  der  Ellipse,  weshalb  ich  mich  auch  hier  mit  der  ersteren 
Curve  in  geringerer  Ausführlichkeit  als  mit  der  letzteren  besdiüf- 
tigen  werde. 

Man  kann   auch  noch  die  folgenden,    aus  dem  Obigen  «ch 
unmittelbar  ergebenden  Ausdrucke  von  o*,  y'  merken: 

acosu  ,        tfsiiitt 


^=i7==H^'  y  = 


V^cos  2u  V^cos  2tt 

Sollen  die  gefundenen  Ausdrücke  der  Coordinaten  reell  sein,  m 
muss  cos2ti  positiv  sein.  Theilen  wir  nun  das  Intervall  0  bis  3« 
in  die  sechs  folgenden  einzelnen  Intervalle: 

0  bis    2  ^» 

1  3 

3  4 

4  5 

5  7 
4»    «f    I». 


8 
4"     "     l 


m     „     1^9 


so  liegt,  wenn  u  in  diesen  Intervallen  li^,   2u  besiehuogsweise 
in  deu  folgenden  Intervallen: 
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0     bis     ^n^    cosli  positiv, 


1 

2« 

3 

2». 

»>' 

negativ, 

3 

4 

2», 

»> 

positiv» 

4 

2» 

5 

2«. 

»» 

positiv. 

5 

2" 

7 
2«. 

i9 

negativ. 

7 
2« 

8 
2». 

9» 

positiv. 

Also  sind  die  obigen  Ausdrücke  der  Coordiuaten  nur  dann  reell, 
wenn  u  in  den  folgenden  Intervallen: 


d.  b.  in  den  Intervallen: 


0 

bis 

1 

4«. 

3 

4« 

99 

4 

4". 

4 

» 

S 

4«. 

7 
4» 

»» 

8 

4«; 

0 

bis 

1 

4«. 

3 
4* 

9» 

5 
4«. 

7 

9* 

8 

4« 

liegt    In   allen   übrigen  Flillen  sind   die   obigen  Ausdrücke  der 
Goordinaten  imaginär. 

$.  14. 

Zu  der  bisher  betrachteten  Hyperbel,  deren  Scheitel  A,  Ai 
and  deren  Azen  AAi:=z2a  und  BBi=z2b  waren,  wollen  wir  jetat» 
wie  Tat  XII.  Fig.  4  seigt,  eine  zweite  Hyperbel  beschreiben«  deren 
Sdieitel  B,  Bi  und  deren  Azen  BB^  =  26  und  AAi  m  2a  sind. 
Dann  ist  offenbar 
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die  Gleichung  dieser  zweiten*  Hyperbel,  und  die  Gleichungen  un* 
serer  beiden  Hyperbeln  sind  daher 

(f)--(iy=+. ...  ey-(f)'=-.. 

weshalb  wir  im  Folgenden  diese  beiden  Hyperbeln  respecti?e  die 
positive  Hy|:/erbel  und  die  negative  Hyperbel  nennen 
wollen  *). 


§.  15. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  der  Geraden  suchen,  welche 
durch  die  beiden  Punkte  der  Hyperbel  **)  geht,  deren  Anomalien 
u  und  U|  sind. 

Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Gleichung  durch 

so  ist,  weil   nach  §.  13.  die  Coordinaten  der  beiden  gegebenen 
Punkte 

acosti  6sintt  ,     acosti*  68inu, 

V  COS  2ti       V  COS  2 w  V  cos  2M|       V  cos  2M| 


sind : 


bsmu  ^   acosu        ^ 


V^cos  2m  V^cos  2h 

6sinu,  -   acost#,         _ 

V  cos  2wi  V  cos  2«! 

und  die  gesuchte  Gleichung  hat  also  eine  der  beiden  folgenden 
Formen : 

Asini«  .^          acosu  ^ 

Vcos2t£  Vcos2tc 

&sintf]  .,            costi,    ^ 

V^cos2tti  "^          V^cösS^ 


*)  Wollte  man  eine  ähnliche  ConstmeClon  auch  bei  der  Ellipte  maehen, 
•o  wdrde  offenbar  die  «weite  Ellipte  tnit  der  ersten  ganz  eoineSdiren. 
**)  Ohne  Beltals  verstehen  wir  immer  die  positive  HyparbeL 
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Leicht  findet    man   aber    aas   den   vorhergehenden  Gleichongeo: 

. b    sinu STcos'lu^  —  sin ti^  V cos 2« 

«     COStI  V  C0s2tl|  —  COSI«!  V  C062tl 

also  ist  die  gesuchte  Gieichong: 

bsxjiu    6    sinn  Vcos2tit~- sin U|  V^co82tt  acosti 

Vcös2tt  ~<i   cos  ti  V^cos2tii  -  cos  ti,  V^cös2ti     ~  V^cösSü 
oder: 

_^6sin^  __&   Sinti V"co82Mt--sinti|V^i^2f<    '     acost/| 
Vcos2mi      «   cosi«\^cos2mi  -cosiii  V"cös2ii        V^cösfwi  ' 

oder  anch,  wie  man  mittelst  einiger  leichten  Transformationen  findet: 

6(8Jn  u  Vcos2f/i  —  sin  Ml  V^cos2m)  t.    ) 

[    =<i68in(ti — Mj). 

— a(co8U  Vcos2ii|--co8Wi  Vcos2M)y    J 

>     Auch   ist: 

(8iniiVcos2M,— Sinti,  VcöTSi) (sin tiV cos 2iii  +  sinn,  Vcos2ti) 

=  sin  M*  cos  2ti,  —  sin  tij*  cos  2ti 

=:  sin  u*  cos  w,* —  cos  M^sin  ti,* 

=sin  (ti  _  ti,)  sin  (n  -f- 1/,) 
und 

(cos ti  VcösfiiJ"— cos ti,  V^cös 2ti) (sin w \'^co82ti^  +  sin ti,  V"cos2tt) 

=    8inMcosticos2ti|— sin ti,  costi,  cos 2ii— sin (ti — tf, ) V  cos 2u cos ^u^ 
=    sinucostii  (cosucosti,  -f  sintisinu,) 

-cosusinti,  (cosucosti,  -(-sinusinti,)  — sin(ti— tii)V^cos2tfco82ti| 
=    sin(tt— ti,)  I cos(u— ti,)  —  V  cos  2ti  cos2ii|  I ; 
^olgliph  nach  dem  Obigen: 

.      b  sin(u-f-U|) 


«    cos(ti— tl,)— V^C082tlC0s2tli  ' 

und  daher  die  gesuchte  Gleichung  auch 

^       6sinti        b  sin(ti-t-ti|)  *         ocosm 

V^co82tt      fl    co8(u — tf, )  —  V^cos 2u cos 2tfi  Vcos2tc 

TKell  XXIV.  S» 
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^""  V^co8  2wi        «  '  cos (m— M, )  —  V  co82ucos*2ii|  Vcos2«i 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  der  beiden  durch  die  Anonialieii 
u  und  t^  bestimmten  Punkte  der  Hyperbel  von  einander  durch  i, 
so  ist 

\Vc^2i«      V^cos2m,/  \V^cos2ii      Vcos2mi 

oder 

^__      a^  (cos  m  \^cos  2t/j  —  cos  m,  V^cos  2t0^ 
*  ~  cos2ttcos2U| 

6* (sin  H  Vcos 2tft  ^  sin  «|  V^cos2m)^ 
■^  cos2ucos2ti| 

was  sich  no^  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  lassen  würde 

$.  16. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  der  Berührenden  der  Hyperbel 
in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  derselben  suchen. 

Lassen  wir  die  Anomalie  u  sich  um  z/u  verändern,  so  ist 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  Gleichung  der  Gera- 
den,  welche  durch  die  beiden  durch  die  Anomalien  u  und  u-\-dn 
bestiaimten  Punkte  der  Hyperbel  geht: 

6sintA         b  sin (2m +  ii/ti)  ocosit  . 

y  —     . L-=  r=  —  . ^ — — {x  —     , =). 

V  cos2tt       ^    cosidu  —V  cos2Mcos2(t«  +  du)  \  cos2« 

Diese  Gleichung  geht  in  die  Gleichung  der  Berfibrenden  in  dem 
durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  der  Hyperbel  über, 
wenn  man  Ju  =  0  setzt,  oder  vielmehr  Ju  sich  der  NuH  nSheni 
iässt,  und  zu  der  Gränzgleichung  übergeht.  Dadurch  erhält  man 
fär  die  Gleichung  der  Berührenden  die  folgende  Gleichung: 

^sintt        b  8in2t<  acosti 

^ "  V  cos2ii "" «  '  1  —  \^cosi«?      ""  VcÖ82ü^' 

Bekanntlich  muss  cos2u  positiv  sein,  weshalb  V~cos2u*=:co82m 
zu  setzen  ist,  und  daher  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende 
Qb«rgei»t: 


Otts  einem  neuen  Gettchnpunhte  dargestem,  i\V 

bsxiiu   h        sin'iti  acosu 

oder,   ifie  man  leicht  findet,   in  die  folgende  Gieichilng: 

fceintt        b     ,    ,  acos»  , 

^      V  cos  'lu      a  \rZö»2u 

Diese  Cileichung  bringt  man  nber  au^h  leicht  auf  die  folgende  Form : 

öxcosu^  ays'mu  =  aöW  cos 2x1, 
oder  anf  die  Form: 

xcosu  vsUtu 


ysin  u    


a  \  cos  2ti      6  V^cos  'iu 


§.  17. 

Durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  und  den  durch  die  Ano- 
malie u  bestimmten  Punkt  derselben  wollen  ivir  jetzt  eine  Gerade^ 
einen  Durchmesser  der  Hyperbel,  zielten.  Die  Gleichung  dieser 
Geraden  ser 


so  Ist,    weil 


acostt  6stntt 


>       — F=^ 


V^co8  2a       V^cos2f« 


die  Coordinaten  des  Punktes   der  Hyperbel  sind,   durch 
in  Rede  stehende  Gerade  gezogen  worden  ist: 

6sinu  acosti 


V  cos  2«  Vcos2w 

also  A^  —  tangu,   und  folglich 

y  =  — artangu 

di«  gMockte  Gleichung. 

Sind  nun  überhaupt  X,  T  die  Coordinaten  der  Durchschntttg- 
punkte  dieser  Geraden  mit  der  Hyperbel,  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen : 

28^ 
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aas  denen 

(-;  (l-tang««)=(-;  -^3^  =  1. 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

«cosu  b^mu 

JL  SS  -^     ~  ,    "^:  .*      «  -  —  db  .  /-     '—^ 
Vco8  2ti  V  co82i« 

folgt. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Hyperbel  in  dem 
durch  die  Anomalie  u  bestimmten  Punkte  berfihrt,  ist  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen : 

6sinu         6  ,         acostt  ^ 

y  "-A/- cr-=  «  cottf(ar  —  ^ — ~), 

Vcos2ti      ö  V^os2u 

und  die  Gleichung  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  die- 
ser Berührenden  parallel  gezogenen  Geraden  ist  folglich: 

b        ^ 

m 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Hyperbel  durch  JT] ,  Yi,  so  haben  wir  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen: 

aus  denen 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

V  -  «sinu  6 cosu 


V^—  cos  2tt  V^—  cos  2u 

folgt.  Well  nun  bekanntlich  cos2ti  positiv  sein  muss^  so  ist 
— cos2u  negativ,  Xi  und  Fi  sind  folglich  imaginär,  und  die  positive 
H3rperbel  wird  also  von  der  durch  die  Gleichung 

b 
v=  — orcottt 

charakterisirten  Geraden  nicht  geschnitten.  Wir  woUen  daher  jetzt 
untersuchen,   ob  von   dieser  Geraden  die  negative  Hyperbel  ge- 
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•chDlHen  wird.  Beieichoen  wir  la  dem  Ende  die  Coordioaten 
der  Dorchschoittepanlcte  dieser  Geradeu  mit  der  ii^ati?en  Hyper- 
bel durch  Jl',  F',  »o  haben  wir  zu  deren  Bestiromong  nach  §.  J4. 
die  Gleichungen: 


aas  denen 


(§:)-,.-....,=(f7.=^=-.. 


also  mit  lieziehang  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


V^cos  2a  V^82tt 

folgt    Da  diese  Coordinaten  reell  sind»   so  wird  von  der  durch 
die  Gleichung 

y=  — ;rcotu 

cbarakterisirten  geraden  Linie  die  negative  Hyperbel  wirklich  zwei 
Mal  geschnitten. 


5.  18. 

Die  beiden  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die  Gleichungen 

h  b 

y=s-a:tangM.    y  =  -arcotti 

im  Allgemeinen  cbarakterisirten  Geraden,  deren  Durchschnitts- 
punkte mit  der  positiven  und  negativen  Hyperbel  respective  {XT) 
und  (XY)  sind,  heissen  conjii^lrte  Durchmesser  der  Hyper- 
bel. Die  bestimmten  linearen  Werthe  dieser  conjugirten  Durch- 
messer sind  die  Entfernungen  der  beiden  Punkte  von  einander. 
In  denen  von  dem  ersten  Durchmesser  die  positive,  von  dem 
zweiten  Durchmesser  die  pegative  Hyperbel  geschnitten  wird,  und 
sollen  respective  durch  2 J  und  2iS  bezeichnet  werden  *). 


*)  Ich  glanbe,  data  man  bin  jetzt  bei  der  Theorie  der  Hyperbel 
die  Betrachtung  der  negativen  Hyperbel  mit  Unrecht  nnterlaMen  hat; 
■ar  dorch  deren  Einführung  erhalten  die  conjugirten  Dorchmetter  der 
Hyperbel  ihre  wirkliche  geometrische  Bettimmnng.  Bei  der  Ellipse 
wärde  die  negative  Ellipse  mit  der  positiven  zusammenfallen ,  wie  schon 
In  der  Note  zu  $.  14.  bemerkt  worden  ist 
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Offenbar  Ut 

also,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

—       -     acosu  6sinu^ 

Vcos2u  Vcos2u 


ist: 


.^      o^costt^^-ft^sinu^       ^      V^a*cosMH^*«iiitt* 

2l»=? cx7. ^9      A  = 


cos2u  Vcos"?» 

Auf  ähnliche  Art  ist 

also  9  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

V  cos  2m  Vcos2tt 

ist: 


■r^-  • 


a^sintt«  +  6^costt«  V  o^sinu^  +  Ä^cosu« 

cos2m  V^«^ 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Ausdrucken  von  A^  and  P 
ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

A^      M^      a«(co8t«*  — sintt^  — 62(cosu«  — sinu«)      (a*  — 6*)co82it 

C08  2t<  G0s2tf 

also 

welches  der  bekannte  wichtige  und  merkwürdige  Satz  von  den 
Qoojugirten  Durchmessern  der  Hyperbel  ist^  zu  dem  uns  also  die 
vorhergehenden  Rechnungen  auf  sehr  einfache  Weise  geführt  haben. 

Auch  kann  man  noch  die  Relation 


'  cosiii 


merken. 


§.  19. 


Wir  wollen  jetzt  den,  von  den  durch  die  Gleichungen 

b  6 

y  =  ~-artangti,    ^  =  -arcotu 
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ebarakterisirten  conjugirten  DarchmeMern  elngesehloMenen  WioM 
durch  6  bezeichnen ^  so  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  ana- 
lytischen Geometrie: 

—  (cottt— tangtt) 
tangd«=  \  - 


^i>^fcj  ■  ■  *< 


r+;j5Cotatangti 

also,    %vie  man  leicht  findet: 

a^6^co8  2M^ 4a*&*cos2tt» 

tang  ö»  ^  («,«  +  6«)2  sin  m«  cos  ti«  *^  (a«  +  6«)«  sin  2a« ' 

oder : 

4o^62 
t^ngö^  =  (^q:^)a<^ot2u«. 

Nun  ist  aber 

.    ^         tangö« 
'^'"^=H-Ung6»> 

also,   wie  man  leicht  findet: 

4a«6«  cot  2u« 


sinÖ«=:7-- 


(a«  f  6*)«  f  4a«6«  cot  2a« ' 
oder 

. 4n«A«co»2a« 4a«A«cos2ti« 

«"  ^  -  4ä«6«cos  2w«  +  (««  +  ^)« sin 2ii«  ""  4it«*»  +  (d*  -  6«)«  sin  2k« 

folglirb : 

*2<i6cos2tf 


sind 


V4a«6«  +  (a«— 6«)«sin2a« 
Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  aber: 

(a«cos  a«  +  6«  sin  m*)  (/i^^ln  a«  +  6«cos  tfl) 


Ä^B*  = 


cos 


ll?     ^ 


(g^  -h  b^)  sin  W*  cos  t^  -f  fl«6«  (sin  o^  -|-  cos  o!*) 

cos  2u« 

(fl*-f  6^)  sin  tt«cos  fi«-t-fl«6«(sin  a«4cog^*— ^sin  a«cos  a«) 
""  cos2ff« 

cosÖa« 

4a«6«  +  (tf»-&«)*8in2u« 
^  4go89k*  ' 
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und  daher  iiach  dem  Obigen: 

^Ä*sinö«  =  «*6*,    also  ah  =  ^Äsinö. 

Bezeichnen  wir  die  beiden,  von  den  auf  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  liegenden  Theilen  der  durch  die  obigen  Gleichno- 
gen  cbarakterisirten  conjugirten  Durchmesser  mit  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  x  eingeschlossenen ,  180^  nicht  übersteigen- 
den Winkel  durch  c5  und  »i^  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy* 
tischen  Geometrie  bekanntlich: 

tango  =  — tangu,    tangOi  =  -cottc; 

also 

«         -       6*  6« 

tang  O  tang  Ol  = -2  tang  ucotti  = -^ » 

woraus  sich   unmittelbar  die  Gleichung 

6*  —  a*tang  c5  tang  c5|  =0 
ergiebt 


§.  20. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bexug  auf 
das  System  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

,  yss-a-tangu,    y=— arcotu 

cbarakterisirten  conjugirten  Durchmesser  als  Axen  der  X  und  F 
suchen.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  eine  beliebige  der  Axe  der 
Yy  d.  h.  dem  durch  die  Gleichung 

b 
ty=— arcotti 

cbarakterisirten  Durchmesser  parallele  Sehne  der  Hyperbel,  so 
ist,  wenn 

gcos  V  6  sin  ü 

V"c^2(7'     Vcös2t7 

die  Coordinaten  eines  beliebigen  der  beiden  Durcbschnittspunkte 
dieser  Sehne  mit  der  Hyperbel  sind,    deren  Gleichung  offenbar: 

6sinC7        b      .    .         acos  ü  ^ 
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Beseichnen  wir  oon  die  Coordioaten  des  Darchschnittspankts  die- 
ser Sehne  mit  der  Axe  der  X,  d.  h.  .mit  dem  durch  die  Gleichung 

y=— artangti 

charakterisirteo   Durchmesser,   durch  Xi,  yi\    so  haben  wir  su 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

■ 

yi  =  ~aritangt«, 
Asin  ü        b      ,    ,  acos  V  , 

aus  denen  8i9h  mittelst  einer  sehr  einfachen  und  leichten  Kech- 
nnng  die  Formeln 

costtcos(tf+  17)  sin« cos («4- 17) 

cos  2u  V"cos  2  V '  cos  2u  Vcos2f7 

ergeben.    Nun  ist  aber  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

V«  — .  (q*  cos  tt^  -|-  &*sin  tt^)  cos  (u  -|-  ü)* 
■"  co8  2u<cos2(7 

Ferner  ist  offenbar 

V  cos  2u  V  cos  2 1/ 

aber  nach  dem  Vorhergehenden: 

acos V   costtcos(tf+  17)— cos 2u cos t7 

^*'"V"cös2l7""^  cos2iiVcÖ82ü 

6ßin^ sintfcos(u4-  V)  —  cos2tisin  17, 

^*  ""  V"cos2^ "■  cos 2«  Vcös2l7 

folglich  9   weil 

cosucos(u-|-C7)  —  cos2tico8C7=r8inusin(tf — ü), 
sin  u  cos  (u  +  (7)  —  cos  2k  sin  17 = cos  tcsin  (ti  —  ü) 

Ist: 
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aoo9Ü         8intf8iii(ii*-{7) 

*         VC082t7  C082M  VC08217 


ftito 


6 sin  U    ^    costt8in(tt—  ü)  , 


_  (o^sin  tt« + 6«  cos  u«)  sin  (t£  —  t7)« 


Nach  §.  18.  ist  aber 

ö*  cos  tt*  +  6*8in  tt* 


il«  = 


cos2u 


-^     a*8inii*  +  6*co8ti*. 

C082tf 


als»  ist: 


cos2i<co82c7  cos2ucos2c7 

folg! i eil : 

cos(ti+  C7)*— sin(tt—  C7)« 


(f)"-G)"= 


co62f<co82(7 
Nun  ist  aber 

cos  {u  f  !7)*  —  sin  (m  —  C/)* 
=  cos  tt*  cos  r/*  +  sin  M*sin  C/*  —  2sin  ucos  tisln  C7cos  P 
— 8intt*cosl7*  — co8M*8inC7*  +  28inticostt8int7cosl7 
:=(co8a*— sin  »<*)  cos  tJ*  —  (cost/*— sinM*)8inC7* 
=  (cos  tt«—  Sinti«)  (cos  C/*— sin  t7*)  =  co82iicos2l7, 
also  nach  dem  Vorhergehenden : 

G)'-(»7=''     , 

welches  die  bekannte  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bezug  auf  swei 
ihrer  conjugirten  Durchmesser  ist. 

5.  21. 

Durch  den  gemeinsl^haftfichen  Mittelpunkt  der  po8iti?en  uod 
der  negativen  Hyperbel  wollen   wir  jetzt  eine  beliebige  Gerade 
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legen,  uad  «sollen  den  180^  nicht  flbersteigeuden  Winkel»  unter 
irelcbem  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Theil 
dieser  Geraden  gegen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  a:  geneigt 
ist»  durch  q>  bezeichnen;    dann  ist 

y  =  artang9 

die  Gleichung  dieser  Geraden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschiiittspunkte 
dieser  Geraden  mit  der  positiven  Hyperbel  durch  j:,  y  selbst»  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei« 
chungen :  * 

y  =  artang9,     (Jj  ""(f)   "=  ' ' 

aas  denen  man  leicht  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen   auf  einander 

a6cosop 


V"6*cos9* — rt*sio9* 

__     g^siny 

^  ■"     VÄ^cisy«— a«^i^ 

erhält.     Diese  Coordinaten  sind  nur  so   lange   endlich  und  reell, 
so  lange 


6*cosg)*— Aising)*  >0,    tang()t)^<-2 


ist.    FOr 


6* 
6*cosi)p*  — fl*sin9*=0,     tang9*=:-5 


v^erden  die  obigen  Coordinaten  unendlich;   fQr 

^•cosg)* — a*sin9*<0,    tang(jp*>  —^ 

» 
werden  dieselben  imaginftr,  und  in  keinem  der  beiden  letzten  Fälle 
wird  also  die  positive  Hyperbel  von  unserer  geraden  Linie  geschnitten. 

Bezeichnen  wir  durch  X| ,  yi  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte  unserer  Geraden  mit  der  negativen  Hyperbel»  so  haben  wir 
»1  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 

y,  =  or,  tang  V ,     (?)  -  (^)*  =  -  » 5 
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aus  denen  man   leicht   mit  Beziehung   der   oberen   und  untere« 
Zeichen  auf  einander 

ab  cos  (p 

Va^sinqp*— 6*  cos  9* 

ab  sin  (p 

^  """"  Va«sin9>«-6*cos9>« 

erhält    Diese  Coordinaten  sind  nur  so  lange  endlich   und  reell, 
so  lange 

b^ 


Ist.    Für 


6*coS9*— a*sin  9*  <  0,    tangy*  > 


6* 
6*cos9)*— a*8in9*=0,     tang()p*=-5 


werden  die  obigen   Coordinaten  unendlich;    för 

b^ 
6* cos  9*  —  a^siny*  >  0,    tangqo*  <  -5 

werden  dieselben  imaginär,  und  in  keinem  der  beiden  letzten  Fälle 
wird  also  die  negative  Hyperbel  von  unserer  geraden  Linie  geschnitten. 

Nehmen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sieb 
Folgendes : 

Fflr 

6*  cos  (jp*  — Aising)*  >0,    tang9*<-||     . 

wird  von  der  durch  die  Gleichung 

^^a;tang9    . 

cbarakterisirten  Geraden  die  positive  Hyperbel    geschnitten,    die 
negative  H3rperbel  nicht  geschnitten. 

För 

b* 
b^  cos  qy^ — ä*  sin  9* = 0 ,    tang  g)*  =  -5 

wird  von  der  durch  die  Gleichung 

y  =  a:tang9> 

cbarakterisirten  Geraden   weder  die   positive,    noch  die  negative 
Hyperbel  geschnitten. 

Für 

6*cos<)p*  — a*sin9*<0,    tangy*>-5- 

wird  von  der  durch  die  Gleichung 
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^rrartangqo 

charakterisirteo  Geraden  die  positive  Hyperbel  nicht  geschnitten, 
die  negative  Hyperbel  geschnitten. 

Weil  nun  aus  der  Gleichung 

tang9)*  =  ^  sich   tangyiisJ:- 

ergtebt,  so  sieht  man  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  durch  die 
Gleichung 

swei  durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  beiden  Hyper- 
beln gehende  gerade  Linien  charakterisirt  werden,  von  denen  weder 
die  positive,  noch  die  negative  Hyperbel  geschnitten  wird;  von 
jeder  anderen  durch  den  gemeioscbaftlichen  Mittelpunkt  der  bei- 
den Hyperbeln  gehenden  geraden  Linie  wird  dagegen  entweder 
die  positive  oder  die  negative  Hyperbel  geschnitten. 

Um  die  Natur  der  heiden  durch  die  Gleichung 

•  ^     — o 

eh'arakterlsirten  Geraden  etwas  nSher  kennen  zu  lernen,  wollen 
wir  zuerst  die  beiden  Hyperbeln  etwas  genauer  untersuchen.  Dass 
diese  beiden  Hyperbeln  sich  nicht  schneiden  können,  ist  klar, 
weil  es  sonst  zwei  den  beiden  Gleichungen 

(f)'-ft)=-^-  (fy-(f)'=- 

zugleich  genügende  Werthe  von  or,  y  geben  mOsste,  was  offen- 
bar nicht  möglich  ist.  Nun  wollen  wir  uns  aber  einmal  eine  be- 
liebige positive*)  Abscisse  x  denken,  und  die  derselben  entspre- 
chenden positiven  **)  Ordinaten  ^qt  positiven  und  negativen  Hyperbel 
durch  y  und  yf  bezeichnen.    Dann  ist 

also  durch  Subtraction: 


^  Was  hier  hinreicht. 
^  Was  hier  gieiehfalit  genagt. 
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folglich 

26« 

3^— y=:7 


Weil  noD  nregen  der  Gleichungen 

die  Ordinaten  y  and  y  offenbar  in's  Unendliche  wachsen,  wenn 
X  in*s  Unendliche  wächst,  ao  nimmt  der  absolute  Wertfa  ven 
y  —  y  offenbar  in's  Unendliche  ab,  wenn  x  in's  Unendliche  wScbst, 
und  man  sieht  also  hieraus,  dass  die  Schenkel  der  positiven  and 
negativen  Hyperbel,  wenn  man  sie  verlängert«  sich  offenbar  immer 
mehr  und  mehr  nähern,  und  einander  auch  betiebig  nahe  kommen 
können,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  verlängert,  ohne  sich  je- 
doch jemals  zu  schneiden. 

Wegen  der  oben  bewiesenen  Eigenschaft  der  beiden  durch 
die  Gleichung 

^  a 

charakterisirten  Geraden,  dass  dieselben  nämlich  weder  die  posi- 
tive, noch  die  negative  Hyperbel  schneiden,  müssen  nun  diese 
beiden  Geraden  offenbar  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  liegen, 
und  werden  denselben  daher  auch,  wenn  man  sie  verlängert #  im- 
mer näher  und  näher  kommen»  und  beliebig  nahe  kemmen  kön- 
nen, wenn  man  sie  nur  weit  genug  verlängert,  ohne  jedoch  die 
eine  oder  die  andere  Hyperbel  jemals  zu  schneiden  Wegen  die- 
ser Eigenschaft  weiden  die  beiden  durch  den  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  der  beiden  Hyperbeln  gehenden,  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Geraden  die  Asymptoten  ^ei  beiden  Hyperbeb 
genannt. 

§.  22. 

Wir  wollen  nun  die  positive  Hyperbel  noch  quadriren.  Be* 
zeichnen  wir  t^r  AQ=ix,  PQ^y  (Taf.  XII.  Fig.  3.)  den  Flächen- 
inhalt des  byperboflscben  Stficks  APQ  durch  F,  so  M 


=  /    y^^ 


Weil  nun 
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acostt  6  sinn 

•        ^  ■—  —         -     f<— —  —       — 

V^C082t«*  V"co82m 


ist,    BO  ist,  wie  man  leicht  findet: 

dx 8iii2Mcogt«  — co82tisintt 

«  C082tf  Vco82f« 

also 

stnti 
cos'iM  Vcos2m 
Qfid   folglich : 

also  Dach  dem  Obigen  offenbar: 

W.if 

sin  u  \*      l  —  cos  2t4 


8i*, 


/  sin  ti  Y 

VC0825/  ~"  ^cos2t«« 

ist,  so  ist,  wenn  2tf  =  9  gesetzt  wird: 

/sipt4  \*      _  1  — cosp^  __^  /  3p         _3l.^ 
Vcos2ti^^"-    4cose«^'''"*Vcost^"co8t>y' 
also 

BekanntHch  ist  aber 

/'  3ü                       /^8r        . 
— --==:tangp,     / =:;lcot(i;r  — ip); 
cosp*          *   '  ,/  co»p  ^*        *  '* 

also: 

J  (S£)  3"=it*anpP— 'cot(i7u— 4p)|  =  ittang2u-lcot(iw-tt)|, 
und  folglicli  aach: 

\Z^^   at«=J{tang2ti-Icota^-ti)|, 

o 

also  Dach  dem  Obigen: 

F=  Ja6|taDg2ti— lcot(J^— «)). 
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Untersachan^   der   Fehler,    welche    aas    einer  nicht 
centrischen   Aufstellnng    des   Messtisches    oder  eines 

Winkelmessers  entstehen. 

Von 

Herrn   Professor    Dr.  J.  Lern o  eh 

an  der  Universität  so  Lern b erg. 


Dass  viele  Praktiker  auf  die  genaue  AuCstellung  des  Mens- 
tische«  nicht  viel  halten,  von  der  Lothgabel  entweder  gar  keinen 
oder  höchstens  in  dem  Falle  einen  Gebrauch  machen,  wenn  sie 
auf  grosse  Distanzen  zu  visiren  haben  >  durfte  als  eine  bekannte 
Thatsache  vorausgesetzt  werden. 

Diese  unrichtige  Ansicht  ist  selbst  in  einigen  Lehrbfichem 
fiber  praktische  Geometrie  ausgesprochen ,  und  ihr  Ursprung  durfte 
in  der  Annahme  zu  suchen  sein,  dass  die  10  bis  12  Zoll,  um 
welche  die  unrichtige  Aufstellung  ohne  BeihQlfe  einer  Lothgabd 
von  der  wahren  differirt,  nur  In  dem  Aufnahmsmass^^tabe  auf  das 
Tischblatt  übergehe,  somit  gar  nicht  merklich  sei.  Diese  Worte 
bekommt  man  sehr  häufig  zur  Antwort,  wenn  man  einen  solchen 
Praktiker  auf  die  unrichtige  Aufstellung  aufmerksam  macht 

Ich  habe  nun  diesen  an  sich  ganz  unscheinbaren ,  aber  flr 
die  Praxis  höchst  wichtigen  Gegenstand  (die  Aufstellung  des  Mess* 
tisches  nSmIlch)  einer  allseitigen  Untersuchung  unterworfen  und 
manche  Resultate  erhalten,  welche  die  ausübenden  Geometer  In- 
teressiren  dfirften. 

§1. 

Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Limbus  genau  vertikal  Hber  den 
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Scheitel  des  so  messenden  Winkels  gestellt  ist»  so  ist  das  In» 
straraent  centrisch,  findet  das  Gegentbeil  statt,  so  ist  dasselbe 
ezeentrisch  aufgestellt. 

Ist  (Taf.  XIII.  Fig.  1.)  C  der  Scheitel -des  zu  messenden  Win- 
kels ACB9  das  Instrument  dagegen  In  O  aufgestellt,  daher  statt 
ACB  der  Winkel  AOB  gemessen  %vorden;  und  werden  beide  för 
gleich  gehalten,  so  begeht  ^an  einen  Fehler,  dessen  Grosse  und 
Eihfloss  der  Inhalt  nachfolgender  Untersuchung  ist,  wobei  wir 
vorerst  den  in  der  Figur  angenommenen  Standpunkt  im  Auge  be- 
halten and  CO  mit  wenigen  Ausnahmen  klein  annehmen. 

Setzen  wir  ACzzin,  BC=b,  AOB=ß,  CO=zE,  AOC—y 
als  gegeben  voraus,  den  gesuchten  W^inkel  ACB=ia,  den  Feh- 
ler =:r,   so  ist  offenbar 

c  — /S==x 1) 

Die  Grosse  £  nennt  man  die  Excentricität  der  Aufstellung,  y  den 
Direktionswtnkel  und  x  die  Reduktion  auf  das  Centrum;  /  wird 
stets  von  der  Excentricität  nach  der  rechten  Seite .  (von  O  g^en 
C  gesehen)  bis  zu  dem  linketi  Schenkel  des  gemessenen  Winkeis 
g^echnet. 

siny 
Aus  dem  Dreiecke  AOC  findet  man   sinJ=:£ — ^;  da  aber 

dieser  Winkel  in  den  meisten  Fällen  sehr  klein  ist,  so  kann  Man 

sin  V 
mit  hinreichender  Schärfe  ^  =  £  — -  setzen. 

a 

In  dem  Dreiecke  BOC  ist  aus  dem  eben  angefahrten  Grunde 

jj— jE?!!li|±_0.     Wegen  der   Gleichheit  der  Winkel  AMC  und 

BMO  ist  €i-\-A^ß'\-B,  daher  o— /?=£-— ^,  somit  der  gesuchte 
Unterschied 

a:  =  a — ß  =  B — A 2) 

Werden   för  A  und  B  die   oben  gefundenen  Werthe   substitoirt 
und  X  in  Sekunden  ausgedrückt ,   so  ist 

^.^E\^Jll(ß±jy_±r(     ....  3) 

sinl    f  0  a    \  ' 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  unmittelbar: 

1)  dass  der  Fehler  Null  werden  kann,  wenn  entweder  £  oder 

•»»iPT-y; 1 ^  somit  B—A  Null  wird,  und  dieser  letstere  Fall 

6  a 

Theil  XXIV.  29 
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tritt  dftnd  ein»  wenn  der  Standpunkt  Oin  der  Peripherie  des  dnrd 
die  Punkte  A,  B,  C  bestimmten  Kreises  liegt,  dann  sind  A  vni 
B  Peripheriewinkel  auf  der  Sehne  OC,  somit  einander  gleich* 
Der  Abstand  Es  hat  in  diesem  Falle  auf  die  Grösse  des  Fehlen 
keinen  Einfluss. 

*i)  Der  Fehler  wird  desto  kleiner ,  je  kleiner  E  oder  je  wii- 
ter  die  beiden  anvisirten  Signale  sind,  weil  ein  gleichseitigci 
Wachsen  der  a  und  b  eine  Abnahme  in  A  und  ß  bei  ährigeos 
gleichen  Umst&nden  zur  Folge  hat  Bei  hinreichend  grossen  a  und 
b  werden  die  Winkel  nahe  gleich  Null,  somit  hat  ihre  Summe  und 
ihr  Unterschied  Null  zur  Grenze. 

Diese  Abnahme  findet  desto  rascher  statt,  je  mehr  die  Wertbe 
a  und  6  einander  gleich  sind;   denn  unter  der  Annahme  <i=rt  ist 


5SP  a 


x:=  -T-p 


daher«  well  ß  und  y  unTeränderiich  vorausgesetzt  werden,  de> 
ZSbler  konstant,  während  nach  dem  Gesagten  der  Nenner  wacb- 
send  gedacht  wird;  x  wird  somit  schneller  abnehmen  als  weat 
auch  im  Zähler  zunehmende  Grossen  als  Faktoren  vorkomraeiii 
was  in  dem  Falle  geschieht,  als  a  von  6  verschieden  gedacht  und 
die  BrSche  in  3)  auf  einen  gemeinschaftlichen  Neoner  gebracht 
sind.    Wir  wollen  das  Gesagte  durch  einige  Beispiele  wläntera« 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  a=500o,  b  =  W,  E=^  Klaf- 
ter,  j3=730  29',   y  =  300  16';    mit  diesen  Daten  findet  man: 

x  =  27'32-3^ 

Diese  Wertbe  von  a  und  6  sind  wohl  ungewöhnlich,  aber  nicht 
unmSgKch,  und  können  beim  Messtische  in  dem  Falle  leicht  ei^ 
treffen,  wenn  man  im  Punkte  C  steht,  den  Tisch  nach  A  orien* 
tirt  und  A  rayonirt  hat;  trägt  man  noch  —  wie  es  Gblich  Ist  — 
diese  kurze  Distanz  auf  den  Rayen  «uf,  so  ist  B  um  27'  32*  feh- 
lerhaft bestimmt.  Ob  dieser  Fehler  viel  oder  wenig  beträgt»  we^ 
den  wir  später  untersuchen. 

Lassen  wir  jrsKK',  ß,  y,  a  und  b  die  obigen  Wertbe  be* 
deuten,  so  finden  wir  aus  3)  £  =  0'OI  Zoll,  d.  h.  der  Limbus 
musste  bis  auf  0*04  Zoll  centrisch  gestellt  sein,  wenn  der  Un- 
terschied zwischen  dem  gemessenen  und  gesuditen  Winkel  nur 
10*  betragen  sollte.  Eine  so  genaue  Einstellung  bt  kaum  zu  erreichen. 

Wird  a^b^zSOO  Klafter  angenommen,  die  Wertbe  der  ttfi- 
gen  Grossen  beibehalten,   so  ist  ar=16^. 


i 
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i 

I 

Zweites  Beispiel.  Wenn  beide  Signale  gleich  weit  ent» 
fernt  sind,  wie  gross  nifisste  diese  Entfernung  sein»  damit  bei 
deo  Wertben  I;  =  tS,  /?=730  29',  y=30o  16'  der  Fehler  nur  30^ 
betrage. 

Mit  diesen  Daten  findet  man  o=s267'7  Wiener  Klafter;  da 
nun  der  Messtisch  mit  Leichtigkeit  bis  auf  6  Zoll  centrisch  ge- 
stellt werden  kann,  so  sieht  man  aus  diesem  Beispiele,  dass  eine 
Ezcentricitftt  von  6  Zoll  bei  obiger  Entfernung  der  Signale  keinen 
nierklichen  Fehler  verursacht.  Bei  der  graphischen  Triangulirung 
einer  Quadratmeile  oder  Oberhaupt  in  solchen  Fällen,  \yo  man  es 
mit  grosseren  Distanzen  zu  thun  bat,  kann  man  also  verbültniss- 
m&Mig  eine  grossere  ExcentricitSt  zulassen,  als  bei  der  Detail- 
aafnabroe. 

Drittes  Beispiel.  Ist  /3=60<>,  y=90ö,  «=8000,  6=400», 
£  =4  Klafter,  so  ist  die  Reduktion  a«f  das  Centrum  =^15'  28''  2. 


§.  2. 

Wir  kaben  bislier  die  Umstände  erörtert,  unter  welchen  der 
Fehler  entweder  Null  oder  deeh  sehr  klein  ausftillt,  suchen  wir 
MiD  4fe  Fälle  des  Maximum  auf. 

Hinsichtlich  der  Grossen  a  und  6  wird  x  ein  GrSsstes,  wenn 
eine  derselben  Null  wird;  da  diess  in  der  Praxis  jedoch  nicht 
▼orkommen  kann,  so  folgt  nqr  so  viel  daraus,  dass  der  Fehler 
desto  grosser  wird,  je  grosser  der  Unterschied  in  den  Entfernun- 
gen der  anvisirtee  Signale  Ist« 

Zur  Verminderung  dieses  Fehlers  ergiebt  sich  hieraus  flir 
die  Praxis  die  Regel,  die  Signale  wo  mOglich  der  Art  zu  stellen, 
dase  je  drei  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden  und  von  einem  Stand- 
punkte nur  die  Winkel  zwischen  den  gleichweit  entfernten  Signa- 
len zu  messen. 

Die  Grosse  x  hängt  ferner  von  den  Winkeln  ß  und  /  ab;  las- 
sen wir  nun  E,  a,  b  konstant  sein  und  suchen  wir  das  Maximum, 
Ineefeme  es  von  ß  und  y  abhängt,  so  finden  wir: 

dx      Eco9(ß  +  y)     ^ 
dß^ 1 =  "' 

somit  cos (/3-fy)  =  0,    daher  ist  ß  +  y  =  90^   oder   /J  +  ya270ö; 
famer  ist 

dx_   E     \co8(ßJj)     cosyl 
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also 

b  a    """' 

uDd  weil  nach  dem  Vorhergehenden  cos (/3 -|- 7)  =  0  ist,    60  folgt 
auch  co8y  =  0  and  y=90®  oder  y  =  270®. 

Aas  der  Kombination  der  Werthe  y  und  ß  ergeben  sieb  nor 
zwei  unterschiedliche  Fälle,  bei  welchen  a:  ein  GrOsstes  vrird, 
nSmIich  y  —  90^  und  ß=0  oder  y—90^  und  jS^lSO«,  abo  bei  der 
Messung  sehr  spitzer  oder  sehr  stumpfer  Winkel. 

Die  Formel  3)  geht  über  in 

ab»\nV  abmnr  ' 

jenachdem  /3=0  oder  /3=]80^  angenommen  worden  ist. 

Lassen  wir  hier  E  —  ^  Zoll,  a  =  400,  6  =  50  Klafter  bedeu- 
ten, so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  a:=:5'  1^,  aus  der  zweiteo 
x=— 6'26"8. 

Wird  aber  in  3)  ^=170^,  y=90<'  angenommen ,  die  fibrigen 
Angaben  beibehalten,  so  findet  man  x^=^ — 6'2r'5,  also  nur  am 
5''  3  weniger.  Wenn  nun  die  beiden  Signale  gleich  weit  entfernt 
.sind,  so  wird  bei  einer  Entfernung  von  1368*6  Klaftern  eine  exceo- 
frische -Aufstellung  von  6  Zoll  nur -einen  Fehler  von  10^  venir- 
sachen,  und  da  diess  der  ungiinstigste  Fall  ist,  so  wird  iu  jedem 
andern  der  Fehler  weniger  betragen. 

Dass  aber  in  der  Praxis  Fälle  vorkommen,  wo  das  eine  oder 
da$  andere  Maximum  streng  genommen  eintreten  kauft,  ist  aas 
den  Figuren  2.  und  3.  (Taf.  Xlll.)  ersichtlich.  Ist  nSmIich  C/>  (Fig. 2.) 
die  gemeinschaftliche  Basis  der  Dreiecke  CAD  und  CBD^  hat 
man  das  Instrument  dagegen  in  O  gestellt,  so  kann  es  leicht  ge- 
schehen, dass  die  Signale  A  und  B  mit  O  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  daher  ^^0^  =  0  wird;  wäre  aber  das  InstrumeDt  in  Ccen- 
trisch  gestellt,  so  hätte  man  ACB  gemessen. 

Bei  den  obigen  Angaben  begeht  man  wegen  der  excentrischea 
Aufstellung  von  6  Zoll  einen  Fehler  von  5'. 

Beim  Messtische  kommt  dieser  Fall,  dass  mehrere  Visoreo 
nahe  zusammenfallen,  sehr  häufig  vor;  da  kann  also  das  Maxi- 
mum des  Fehlers,  wenn  nämlich  noch  y=:90^  wird,  leicht  ein- 
treten. Wichtig  fär  den  Praktiker  ist  noch,  auf  den  Winkel  CDO 
aufmerksam  zu  machen.  Nehmen  wir  CD'=i90  Klafter,  OC=6  ZoO, 
COZ>  =  900,  so   ist   rZ>0  =  3'3l''8.     Hat   man   also    bei   einer 
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llesMog  mit  dem  Messtwobe  dieseo,  statt  scharf  Qber  Q  fiber  O 
gesteUt,  und  von  O  nach  D  orientirt,  so  ist  die  Orientirung  bei 
diesen  Umständen  um  3'  36^  feblerhaft. 

Daraus  wird  die  sogenannte  Schwenkung  erkiSrIich;  and 
dass  dieser  Fehler  die  nachtheiligsten  Folgen  nach  sich  zieht, 
ist  jedem  Praktiker  bekannt.  Man  muss  also  bei  der  Aufstellung 
and  Orientirung  des  Messtisches  nicht  allein  auf  die  Arbeit  auf 
demselben,  sondern  auch  unter  demselben  genau  nachsehen,  und 
wie  dieses' Beispiel  zeigt,  kann  eine  Ezcentricit&t  von  6  Zoll  viel 
zo  gross  sein.  Diess  ist  der  schlagendste  Beweis,  wie  nothwen- 
dig  eine  Lothgabel  ist. 

Das  zweite  Maximum  kann  ganz  streng  eintreten,  wenn  in- 
nerhalb eines  Polygons  ein  Punkt  angenommen  und  von  diesem 
die  Winkel  gemessen  werden,  welche  die  Ecken  desselben  in  dem 
angenommenen  Punkte  als  Scheitel  betrachtet  bilden. 

Ist  C -(taf.  XIII.  Fig.  3 )  der  gewählte  Punkt,  wurde' aber  das 
Instrument  Ober  O  centrisch  gestellt,  so  kann  der  Fall  leicht  ein- 
treten, dass  AOB  eine  gerade  Linie,  somit  /3  =  ISO»  ist;  flllt 
no<5b  die  Ezcentricität  senkrecht  auf  diese  Linie,  so  ist  unter 
diesen  Umständen  der  Unterschied  zwischen  dem  wahren  und 
gemessenen  Winkel  schon  bedeutend  und  beträgt,  wenn  a  =  400, 
6  =  60,  £=6"  angenommen  wird,  —6' 26'' 8. 

Wenn  man  nun  C  und  B  auf  irgend  eine  Art  auf  dem  Mess- 
tische  gut  bestimmt,  diesen  sodann  statt  In  C  Ciber  O  centrisch 
gestellt  und  nach  B  orientirt  hätte,  so  ist  die  Orientirung  um 
5' 43'' 8  fehlerhaft,  so  viel  beträgt  nämlich  der  Winkel  CBO. 

Wird  der  Standpunkt  des  Instrumentes  in  der  Mitte  der  obi- 
gen  460  KUfter  langen  Linie,  somit  a=6=225  angenommen, 
£=6  Zoll,  y=90o,  ^  =  180<^  beibehalten,  so  ist  ar=2'32''8,  also 
bedeutend  kleiner.  Da  nun  bei  jeder  Messung  der  Winkel  aas 
einem  Punkte  innerhalb  des  Polygons  das  Maximum  des  Fehlers 
eintreten  kann,  so  sehen  wir  an  diesem  Beispiele,  dass  der  Feh« 
ler  verkleinert  wird ,  so  bald  das  Instrument  von  den  Ecken  gleich 
weit  absteht,  und  da  die  Grosse  y  in  der  -Regel  unbekannt  ist, 
so  ist  es  rätblich,  das  Winkelinstrument  wo  möglich  von  allen 
Ecken  des  Polygons  gleich  weit  zu  stellen. 

Auch  in  dem  Falle,  als 

also  s  Null  wird,    kann  y=90^  werden,  je  nachdem  der  Mittel* 

< 
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ponkt  des  am  da«  Dreieök  besebfiebeiien  Krebss  »«f  der  leeU« 
Seite  des  linken  Sobenkels»  in  dieeelM  selbst  oder  aaf  der  Mm 
Seite  desselben  liegt;  der  Winkel  7  wird  ein  reehter, 
6s=aco8/?  ist 


i  3. 

Untersncb^  wir  nun  den  Einfliisd,  welchen  eine  Aendenmg 
des  y  allein  anf  die  Grösse  x  susfibt. 

Der  Winkel  y  kann  alle  zwiscben  0  and  36(F  liegenden  Wertfce 
baben  and  ist 

1)  NaII,  ftenn  der  Standpunkt  in  der  Verlingerang  des  Sebeo- 
kel«  AC,  also  in  CA'  liegt  (Taf.  XIII.  Fig.  1.). 

2)  Liegt  er  innerhalb  des  Winkels  A'CB,  so  ist  ß^y<:lSO^. 

3)  Kommt  der  Punkt  O  in  den  Schenkel  ßC  selbst,  so  ist 
/J  +  y=:180o. 

4)  Zwischen  ACB  ist  ß  +  Y>l8Hfi. 

5)  Ist  der  Standpunkt  in  der  AC,  so  ist  y^lSO^. 

6)  Innerhalb  des  Winkels  JffCA  ist  y+ß>lSO^  aber  <3606. 

7)  Fällt  der  Standpunkt  in  die  Verlängerung  des  Schenkeb 
JBC.  so  ist  /3  +  y  =  360o. 

8)  Innerhalb  des  Winkels  B'CA'  ist  y  +  ß>3ßO/^. 

Im  ersten  und  fänßen  Falle  ist  y  an  sich»  im  dritten  and  sie- 
benten durch  die  Messung  des  Winkels  ß  bestimmt,  also  nur  io 
vier  Fällen  noch  unbestimmt.  In  jedem  dieser  Standpunkte  kaoa 
man»  wenn  £,  y,  ß,  a  und*6  bekannt  sind,  die  Reduktion  auf  das 
Centram  aus  3)  berechnen,  sobald  y  von  der  ExcentrieitSt  naeb 
der  rechten  Seite  bis  zu  dem  linken  Schenkel  jenes  Winkels  gA- 
reehdet  wird,  der  eben  zu  messen  ist. 

Im  vierten  Standpunkte  z.  B.  liegt  der  Winkel  ß  auf  der  lin- 
ken Seite  des  Schenkels  BC,  ist  somit  negativ,  A  bleibt  positiv, 
daher  aus  1)  x=—(ß  +  A);  aber  in  diesem  Falle  Ist  |3-fy>180^» 
y  kleiner  als  180^  (diesen  Werth  erhält  es  erst  beim  fernereo 
Wachsen),  in  der  erwähnten  Gleichung  sind  somit  beide  Glieder 
negativ  zu  nehmen,   und   sie  giebt  ein  richtiges  Resultat. 

Wir  trollen  nun  an  einem  Beispiele  die  Wirkung  ersichtlicli 
machen,  welche  eine  Aenderung  des  y  allein  hervorbringt  Man  nehine 
den  zu  meldenden  Winkel  a:£z60o,  E=:^,  ysssSO»  »1^:300  Klater 
an;  im  zweiten  Falle  y=:86^,  im  sechsten  y=275^,  im  vierten  balbirt 
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4le  BxceotricHity  im  aebten  ihre  VerllDgeroog  den  Winkel  a;  mit 
4iM6n  Daten  findet  man  die  RednktioD  anf  das  Centrmn! 

beim  ersten  Standpunkte  -f  49^6, 

„     aweiten         „  —3'       ^2, 

dritten  „  —3'      6"!, 


f» 


»» 


f» 


9» 


$» 


9» 


vierten  „  —2'     lö^l, 

fönften  \                   — 49''6, 

sechsten  „  +3'     10*, 

siebenten  »,  -+3'       6^1, 

achten  „  +2^     MTl. 


Diese  bedeutenden  Unterschiede  in  den  Resultaten  veranlassen 
ans  zu  der  Untersuchung,  welcher  Werth  y  bei  einem  und  dem- 
selben Winkel  ^  die  Redaktion  zu  einem  Maximum  macht. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  aus  4)  den  Werth  y,  und  finden 

acos/3 — b 

ein  Ausdruck«  der  sehr  leicht  zu  konstruiren  ist. 

Ist  tangy=0,  so  tritt  das  Maximum  im  ersten  und  ninften 
der  oben  angeführten  Standpunkte  ein;  ist  tangy  positiv,  so  wird 
X  sowohl  filr  /,  al^  auch  I^D^-f-y  sammt  im  zweiten  und  sechsten 
Standpunkte  ein  Grusstes;  ist  endlich  tangy  negativ,  so  kann 
7>  00  und  auch  y>270^  sein;  die  Maxima  bXngen  hier  noch  von 
*den  Werthen  ß  ab  und  kOnnen  nach  Umständen  beim  zweiten,  drit- 
ten, vierten,  sechsten,  siebenten  und  achten  Standpunkte  eintreten. 

Lassen  wir  /3=60<^,  a  =  80,  6=300  Klafter  bedeuten,  so 
ist  /=^  1040  55'  15^  und  die  Reduktion  auf  das  Centrum  bei  6  Zoll 
Excentricität  —5'  56''  7.  Sind  also  die  Schenkel  eines  auf  dem 
Hesstische  gegebenen  Winkels  bedeutend  ungleich,  und  sieht 
man,  dass  die  Excentricität  des  im  Scheitel  dieses  Winkels  auf* 
gnstellenden  Tisches  in  die  Richtung  des  längeren  Schenkels 
nUlt,  so  machen  uns  die  vorhergehenden  Beispiele  aufmerksam, 
die  Aufstellung  ja  zu  Indern ,  denn  dann  nähert  sich  die  Reduk- 
ttsR  ihren  Maximum;  flUlt  jedoch  die  Excentricität  in  die  Richtung 
des  kirseren  Sehenkels,  und  ist  sie  nicht  über  6  Zoll,  so  kann 
die  Stellung  beibehalten  werden. 
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Die  Aofeuchung  des  Werthes  ß^  welcher  bei  ebem  gegebeaei 
Y  die  Redoktion  zu  eieem  Maximom  macht»  hat  tüw  die  Prazit 
kein  Interesse. 

Bisher  haben  wir  die  Untersuchung  bloss  auf  einen  Winkel 
beschränkt 9  es  bleibt  noch  der  Einfluss  nachzuweisen,  welchen 
eine  ezcentrische  Aufstellung  auf  alle  aus  einem  Standpunkte  ge* 
messenen  Winkel  ausübt. 

Wir  nehmen  an ,  dass  aus  einem  Standpunkte  die  in  den  naclh 
stehenden  Rubriken  enthaltenen  Winkel  gemessen  worden  sind, 
dass  die  Ezcentricität  6  Zoll,  der  Direktionswinicel  mit  dem  ersten 
rechts  liegenden  Schenkel  3(K»22'35''  betragen  haben.  Für  die 
folgenden  Winkel  Ist  /  durch  den  eben  gemessenen  und  den  ersten 
Direktionswinkel  bestimmt. 


IK 


Länge  des 


linken 


rechten 


Schenkels  in  Eilftrn. 


üirektiont- 
winkel  y 


Der  genip«- 
rtene  Winkel/? 


Rfffoktion 
auf  da8 
Centruin 


Der  richtige 
Winkel  a 


80 
120 
158 
112 

148 
90 


120 
158 
112 
148 
90 
80 


300  22'  35'' 

9  0  0 

162  19  15 

210  1  1 

273  48  35 

* 

332  26  15 


'    OK» 


50«  37'  25 

72    19  15 

47    41  55 

63   47  25 

58    37  40 

57   56  20 


+34''6 
-r  50''2 
-1'  49*^8 
-      39''! 


59«  37'  59*6 
72  17  248 
47  40  5'2 
63   46   45-9 


+      27*5  58   38     7-5 
+3'    17*057   59  37-0 


^ilimmt  man  nun  statt  a  den  gemessenen  Winkel  in  die  Rech- 
nung, 80  ist  jeder  mehr  oder  weniger  fehlerhaft,  und  weil  die 
Summe  a  als  ß  360«  beträgt,  so  ist  man  gar  nicht  veranlasst,  einen 
Fehler  in  der  Messung  zu  vermutben  und  geht  mit  dem  Instru- 
mente ganz  beruhigt  vom  Standpunkte.  Die  auffallende  Grosse 
der  letzten  Reduktion  erklärt  sich  durch  den  Umstand ,  dass  beide 
Schenkel  ziemlich  kurz  und  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  bei- 
der Glieder  zu  nehmen  ist. 

Aach  dürfte  zum  Theil  hier  der  Grund  Itegen,  wanm  niebt 
immer  alle  Punkte ,  die  unter  denselben  Umstindeo  besthnmt  wor* 
den  sind,  gleich  gut  stimmen. 
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§.  4. 

*  «  ft 

fes. bleibt  Doeb  d(e  Frage  zu  beantworten,  welchen  Einilus« 
der ,  wegen  der ,  ex^eptriachen  AnCstellung  begangene  Febl^r  auf 
die  diesem  Winkel  gegenüberliegende  Seite  oder  überhanpt  auf 
das  Resultat  der  Messung  bat.  Dass  der  Einfhiss  twar  bedeu- 
tend, doch  nicht  Wo  biedeutend  ausfallen  kann,  als  man  nach  der 
Grosse  der  RednVtion'swinkel  erwarten  dfirfle,  folgt  aus  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst;  denn  sind  die  Schenkel  des  zu  messen- 
den Winkeis  lang^  so  ist  der  Fehler  bei  e^ner  h^lhwegs  at^&nerk- 
saroen  Aufstellung  unbedeutend,  und  in  deip  Falle,  wo  eine  kleine 
Excentricität  schon  einen  bedeutenden  Unterschied  verursacht,  ist 
wieder  der  eine  Schenkel  kurz;  berechnet  man  also  mit  den  zwei 
Seiten  und  dem  unrichtigen  Winkel  die  gegenöberliegende  Seite, 
so  wird  das  Resultat  mit  wenigen  Ausnahmen  von  der  Wahrheit 
wenig  abweichen. 

Diese  Behauptung  nachzuweisen  sei  in  einem  Dreiecke  AC^=^ay 
BC=ö;    der  richtige  Winkel  ACB=:a,   daher 

Aß  =  Va«+6a— 2a6cosa; 

wegen  der  nicht  scharfen  Aufstellung  habe  man  durch  die  Mes- 
sung a — j?  erhalten,  so  ist  die  berechnete  Länge 

Vu^  +  6« — 2ab  cos  (a  — '^, 
und  wenn  der  Unterschied  beider  mit  z  bezeichnet  wird:  •> 

f  =  Vo«+6*— 2a6cosa—  Vo«4.6«— 2o6cos(a— ar). 

Da  wir  nur  eine  kleine  Excentricität  voraussetzen,  so. i^torand 
als  Folge  dessen  auch  z  klein;  wir  können  somit  mit  hinrei- 
chender Schärfe  cosj'=1,  sinx=j?  setzen;  nach  der  Substitu- 
tion und  einer  einfachen  Reduktion,  bei  welcher  die  zweite  Potenz 

von  z  vernachl^siget  wurde,   findet  man 

« 
a6  sin  cur 


Va«  +  6«  — 2a6cosa' 
ond  wenn  a:  in  Sekunden  ausgedruckt  wird: 

<i6sinttx^^sinl^ 
'"'Va^  +  6*-2ö6cosa* 


7) 


Man  siebt  aus  diesem  Ausdrucke,   dass  x   nicht   bedeuten^ 
werden  kattn,    den  Fall  ausgenommen,   wfim  das  Instrument  bei 
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*  kunen  Distanzen  sehr  exeentriscb  gestellt  wäre;  docb  diese  Vo^ 
aussetzang  sdiliessen  wir  bei  der  ganzen  Untersachong  aus. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  ft=:9(K>,  y=0,  a  =  230,  6  =  180. 
E^szh  Klafter,  so  findet  man  jr=r95^,  xss  0*066;  die  wahre 
Linge  der  dem  Winkel  u  gegenOberiiegenden  Seite  bt  293-06  Klftr. 

Zweites  Beispiel.  Hit  den  Daten  a  =  500,  6=10^ 
£s=  A  Klftr.»  ^3=730  W  and  y=W^  W  haben  wir  fi.  1.  ^=27'  32^ 
gefunden,  daher  ist  ass73<»  66^32^  und  x=0*080p  die  Linge  der 
ili?s497*33  Klafter. 

Die  Gleichung  7)  wird  in  den  Fällen,  als  die  Reduktion  aaf 
das  Ceotrum  wegen  ß  und  y  ein  Maximum  erreicht,  noch  einfacher; 
denn  ist  /3  =  0  und  /  =  90^,  so  ist  azirzx,  und  wenn  ^s=  180*, 
y=gOOwird,  ist  a=:1800— x;  also  in  beiden  Fällen  8ina=r-f  sin;r, 
dagegen  co8«=:dbcosx,  jenachdem  /3=0  oder  ßt=i\HP  ist,  und 
weil  B\na  klein  ist,  so  kann  sin«=a:^sinl'',  co8a=:l  gesetzt 
werden ;   bei  dieser  Annahme  geht  die  Gleichung  7)  Ober  in   . 

Aus  der  Gleichung  5)  folgt 

ab  _ 

wird  dieser  Werth  in   die   vorhergebende  Gleichung    suhstitnirt, 
so  ist: 

z^EaftAnV, 8) 

wobei  bloss  das  Zeichen  -f-  zu  bebalten  ist,  weil  Air  ßt=z\90f^  x 
an  sieh  negativ  ist 

Nach  dieser  Formel  findet  man  für  /}=:180o,  a=400,  6=230 
Klafter,  £=tV  Klafter,  a:=— 1' 57''7,  x  hat  erst  in  der  Oinften 
Dezimalstelle  eine  bedeutende  Ziffer. 

Wenn  aber  ein  Punkt  oder  eine  Linie  aus  einer  Basis  und 
den  anliegenden  Winkeln  bestimmt  wird,  so  kann  sowohl  in  dem 
einen,  als  auch  in  dem  andern  Standpunkte  wegen  der  excentri* 
sehen  Aufstellung  ein  Fehler  begangen  werden  und  in  diesem 
Falle  ein  bedeutender  Unterschied  in  den  Resultaten  entstehen. 

Nehmen  wir  in  dem  Vierecke  (Taf.  XIII.  Fig.  4.)  ^10  =  89 
Klftr.,  die  richtigen  Winkel  sind  CADz=zVfi,  DAB^$»W. 
ilBC=  18^30',    CBD^W^W*,    mit   diesen   Angaben    findet 


■MW  iiCt=r90'M3,  AD:=nllOlM,  BCsiW'4».  BD^zLSaSST, 
CD  « 114*694  KIftr. 

Dagegeo  habe  sowohl  in  A  als  in  B  die  ezcentrische  Aaf- 
stellaDg  6"  betragen»  in  il  «ei  der  Winkel  )^s=105<>S8' '»",  tn  B 
=13»*  iV  66" ,  80  sind  die  durch  die  Messang  erhalteMB  Win- 
kel CA1)  =  90^VS7\  DAB  =  30^  61' 63",  ABC=1603l'7\ 
CBD=z89^  W  43f.  Die  Resnltote  der  Rechnung  mit  diesen  Win- 
keln sind  ilD= 110*769«  JC=:31158«  AC^90796«  SD=58793, 
CZ>= 115 '142.  Wir  sehen  somit,  dass  hier  durch  eine  kleine 
Excentricitfit  die  Länge  der  Linien  bedeutend  verfehlt  wird. 

Aber  ausser  der  Länge  kommt  besonders  beim  Messtische  die 
Lage  einer  Linie  au  berücksichtigen;  welchen  Eiofluss  kann  aUo 
eine  excentrische  Aufstellung  von  6  Zoll  auf  die  Lage  der  diesem 
Winkel  gegenüber  gelegenen  Seite  äussern?  Zu  dieser  Unter« 
sochung  nehmen  wir  in  Taf.  XIII.  Fig.  5.  CfissSCK',  CA^AW^, 
CD=SO^.  CO=A  Klafter,  y=94062',  AOD  =  209W,  BOD 
=  28^  15',  CD  ab  die  Abseissenlinie,  C  als  Anfangspunkt  der- 
selben an.  Reducirt  man  die  gemessenen  Winkel  auf  das  Cen- 
trom  und  berechnet  die  Coordinaten  von  A  und  B  einmal  mit  den 
gemessenen,  das  andere  Mal  mit  den  richtigen  Winkeln,  so  fin- 
det man: 

*  

im  ersten  Falle:  im  zweiten  Falle: 

Ordinate  von  A  .    .    .      23*666  Ordinate  von  A  .    .    .      23*718 

Abedsse 44-044  Abscisse 44016 

Ordinate  von  J  .    .    .    138*450  Ordinate  von  2I  .    .    .    138*130 

Abscisse 375*280  Abscisse 375*400 

Die  Lage  -der  Linie  ist  daher  merklich  unrichtig  bestimmt, 
und  zwwr  differirt  der  Winkel,  welchen  die  Linie  Aß  nach  beiden 
Bestimmuilgen  mit  der  Abseissenlinie  macht,  um  4  Minuten.  Die 
excentrische  Aufstellung  hat  daher  auf  die  Bestimmung  der  Lage 
einer  Linie  einen  eben  so  nachtheiligen  Einfluss,  als  auf  ihre 
Länge;  diese  ist  im  ersten  Falle  350<^695,  Im  zweiten  350^^556, 
somit  auch  merklich  unrichtig. 

{.  5. 

Wird  die  Excentricität  bedeutend  gross,  so  bestimmt  man 
ausser  ß  noeh  y  und  E  und  bringt  die  Reduktion  In  die  Rech- 
mtog;  es  ist  mm  die  Frage  1  welchen  Eininss  kal  eine  fehler^ 
kalte  Besthnnung  des  DIrektfenswInkels  auf  das  Resultat 
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Es  sei  in  einein  gegebenen  Slaildpunlite  y  das  wahre  Maut 
des  Winkels  y  man  habe  aber  durch  die  Messung  y-f  ^y  erhalten, 
somit  um  Jy  gefehlt. 

Wird  nun  y-i-Jy  in  die  Gleichung  3)  substituirt  und  das  Re- 
sultat  mit  xi"  bezeichnet,   so  ist 

somit 

^       E    \sm(ß't^)co9^Y ,  cos(/3"f7)sin^y    sinycos^y    cosy8inz/y( 
"^^  -sinl" )  6  +  6  i  ä       f 

Die  Grösse  Jy  dürfte  doch  in  jedem  Falle  so  klein  sein,  das« 
wir  sin^/  =  ^y,  cos^y=l  —  l^y^  setzen  können;. bei  di^er  An* 
nahm^  wird: 

iE     \s\n(ß  +  y)     siny( 
^^   "-sinl"/         6        ^    a    \ 

EJy  j  cos(j8-fy)      cosy  J       EJy^   j  sin(/3-fy)  ^  siny  i 
+  sinr|         6         ""    a~"l""2sinr«         b  a    \' 

In  dieser  Gleichung  ist  das  erste  Glied  und  der  Faktor  von  -^» 

im  dritten  Gliede  die  richtige  Reduktion  auf  das  Centrum,  somit 
ir*,  wenn  daher  das  erste  Glied  auf  die  andere  Seite  fibertragen 
wlrd^  so  ist: 

^n      ^ir—   ^y  |cos(j8+y)      cosy(       ^y^o:^ 
*»    ""'^    ""sinrl         b  a    »  2 

Hier  bedeutet  ^y  einen  Bogen,  wird  dieser  in  Sekunden  ausge- 
drückt mit  jy'f  der  Fehler  des  Resultates  Xi"  —  x"  mit  y*  be« 
zeichnet,  so  ist 

Da  in  dieser  Gleichung  der  wahre  Werth  des  y,  deshalb  aber 
auch  a^  unbekannt  ist,  so  dient  sie  nur,  den  Fehler  y  unter  he« 
stimmten  Annahmen  zu  schlitzen,  dabei  kann  in  den  meisten  Fäl- 
len das  letzte  Glied  vernachlässiget  werden. 

Die  Gleichung  9)  hat  aber  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
bei  4en  Werthen,  welche  x  zu  einem  Maximum  machen,  gleichviel 
ob  ß  und  y  oder  bloss  y  allein  veränderlich  ist,   das  erste  Glied 


eentr1tck,Aufiieii.  de^Misuihchei  od.  eine$  WHikeimtss.  eniUeMm,  4ST 

NaII,  somit  tf'  nur  dureh  das  zweite  ganz  unbedeutende  Glied 
aosgedrückt,    somit  zu  einem  Maximum  wird. 

Als  erstes  Beispiel  lassen  wir  /3=60^9  a=^800,  6^40009 
£J  =  4  KlaAer  bedeuten ,  der  richtige  Wertb  des  )f=i20^,  so  ist 
x= — 12'  46^^.  Wird  aber  angenommen,  dass  Jy  uro  2^,  also  um 
7200  Sekunden  zu  gross  gemessen  worden  ist,  sojst  ^^=32'' 6, 
i^omit  im  Verbältniss  zu  dy  unbedeutend. 

Zweites  Beispiel.  Ist' wieder  /3  =  60,  a  =  800,  6  =  4000, 
£  =  4  Klaffet,  y=  100^53' 36",  so  ist  x^-^W  45''  und  y=057, 
so  viel  beträgt  das  zweite  Glied  der  Gleichung  9),  denn  mit  die- 
sem Werthe  y  wird  jc  ein  Maximum,   y  dagegen  ein  Minimum. 

Der  Umstand  5  dass  ein  Fehler  in  y  auf  die  Reduktion  so  ge- 
ringen Einfluss  hat,  ist  für  die  Praxis  von  Wichtigkeit >  denn  eine 
genaue  Messung  des  y  ist  in  vielen  Fällen  schwierig,  während  E 
ziemlich  leicht  bestimmt  werden  kann. 

Nach  dieser  Darstellung  also  hat  selbst  eine  kleine  Excen- 
tricität  in  jeder  Hinsicht  einen  nachtheiligen  Einfluss  auf  das  Re- 
sultat der  Messung 9  die  fehlerhafte  Orientirung  des  Messtisches 
jedoch, ^welche  eine  unausbleibliche  Folge  der  excentrischen  Auf- 
stellung ist,  halte  ich  fOr  den  grössten  dieser  Fehler. 

Endlich  wollen  wir  noch  beifügen,  dass  die  Reduktion  auf 
das  Ceutrum  noch  auf  eine  zweite  Art  bestimmt  werden  kann« 
Ist  Taf.  XIU.  Fig.  6.  ACß  der  zu  messende  Winkel,  das  Instru^ 
meot  dagegen  in  O  gestellt,  so  ist  wie  bekannt  x^=B^A  die 
Reduktion.  Fällt  man  von  O  auf  die  Schenkel  AC  und  BC  die 
Seokrechten  Op  und  Oq^  so  ist 

noD  kann  offenbar  OB  =z  CB,  OA=iCA  gesetzt  werden;  wird 
Oq^c,  Op  =  df  CA=ia,  CB:=zb  gesetzt,  und  die  Reduktion 
in, Sekunden  ausgedrückt  mit  x"  bezeichnet,   so  ist: 


10) 


In  diesem  Ausdrucke  ist  c,  so  auch  d  als  positiv  oder  nega- 
tiv za  betrachten ,  je  nachdem  die  Senkrechte  auf  der  rechten  oder 
linken  Seite  des  entsprechenden  Schenkels  liegt.  Sind  aber  dic^ 
Grossen  c  und  d  um  Ac  und  Ad  fehlerhaft  bestimmt,  so  Ist.d^r. 
Fehler  in  der  Reduktion : 


^u  ^     1      \^c     Ad] 
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Beitn^  2iir  Theorie  der  anihdllteii  Coryen. 

Von, 
Herrn  Doctor  Heilermann 

in  Trier. 


5.1. 

Eines  der  wichtigsten  Unterscheidangsmerkniaie  der  attea  ond 
der  neuem  Geometrie  besteht  darin ,  dass  jene  mir  den  Punkt  aU 
Element  benattt,  um  alle  riumlichen  Gestalten  za  erseogeo,  dass 
aber  diese  sich  der  Geraden  oder  Ebene,  jenachdem  die  geome- 
trischen Gebilde  In  einer  Ebene  oder  allgemein  im  Räume  gedacht 
werden  9  in  gleicher  Weise  bedient,  wie  des  Punktes.  Hiemaeh 
ist  dann  insbesondere  eine  Curve  nicht  bloss  ein  Ort  fSr  einen 
Punkt,  sondern  sie  ist  xugleich  ein  Ort  fflr  eine  Gerade,  welche 
die  Curve  in  all  ihren  Lagen  berührt,  oder:  eine  Curre  wird  nicht 
bloss  als  von  einem  Punkte  beschrieben  betrachtet,  soodem  auch 
als  von  einer  beweglichen  Geraden  umhüllt. 

Für  die  gewöhnliche  analytische  Behandlung  ist  die  Entwicke- 
Inng  der  von  Punkten  beschriebenen  Curven  ungleich  einfacher, 
als  die  der  umhüllten;  und  ich  glaube  deshalb,  dass  die  nachfol- 
genden Untersuchungen,  in  welchen  ich  auf  elementar- iinal3rti«eheai 
Wege  viele  umhüllte  Curven  herleiten  werde,  theils  wegen  des 
Gegenstandes,  theils  wegen  der  Methode  der  Behandlung,  tm 
einigem  Interesse  sein  werden. 


Eine  Gerade,  welche  ebe  Cunre  umhüllt,  genügt  in  all 
Lagfell   einer    gewissen  ßedingimgsgleiehun||,    welche   eigentlieb 
nichts  afs  die  Gleichung  der  umhüllten  Curve  in  andern  Zeiden  ist; 
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wir  wollen  hier  nun  zaoächst  die  Fftlle  betrachten«  in  welchen 
diese  Bedingung  eich  bezieht  auf  die  Abschnitte,  welche  durch 
die  anihOilende  Gerade  auf  zwei  festen,  sich  schneidenden  Geraden 
entstehen.  Zwei  solche  Abschnitte  bestimmen  aber  nicht  bloss 
eine  Gerade,  sondern  auch,  wenn  man  sie  als  Coordinaten  an» 
sieht,  einen  Punkt,  und  jene  Bedingnngsgleichung  stellt  also  zu- 
gleich eine  Curve  dar,  f&r  welche  die  festen  Geraden  die  Coordi- 
natenaxen  und  die  von  der  umhOilenden  Geraden  auf  denselben 
ahgeschnlttenen  Stocke  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Diese 
Curw  wellen  wir  fm  folgenden  die  leitende  Linie,  und  de« 
Punkt,  welcher  durch  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden  be- 
stimmt wird,  den  zigehurfgen  leitenden  Punkt  nennen«  Wem 
also  Jf  ein  Punkt  einer  leitenden  Linie  und  MP=ix  und  MQz^y 
seine  Coordinaten  sind,  -so  suchen  wir  die  Curve,  welche  von  der 
Geraden  PQ  nrohfillt  wird. 


{.  2. 
Es  sei  (Taf.  XIII.  Fig.  7.)  die  leitende  Linie  eine  Gerade 

-+ä^-I 
welche  auf  den  Azen  die  Stücke  OA^a  und  OBz=,b  abscheidet. 


\ 


Die  zu  den  Punkten  ilf=(a:,  y)  und  '^i=(^i,^i)  geh5rigen 
Geraden  PQ  und  PiQi  sltid 

X       y 

wenn  wir  mit  |  und  17  die  laufenden  Coordinaten  der  umbüllenden 
Geraden  bezeichnen.  Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach 
t  tmd  f^  erhält  man: 

als  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden  PQ  und  PiQi. 
Weil  die  Coordinaten  von  M  und  Ui  der  Gleichung  der  Leltendeü 
genfigen,  so  Ist  Mcb 


S+5=.l; 
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und  weon  die  Werthe  in  1)  gesetzt  werden,  so  entsteht 

Lassen  wir  nun  die  Geraden  PQ  vluA  PiQi  zusammen  fallen,  d.h. 
setzen  wir  ^Ti  =:r  und  jf|=iy,  so  fällt  auch  ihr  Schnittpunkt  mit 
Ihren  Berührungspunkten  zusammen,  und  es  sind  folglich  die Coor- 
dinaten  des  Berührungspunktes,  den  wir  mit  p  bezeichnen: 

1  =  —  und  «=v* 
Hieraus  folgt  nun   weiter: 

KI)*""'f=G)' 

und  schliesslich: 

(i)'-^a)'=' 

als  Gleichung  der  umhüllten  Curve.  Diese  ist  bekanntlich  eine 
Parabel,  welche  von  den  Azen  OA  und  OB  in  den  Punkten  A 
und  ß  berührt  wird. 

pP 
Für  das  Verhältniss  ^-q  gibt  es  eine  Reihe  von  andern  Dar- 
stellungen,  denn  es  ist,   wie  leicht  zu  sehen: 

pQ       I      y-^^      ^      ^"V    ^*o     y*^    MB'- 

und  die  letzte  Darstellung  insbesondere  zeigt,  dass  die  umhüllende 
PQ  durch  den  Berührungspunkt  p,  und  die' Leitende  AB  darcb 
den  leitenden  Punkt  M  nach  demselben  Verhältnisse  getheilt  werden. 

Bezeichnen  wir   noch  den  Schnittpunkt  dieser  Linien  mit  f, 
so  ist       ; 

qP      OB  PA     y    X     MA      pP 
^^  pQ'^  OA'Qß~b    a  -^MB—pQ' 

d.  h.  die  umhüllende  PQ  wird  durch  ihren  Berührungspunkt  p 
und  durch  die  Leitende  AB  harmonisch  getheilt  Es  sind  also  auch 
JVQ,  MP,  Mp  und  Mq  harmonischem  Strahlen ,  und  weil  Mq  fest- 
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li^ty  MQ  und  MP  immer  zu  OA  und  OB  parallel  bleiben,  8o 
bleibt  auch  Mp  immer  zu  sich  selbst  parallel.  Wenn  dann  MA 
^=^  lüB  wird,  also  a:  =  4a>  y  =  iÄ,  |  =  ia:  und  iy  =  iy,  so  ist  Mp 
der  Durchmesser  der  Parabel,  welcher  alle  zu  AB  parallelen  Seh- 
nen halbirt,  und  geht  zugleich  durch  O;  da  aber  alle  Durchmes* 
8er  der  Parabel  parallel  sind,  so  ist  auch  die  Gerade  Mp  in  jeder 
Lage  ein  Durchmesser  und  die  von  ihr  halbirten  Sehnen  sind  jedes- 
mal der  Geraden  PQ  parallel. 

Die  leitende  Linie  AB  wird  durch  den  Punkt  q  so  getheilt,  dass 

Aq      OQ    AP      /MAY     ^       .^  •      ^     ^ 
^>  B^^ÖP  BQ-\MßJ    <>^^^  ^^9^^Ag.Bq. 

Wird  die  umhOlleode  Gerade  PQ  durch  den  Punkt /^  =:  (£i ,  fji) 
nach  dem  constanten  Verhältnisse  j  getheilt,  so  ist 

also  die  von  pi   beschriebene  Gerade 

welche  auf  den  Azen  die  Stücke 

abschneidet,  so  dass 

d.  h.  die  vom  Theilungspunkte  pi  beschriebene  Gerade  ist  eine 
Lage  der  beweglichen  Geraden  PQ  und  deshalb  auch  eine  Be- 
rührende der  Parabel.  Es  wird  folglich  die  Umhüllende  PQ  von 
einer  festen  Berührungslinie  in  allen  ihren  Lagen  nach  demselben 
Verhältnisse  getheilt.  Denken  wir  uns  nun  das  Stück  PQ  inner- 
lich und  äusserlich  nach  allen  möglichen  Verhältnissen  getheilt, 
so  beschreiben  die  Tbeilpunkte  eine  Schaar  Gerader,  welche  die- 
selbe Parabel  umhüllen. 


$.  3. 

Es  sei  die  leitende  Linie  die  Parabel 
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lH9zogefi   auf  lvrc<    feste  Berühningsliiiteii ,    di  CevrdiniAena&ci. 

tVerden  wieder,  wie  oben;  die  laufenden  Coordinateo  der  Cm* 
liuUenden  mit  |  und  17  bezeichnet,  so  erbalten  wir  für  die  Coor- 
dinaten  des  «Schnittpunktes  zweier  Um  hüllenden  dieselben  Aa«- 
dr^cke  wi«  unter  L).    Dazu  ergibt  «ich  Jetzt  aus  den  GleichiiDgeD 


/iy_    y*-yi* 


und 

Vy        aryi— ^ly  ari+ari^ 

und  wenn  diese  Gieichangen  mit  denen  unter  1)  rerbnoden  wer- 
den, so  entsteht: 

Wenn  wir  auch  hier  die  Umhöllendei)^  weiche  sieb  im  {^uokte 
p:=(^rj)  schneiden 4  zusammenfallen  lassen,  so  erhalten  wir  den 
BerOhrungspunkt.    Es  sind  also  die  Coordinaten  des  letztem 

t  8 

und 


"  (l)'+(0'=' 


iltt  GMchiMBg  -der  unihöllten  Curve. 

Wird  durch  den  'leitenden  Putikt  M  ehie  Berührende  Vt 
(tat:  Xlll.  Flg.  8.)  ttn  dl«  'Parabel  gelegt,  ^o  kunmen  wir  Yttr  dies» 
Lage  des  Punktes  Ulf  dte  'Gefade  W  ai^s  Leitende  ansehen,  mrfl 
folglich  ist  nach  3),  4)  und  5) 

Es  werde  auch  hier  die  umhüllende  PQ  durch  den  Punkt  pi^(U^) 
nach  dem  constanten  Verhältnisse  j  getheilt,  so  wird  folglich 
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4i  ß 

aod  der  Punkt  pi  beschreibt  die  Parabel 

(^'•i)'+(^t)'='- 

Zwei  solche  Parabeln 

scbpelden  sijch  in  Punkten,  deren  Coordinaten  sind: 

»l     Aa' — &i*         ,        .i  "a  —  "i  /L  t.  A 

oan  UA  abctr 

-  +  -5=1  und  -+6^=1. 
folglich 

aod  aus  diesen  in  Verbindung  mit  den  obigen  *0]efcliangen  er- 
gibt  sich : 

^»  =""^ir"- — . i..i — "^  •^i  =~6 1.    4""- 

Lassen  wir  nun  die  beiden  ParaMn  eusammenfallen ,  so  erbal* 
teil  wir  den  Punkt,  in  welchem  sie  von  einer  Curve»  welche  alle 
einhfiUt,  berührt  werden.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind 
also 


und  weil 


80  ist 


(i)'K?y= 


1 

30* 
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die  Curve,    welche  alle  jene  Parabeln  einhüllt »    sogleich  dw  foi 
PQ  umhüllte  Carve  7). 


5.4. 
Es  sei  die    leitende  Curve    dargestellt  durch    die  Gleichoog 

Die  beiden  Geraden  PQ  und  P^  Qy ,  welche  auf  den  Axeo  die 
Stücke  :r,  y  und  cci^  y^  abschneiden,  schneiden  sich  auch  hier 
in  dem  Punkte  (£17),   dessen  Coordinaten  sind: 

£=— ^^^ — ^^—  •  xxt    und   1)  = •  v^i  • 

Weil  X,  y  und  Xi^  yi  Punkte  der  leitenden  Curve  darstellen,  so 
ist  auch: 

X^ — X|* 


Durch  einige  Umformungen  erhält  man  hieraus: 

n— 1  w—a  1  «—3  « 

(y'")»  +  (y'")".(yi~)»+(y"')»  .(yi)"+.... 

Wird  der  Werth  von  —^ — ^ —  hieraus  entnommen    und  in  dem 

Ausdruck  fOr  |  substituirt,  und  danach  x^=Xi  und  y=yi  gesetzt, 
so  entsteht: 

als  Werth  der  Abscisse  des  Berührungspunktes  der  Umhüllenden 
PQ.    Eben  so  erhält  man: 
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l\n    üLt? 


al«  Werth  der  zugehörigen  Ordinate.    Aus  beiden  folgt  dann  lu« 
nächst: 


m 


<ir=a)"""^ar=a)'- 

und  weiter 

als  Gleichung  der  nmbiillten  Curve. 

Wird  die  umbauende  Gerade  PQ  nach  einem  constanten  Ver« 
h&ltnisse  -x  durch  den  Punkt  pi  getheilt,  so  beschreibt  dieser 
Punkt  die  Curve 


C4^jr+c-f'ir='^ 


durch  Schlosse,    die  den  vorigen  ähnlich  sind»    findet  sich,    dass 
die  Schaar  Curven»  welche  entsteht,  wenn  man  dem  Verhältnisse 

-g  alle  möglichen  Werthe  beilegt,   auch  die  Curve  8)  umhfillen. 

Wird  durch  den  Punkt  M^=(xy)  an  die  leitende  Curve  eine 
Beiilhningslinie  gelegt,  welche  die  Azen  in  ü  und  V  und  die 
Umhüllende  PQ  in  q  schneidet,  so  gelten  auch  hier,  und  zwar 
ans  denselben  GrQnden,    wie  bei   der  Parabel,    die  Gleichungen: 

ferner  ist  die  Gleichung  der  Berührenden   C7F,    was  wir  hier  als 
bekannt  annehmen, 


and  wenn  wir  diese  als  leitende  Linie  ansehen,  so  wird  eine  Pa- 
rabel omhfilit,  welche  die  Axen  in  den  Punkten  V  und  V  be- 
rührt. Auch  von  diesen  Parabeln  lässt  sich  In  ähnlicher  Weise 
wie  vorhin  zeigen,  dass  sie  die  Curve  8)  umhüllen. 
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8*  5. 

sich  nun  auch  die  leitenden  Carven  erkennen,  för  welche  die  bs- 
hüllten  eine  einfache  Form  annehmen. 

ft)  Wenn  ms^— n>  äk«  die  Leitende 

X      y 

eine  Hyperbel  ist,  bezogen  auf  vwei  Coordinatenaxen,  die  zu  den 
Asymptoten  parallel  sind  und  sici  In  eirtem  Punkte  der  Hyperbel 
schneiden,  so  sind  die  Coordinaten  des  ßeriihrungspnnktes  der 
umhüllenden  Geraden  PQ  nachr  der  EfH#itflielüiig  diw  9«  4i 

d.  h.  die  Gerade  PQ  geht  durch  den  festen  Punkt  (416)  >  and  die- 
ser ist,  wie  leicht  zu  sehen,  der  Mittelpunkt  der  leitenden  Hyperbel. 

Durch  denselben  Punkt  gehen  nun  attcb.alle  Hyperbeln  ?od 
der  Form 

"      ^  1.  ^      ^      I 
— r  ^  »  a '  —  =  *  * 


a  +  ßa:'^  9t  +  ß'y 

und  Alte  PäräbelA,  földhä  dhe  Tans^etite  der  uraprOMglirtietl  Hy- 
perbel als  Berührungssehne  oder  leitende  Linie  enthalten. 

ß)  Für  m  = »  udd  m^^^n  erbalten  wir  die  untor  a)  imd  b) 
betiaehteten  Cbrven  als  leitende  Linien. 

y)  Dahitt  die  umhfillt«  Cüfve  8)  eih  Keg^hchnitt  sei  tttt  6tf 
Form: 


(D*+ay->. 


ist  zu  setzen  — ; —  =  2,  also  ?ii  =  —2n,  d.h.  die  zugehörige  lei- 
tende  Curve  ist 


er+ay- 


§6. 
Besondere  BcsehtaAg  verdient  der  Fell,  ia  welcheHl  die  !*>- 
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tende  Uaie  eiqe  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  belogen  auf  «ODJu- 
girte  Dufchmeaaer  als  Coordinatenaxen.    Es  sei  alao 

die  Leitende,   dann  ist  qach  8)  die  Umhüllte 


(f)' +(!)'=■ 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Umhüllte  mit  äer  Leiten* 
den  die  vier  Scheitel  gemeinsam  hat,  und  im  (Jebrigen  ganz  in- 
nerbaib  der  Ellipse  liegt«  Bezeichnen  ^i?  die  vier  Scheitel,  so 
wie  sie  aufeinander  folgen,  mit  A,  ß,  Ai,  Bi,  und  lassen  den 
leitenden  Punkt  M  den  Bogen  Aß  durchlaufen,  so  beschreibt  die 
Gerade  PQ  durch  ihre  beidenr  Verlängerungen  die  Ebenen  der 
Winkel  AOBi  und  BQA\\  und  das  $tüclt  Pp  yon  veränderlicher 
Länge,  wo  wieder  p  den  Berührungspunkt  bezeichnet,  beschreibt 
die  ganze  Fläche,  welche  von  dem  Bogen  AB  der  Umhüllten  und 
den  Linien  OA  und  OB  begränzt  wii'd ;  dieselbe  Fläche  wird  aber 
auch  ganz  von  dem  Linienstücke  Qp  beschrieben.  Wenn  also  der 
leitende  Punkt  M  den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  durchläuft,  so 
wird  von  der  umhüllenden  Geraden  PQ  die  f^an^e  Ebene  der 
Ellipse  zweimal  und  der  von  der  Umhüllten  begränzte  Theil  der 
Ebene  viermal  beschrieben.  Hieraus  geht  hervor,  dass  durch  einen 
Ponht  vier  oder  drei  oder  zwei  Berührungslinien  ap  die  Umhüllte 
gezogen  werden  können,  jenachdem  der  Punkt  innerhalb  der  Um- 
hüllten oder  in  derselben  oder  ausserhalb  liegt. 

Wenn  der  Punkt  pi  die  Umhüllende  PQ  nach  dem  constan- 

te«    V(9rbältni9ae    ?  tbeilt,   so  beschreibt  er  die  Curv^ 


(:-^ihc-^V)-^- 


und  die  Schaar  dieser  Ellipsen  umhüllt  dieselbe  Curve,  wie  PQ, 
Wfrdfo  die  laufenden  Coordinaten  der  Geraden  JOpx  iRit  ^»  jfi 
bt^e^bpety  so  i»t  ihre  Gleichung: 


oder,    weil 


€C  ß 

1  =  — r~a'^  und  •?  =  — Tä-v, 


so  ist  dieselbe 
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s- tä •'^^1    oder    -s — Ä**T"+5i — 15* — —  *• 

Die.  Stöcke  OS=v  und  OR=u,  welche  durch  diese  Gerade 
auf  den  Axen  abgeschnitten  werden,  sind 

t«=-^.a:  =  -~^— .1   und  P=--^.y=      pa     >i?> 

und   können    als   Coordinaten    eines   Punktes   aufgefasst  werdeo, 
der  dann  der  Gleichung 

genOgt.    Folglich  umhüllt  diese  Gerade  JUpi  die  Curve 

Die  Abschnitte»  welche  durch  die  Beruhrungslinie  des  Punktes 
piz=(^rjD  auf  den  Axen  abgeschnitten  werden,  seien  mit  «i  und 
Vi  bezeichnet;    dann  ist 


also  ist 


"^=(^yy  ""^^»=(4?y?' 


und  wird  nun  die  Constante  a\      .  ^   auf  der  j:-Axe   vom  An> 

fangspunkte  O  aus  nach  beiden  Seiten  als  OF  und  OFj  abge- 
tragen, so  sind  piF,  piF^,  p^M  und  die  Beruhrungslinie  de« 
Punktes  pi  vier  harmonische  Geraden.    Eben  so   ist   es  auf  d£r 

anderen  Axe;  doch  sind  die  LinienstQcke  auf  dieser  J:6W  gr^ 
imaginär,   wenn  sie  auf  jener  real  sind,   und  umgekehrt. 

Diese  Eigenschaft  der  Punkte  F  und  F|  auf  den  Coordinaten* 
Axen,  mit  den  Durchschnittspunkten  der  Geraden  Mpi  und  der 
BerObrungslinle  der  Ellipse  11)  ein  System  von  vier  Harmonischen 
zu  bilden,  erinnert  an  den  bekannten  Satz,  wonach  die  Breon* 
strahlen  eines  Punktes  mit  der  Beruhrungslinie  und  Normale  vier 
harmonische  Geraden  sind.  Die  Uebereinstimroung  wird  noch 
grösser,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  conjugirten  Durchmesser 
Sa  und  26  des  ursprQnglichen  Kegelschnitts  einander  gleich  siod, 
und  die  conjugirfen  Durchmesser  der  Ellipse  II) 
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a-=-ai  und  ^ . 6  =  6| 


setzen;   denn  nun  ist  die  Ellipse  dargestellt  durch 

die  'Gerade  Mpx  durch 

und  die  Entfernung  der  Punkte  Fund  F^  vom  Mittelpunkte,  welche 
mit  dem  Schnittpunkte  dieser  Geraden  und  dem'  der  Berührungs- 
linie des  Punktes  Pi  =  (|i7)  ein  System  von  Harmonischen  bilden, 
durch 

OF=Vai«— 6i«  und  0> \  =  —  \^S;^^==6;«. 
Wenn  endlich  der  leitende  Kegelschnitt  ein  Kreis  (Taf.Xlll.Pig.9.)^ 

so  beschreibt  der  Punkt  pi=($i/)  die  Ellipse 


und  es  ist 


also 


«1  =  QPi    ""<>    ^1  =  f^  > 


Die  Gerade  PQ  umhallt  die  Cur?e 

14)  ar'+y'  =  a', 

welche  auch  als  Uypocycloide  bekannt  ist.    Die  Stflcke  u  und  v, 
welche  die  Gerade  Mpi  abschneidet,  sind  jetzt 

ti=— ^^5— .|   und    ü  =  — g-5-i-.iy, 
siud  also  laufende  Coordinaten  fOr  die  Curve 


(Sl^v)  +(6;5~^)  -»' 


welcKe  eine  Ellipse  ist  mit  den  Ualbaxen 
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Ol  *i 

Die  zu  dieser  Cnrve  gehurige  uiabfllleode  Gerade  .Mpi  behiH  At 
vorige  Form  und  ist  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen;  ihre 
Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dasa  sie  die  Normale  der  Ellipse  13) 
ist,  und  folglich  die  von  ihr  Umhüllte  d?e  Evolute  dieser  Curve, 
nämlich 

Aus  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  mitgetheilten  Betrach- 
tungen folgt  nun  unmittelbar^  dass  von  einem  Punkte  vier,*  drei 
oder  zwei  Normalen  an  eine  Ellipse  möglich  sind^  jenachdem  der 
Punkt  innerhalb  der  Evolute  oder  in  derselben  oder  ausserhalb  liegt 

Da  die  Gerade  Mpi  eine  Normale  und  die  Tangente,  ihre  zu- 
geordnete Harmonische,  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  halbiren 
sie  die  Winkel  der  Linien  p^F  und  piFi,  d.  h.  /^und  Fi  sind  dit 
"Brennpunkte  der  Ellipse  13). 

Auch  die  Länge  des  Linienstflckes  Mpi  hat  für  die  Ellipse  13) 
eine  Bedeutung,  denn  es  ist 


und 


also 


Op,«=f?«  +  S», 


16)  ^f^iHOi.i«  =  V  +  V. 

Da  nun  2.0pi  ein  Durchmesser  der  Ellipse  ist,  und  Moi^-t-bi*) 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  von  je  zwei  conjugirteo»  nach 
einem  bekannten  Satze,  so  ist  2,]Upi  die  Länge  des  zu  2,0pg 
conjugirten  Durchmessers. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  auch  ausdehnen  aof  die  Ellipseo, 
welche  entstehen,  wenn  statt  des  Kreises  eine  Ellipse,  welche 
auf  die  gleichen  conjugirten  Durchmesser  bezogen  ist,  als  ieitaode 
Curve  gewählt  wird,  doch  ist  dann  der  Durchmesser  2,Opi  mit' 
demjenigen  zu  vertauschen,  welcher  mit  der  Umhüllenden  PQ  des 
leitenden  Punktes  M  parallel  ist. 

Wird  durch  den  Punkt  M  eine  BeHikrangsliai«  an  den  Kreis 
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um  O  gelegt»  welche  die  Axen  in  ü  und  V  «ehfteidei,  80  gehört 
zu  dieser  Linie  nach  §.  2.  eine  Parabel,  welche  die  Axen  in  U 
und  F  herObrf,  die  ^uro  leitenden  Punkte  M  gehurige  Dmhullende 
PQ  ist  eioe  Berühr^de  jenet  Parabel,  and  zwar  liegt  nach  §.  2. 
der  Berührungspunkt  p  so,  dass  31p  die  der  Berubrenden  MV 
sdgeerdnete  Harmonische  Ist,  oder  dass  3fp  auf  PQ  senkrecht 
tfteht;  da  nun  JUp,  wie  wir  frOber  geseben  baben,  immer  ein 
Durchmesser  ist  und  auf  der  Umhüllenden  senkrecht  steht,  so  ist 
Mp  die  Axe  und  PQ  Scheiteltangente  der  Parabel.  Es  ist  also 
die  Curve  14)  zugleich  der  Ort  des  Sobettels  der  Parabel,  welche 
umhflUt  wird,  wenn  eine  Berührende,  des  Kreises  die  leitende 
Linie  ist. 

Ferner  ist  M  der  Brennpunkt  dieser  Parabel,  wie  leicht  ge* 
zeigt  werden  kann ,  also  die  leitende  Kreislinie  selbst  der  Ort  des 
Brennpunktes. 

Dieselbe  Entwickelung  lüsst  sich  auf  die  Hyperbel  anwenden 
und  fährt  zu  ähnlicben  Resultaten,  die  hier  nicht  mitgetheilt  wer- 
deo,  um  Wiederholungen  zu  vermeiden. 

§.  7. 

Die  Aufgabe,  welch#  im  $.  4.  gelost  wurde«  läist  sich  noch 
allgemeiner  dadurch  machen,  dass  man  zu  der  leitenden  Curve 


e)"+a)"= 


als  umhallende  Linie,  wie  ed  im  Vorangehenden  schon  mehrmals 
geschehen  ist,  eine  Curve  nimmt  von  der  Form: 

(!)"+©"=■■ 

Wenn  auch  Xi  und  yi  zwei  Werthe  sind,  welche  der  ersten  Glei- 
chung genügen,  so  entstehen  zwei  Systeme  von  Gleichungen: 

(?)"-»)•=>  -  (I)" +©■='■ 

Aus  den  lettteru  folgt: 
{w—      y       ^/ — ^•(^^i)'"  und  1^=7 — ^= — r — ^•(»yi)"'* 
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und  aus  den  erstero : 

Alle  vier  Wertbe  werden  uobestimnit  =ä>   wenn  man  j::=j:i  ond 

1  1 

y  =  yi  setzt;  aber  man  kann  mit  HQlfe  der  Wertbe  von  ^^  and  p 

den  Factor 

^ly— ^1  ^1— ^ly 

aus  den  AusdrOcken  för  |"*  und  i;"»  eliminiren  und  danach  x=:xx 
und  y=yi  setzen.    Dadurcb  entsteht: 

folglich  isct 


(D"=(:-)"-  ,.a  (j)-=(0 


oder 


(f)"=(i)"'"  ■»"  (i)"=ar 


Hiernach  ist  die  umhüllte  Curve 


flM  flM 


'«)       (i)"*"+ör=' 


Es  ist  zu  beachten,  dass  wegen  des  gebrochenen  Exponenten  die 

Glieder  zwei  reale  Wertbe  haben ,  also  die  Curve  aus  einem  System 

füll 

von  vier   Linien   besteht,    wenn  der  Nenner  des  Braches   — : — 

m  +  ii 

eine  gerade  Zahl  ist.  Wenn  die  Summe  m-|-n=0  ist,  so  wird 
die  Umhüllte  nicht  von  der  Gleichung  18) ,  sondern  durch  17)  dar- 
gestellt;   nach  diesen  ist 

m m 

I  =  Vo«    und    ri  =  V6«, 
also 

|  =  a   und   17  =  6,    wenn  m  ungerade  ist, 
and 

|=:-]^ci   und  17 =±6,   wenn  m  gerade  ist; 
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d.  h.  die  Curveo 


(D'+Ö)"-' 


in  welchen  $  und  17  die  laufenden  Coordinaten  fiir  jede  Cnrve  dar- 
stellen und  Xt  y  der  Gleichung 


&<T- 


genügen,  gehen  alle  durch  einen  Punkt  (a^/)oder  durch  vier  Punkte 
(itadb^)»  jenachdem  m  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist. 

Wenn  m  =  l  und  also  n=~I,  so  geht  hier  der  besondere 
Fall  hervor,  welcher  ohen  unter  9)  angegeben  ist.  Wenn  umge* 
kehrt  fii=— «1,   also  n=:-|-l,  so  gehen  alle  Hyperbeln 

1  +  2^=1 

durch  den  Punk|  (06),  dessen  Coordinaten  a  und  b  durch  die  Gerade 

auf  den  Axen  abgeschnitten  werden,  d.  i.  durch  den  leitenden 
Punkt  dieser  Geraden.  Ausserdem  geht  aus  diesen  Gleichungen 
hervor,  dass  alle  Hyperbeln  noch  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gehen,    ihre  Asymptoten    alle    den   Coordinatenaxen 

parallel  sind  und  ihr  Mittelpunkt  die  feste  Gerade  ~-|~^=l  be- 
schreibt. 

Setzen  wir  in  19)  m  =  I ,  so  stellt  sie  die  in  den  frühe- 
ren Paragraphen  untersuchten  Curven  dar;  setzen  wir  umgekehrt 
n=l,  so  zeigt  sie,  dass  die  Schaar  der  Curven,  welche  entsteht, 
wenn  die  leitende  Gerade  nach  constanten  Verhältnissen  getheilt 
wird ,    nämlich 


(-^■i)"+(-y  •?)■='■ 


die  Cunre 


m 


(ir+(ir= 


nmhfillt»  wie  wir  es  oben  im  §.  4.  unter  der  Voraussetzung,  dass 
m  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  sei ,  besonders  hergeleitet  haben. 

Wenn    ^=  — +  — =.1,   so  berühren  alle  Curven 

^  mft        m     it 
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(ir  *  0-)"= ' 

die  Gerade 

uod  statt  dieser  Geraden  treten  vier  auf.  wenn  m-\-n  eine  gerade 
Zahl  ist  Ist  z.  B.  m=n=2,  st  besteht  die  umhüllte  Linie  ans 
den  vier  Geraden 

welche  «ein  Parailelograroni  bilden,  dessen  Diagonales  4m  Onrch- 
laeMsr  der  Kegelsobnitte  4umd. 


Die  allgemeine  Aufgabe  des  «trügen  Pari^a|»hen  werde  Jio 
abgeändert,  dass  statt  der  Coordinaten  x  und  y  der  leitenden  Linie 


er + (f )■= 


die  Absobnitte,  welche  durch  die  Berührungslinie  desselben  Punktoi 
(ß>i/)  auf  den  *Axen  entstehen,  in  die  umhuUendie  Curi^  geset«! 
werden,  so  dass  sie  die  Form 


(?=0"+(S-')"=' 


annimntt,  da  belcanntHch    —35   und    — ^j     die    erwähirten    Ab- 
schnitte  sind. 

Wen»  ^1  und  ^yi  ein  aweites  Paar  ausaiDmettgefadrigcr  Co•^ 
dinaten  der  leitenden  Curve  sind,  so  ist 


.(^■i)%(^'-.r=« 


die  zugehörige  UmhOllende,  und  zu  den  Schnittpunkten  beider  ga» 
hören  die  Coordinaten  |  und  17,  welche  bestimmt  werden  dircb 
die  Gleichungen: 

nnd 

*|.iii(n-l)  —  jjjm(n— 1) 
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Am  dw  KugehorigeB  eieiduingefi  der  leitenden  Curm  Mgt: 

1^   r^y»"-  „od  1=   ^"-^^^^    , 

nnd  mit  Hülfe  dieser  Werthe  Ulsst  stdi  aus  4en  «rstem  der  'Pacftor 

-^ — 2l —    gnd    ^   eliminiren.     Wird,    nachdem  dies  ee- 

schoben,  a:=Xi  und  y^=y\  gesetzt,  so  gehen  die  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  beider  Curven  in  die  eines  Punktes  der  umhüllten 
Curve  über,  und  zwar  findet  man : 

JQj        fall— ||mii-~ii    /y— ww-t-m-l-n   und   ^m^^^mn— n^y-iimf  m-|-fi^ 

Flrt^idi  ist: 


mn  mm 


(f)"=(l)"*-"" "» (0  =6) 

also 

mn  nui 


(^\m+ii— m«        /«}\m4-fi— mn 
I)     +6)     -=1 

^te  onoiiüUte  Cunire. 

Im  Allgemeinen  ist  Gber  diese  Curve  dasselbe  zu  sagen,  wie 
ifcer  die  unter  18),  sie  steht  aber  ausserdem  mit  jener  in  einem 
innigen  Zusammenhange.  Wenn  jene  einen  Punkt  darerteilt,  <iuneii 
welchen  alle  Curven  gehen,  d.  h.  wenn  iii-|-n  =  Q,  so  ist  diese 
eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist.  Wenn  m-\-n=^mn, 
d.  h.  wenn  jene  eine  oder  «in  System  von  festen  Geraden  aus- 
drückt, so  reducirt  sich  diese  auf  einen  oder  ein  System*  von 
festen  Punkten.    Wenn  z.  B.  ni=n=:2,  so  ist  nach  19) 

Irrz^a  und  iy=db&. 

d.  b.  alle  Ellipsen  von  der  Form 

In  welchen  die  Grossen  x  und  y  der  Gleichung 

genfigen,  gehen  durch  die  Ecken  des  Parallelogramms,  dessen 
Seiten -die  letzteie£Uip0e*in  den  Endpunktencder  conjngirtenOurch- 
nesscv  terfibven. 
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lo  einigen  Fällen^  z.  B.  fflr  m  =  i  oder  n  =:  i ,  ftllt  diese 
Gleichung  mit  der  fräheren  zusammen ,  wie  es  oben  im  §.  4.  ang^ 
deutet  ist;  im  Airgemeinen  tritt  dieser  Fall  ein,  wenn  unter  den 
früheren  Exponenten  m,  n  und  denen  der  Curve  20),  nti  und  )i|, 
der  Zusammenhang  statt  findet,  dass 

nii      Ui  m      n 


Wenn  die  leitende  Curve  eine  Hyperbel,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  Coordinatenaxen  geht,  und  diese  den  Asympto- 
ten parallel  sind,  so  geht,  wie  wir  §.  5.  fanden,  die  umhüllende 
Gerade  in  allen  Lagen  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  wir 
wollen  jetzt  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beliebig  annebmen, 
ohne  jedoch  ihre  Richtung  zu  ändern  und  die  umhüllte  Carre 
aufsuchen. 

Es  sei 

(a:  — a)(y— 6)  =  c* 

die   leitende   Linfe.     Die  Gleichungen   1)  bestimmen  wieder  den 
Schnittpunkt  von  PQ  und  PiQ^  und  es  ist  nur  nothig,  mit  Hülfe 

der  leitenden  Linie  die  Factoren ^  und  --^ — ^^^—  zu  eli- 

miniren.    Aus  den  Gleichungen 

^y  —  ^y — Aa;  =  e*— a6, 
^iy\  —  oyi  —  Ä^i  =  e*  —  ö6 
geht  zunächst  hervor: 

yy\  (^ — ^i)  -  *  {xyi  -  ^ly) = —  (c« — ab)  (y—yi) . 
^^1  (y—yi)  +  «(^yi  — ^ly)  =—(«*— a6)(ar—ari) ; 
und  daraus : 

X — ^1    Aarj?i  +  g  (g^  —  ab)  y'^yi    ^yy\  -Srbie^—ab) 

^i  —^ly'^^^iyyi  ~(€*-«6)«  ""     ^ly—^yt "^a:a:iyyi-(e«-a6)« 

__  qyi  (^1 — g)  -t^  ^^t  (^—q)  _J^^i  (yi  -ft)-^qyl  (y-^l 

^^lyyi  —  («*  -  ob)^  ^^1  yyi  —  (c« — a6)* 

folglich  ist: 
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Wird  DOD  noch  xzzzxi  und  y=^yi  gesetzt»  so  erhält  man  die 
Coordinaten  des  Berührungspunktes: 

j.  {ff'-'b)(bx  +  ay)x^ ^x-a){bx'[-ay)y'^ 

ary — ab  +  e*  xy-^ab  +  e*' 

Hieraus  folgt 


Ferner  ist 


^^  "^  {xy  -  oÄ  +  e«)«' 


{-a= 


(a: — fl)(e* — oä) 


also 


.     ,          .      (y-b)(e^^ab) 
und  ij  —  0=:-^' 1  ,  ■ «     » 


und  durch  Verbindung  der  Werthe  von  |iy  und  (J — a)(iy — 6)  folgt 

21)  Ki?]^  +  [(l-«)(i?-Ä)]*  =  e. 

als  Gleichung  der  unihfiliten  Curve. 

Durch  die  Entwickelung  dieser  Gleichung  entsteht 

22)  6«S'-2(2c«-o6)|^+aV+2a(c*-o6)i?+26(ea-a6)|+(ea-a6)«=0; 

setzt  man  in  dieser  Gleichung  17=0,  so  erhält  man  eine  quadratische 
Gleichung  für  |»  welche  zwei  gleiche  Wurzeln  hat>  also  ist  die  x-Axe 
eine  Beriihrungslioie  des  Kegelschnittes  und  eben  so  die  y-Axe. 

Aus  den  Coefficienten  lässt  sieh  leicht  erkennen,  dass  der 
Kegelschnitt  eine  Ellipse,  oder  eine  Hyperbel,  oder  nur  einen  Punkt 
darstellt,  jenachdem  die  Differenz  e^  —  ab  negativ,  oder  positiv 
eder  Null  ist;  nun  ist  aber  e^  —  ab  negativ,  positiv  oder  Null, 
jenachdem  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  innerhalb,  oder  aus- 
serhalb oder  in  der  Hyperbel   (x — a)(y— 6)  =  «^  liegt. 

5.  10. 
Es  sei  die  leitende  Linie  dargestellt  durch 

wo  m  und  n  jede  positive  und  negative  ganze  Zahl  bedeuten  kann; 
gebrochene  Exponenten  sollen  ausgeschlossen  sein,  weil  sie  so- 
gleich durch  Poteozirung  entfernt  werden  können. 

Thtil  XXIV.  Sl 
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Die  mnhülleiide  Gerade 

X     y 

berdhrt  die  gesuchte  Curve  in  dem  Punkte,    dessen  Coordinaten 
nach  1)  die  Grenzwertbe  sind  von  ^ 


X      Xi 


X  —  Xx 


X 

y 


.Vi 


-^Nun  ist  aber 


X 


=c-; 


*?±?         «.         1 

y  •»    und  ^=:c-«.yi 


also 


II 


9|M 


1 

I 


a 
l 


I 


9 


9 


T 


9 

I 


9 


I» 


II 


91»- 


9-1- 
ia 


I 


II 


3(+ 

'a 


1 

"g 

t 


9 

4- 

* 

I 

! 

a 
I 
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Wird  hier  in  Dun  y^^y\  geaetit,   »o  entsteht: 

und  durch  dieselben  Schlfisfie  findet  sich: 

n 

abo  ist  die  umhfillte  Curve 

'  *    '       (m +  »)"•+* 

Sie  unterscheidet  sich  von  der  Leitenden  nur  durch  die  Constante» 
und  ist  zugleich  diejenige»    welche  ?on   dem  Punkte   beschriehen 

wird,  der  die  umhfiflende  Gerade  PQ  nach  dem  Verhältnisse  —  theilt 

Wenn  nun  insbesondere  mrsif  oder  die  leitende  Cvrve  eine 
Hyperbel,  bezogen  auf  die  Asymptoten  als  Axen,  so  ist  die  Um* 
hüllte  eine  Hyperbel  mit  denselben  Asymptoten  und.  mit  einer 
Excentricität,  welche  die  Hälfte  der  vorigen  ist. 

Wenn  die  leitende  Curve  die  gewöhnliche  Parabel,  also  m=  — 1 
und  it  =  2,   so  ist  die  Umhüllte 

f^*  =:  —  Acx , 

eine  Parabel,    welche  den    vierfachen  Parameter    der  Leiten4eA 
hat  und  an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Scheiteltangente  liegt* 

Wir'  haben  im  §.  I.  gesehen,  dass  die  umhüllende  Gerade 
durch  ihren  Berührung8punkf  und  durch  die  Tangente  des  leiten- 
den Punktes  harmonisch  getheilt  wird;  nun  wird  aber  die  UmhQt- 

lende  der  Curve  23)  getheilt  nach  dem  Verbältnisse  — ,  also  wird 

sie  durch  die  Tangente  der  leitenden  Curre  nach  demselben  con- 
stanten  Verhältnisse  getheilt.  Hierdurch  ist  ein  einfaches  Mittel 
gegeben,  um  durch  einen  Punkt  einer  Curve  ar'"^**=:c  eine  be- 
rührende Gerade  zu  legen.  Wenn  insbesondere  m=n=:l,  so 
wird  das  zwischen  den  Axen  (Asymptoten)  liegende  Stück  durch 
den  Berührungspunkt  halbirt,  und  m:^^\  und  »=2»  bo  theilt 
der  Berührungspunkt  das  Stück,  welches  zwischen  der  Ab8cissen•^ 
axe  (Durdunesser)  und  der  Axe  der  OrdtMcten  (Scheilettasgente^ 
liegt,  äuBSerlicb  nach  dem  Verhfiltnuise  i. 

Die  Entwickelung  und  das  Resultat  dieses 'Paragraphen,  n&m- 

31« 
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lieh  die  Gleichung  23),  erleiden  nur  geringe  Abänderungen,  wen 
statt  der  umhfiilenden  Geraden  eine  Curre  von  der  Form. 


(i)'-a)'= 


genommen   wird. 


$.  11. 


Es  werden  zwei  Gerade,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  ib 
der  Abscissenaxe  gehen  und  der  Ordinatenaxe  parallel  sind,  durch 
eine  bewegliche  Gerade  so  geschnitten,  dass  die  abgeschnittenen 
Stocke  eine  homogene  Function  zweiten  «Grades  von  constanter 
Grosse  bilden ;  es  soll  die  von  der  beweglichen  Geraden  umhüllte 
Curve  bestimmt  werden. 

Die  festen  Geraden  seien  PQ  und  P^Q,  (Taf  XI II.  Fig.  10.), 
die  von  denselben  durch  die  Bewegliche  QQi  abgeschnittenen 
Stücke  mit  z  und  Zi ,  die  von  den  Axen  OX  und  O  V  abgeschnit- 
tenen mit  X  und  y,  und  die  Stucke  OP  und  OPi  mit  p  und  q 
bezeichnet    Die  Gleichung  der  Geraden  PQ  ist  nun 

^  +  ^  =  1, 

und  die  Bedingung,   welcher  sie  genügt,   sei 

az«  +  2j?zz,  +yz,«=l. 
Ans  der  Doppelgleichung 


ar  +  p       X — q       x 

m 

folgen  die  Werthe: 

x+p  x—q 

i  —  —zr.y  und  zi  =  -~^.y. 


X 


welche  yerschiedene  Zeichen  annehmen,  wenn  der  Punkt  A"^ zwischen 
P  und  Px  liegt,  und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  ße« 
dingungsgleichung  entsteht : 


x^ 


(a+2ßi-yyx^+2(ap+ßp-'ßq'^q)x+ap^^2ßpqi'Y^=:  -j-^, 

und  diese  Gleichung  iSsst  sich  noch  dadurch  vereinfachen,  das« 
man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  so  bestimmt,   dass 

•    (»p  +  ßP'-ßq'-YP-O, 
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duMB  also 

wo  /  die  Cntfernuog  der  festen  Pnokte  P  und  P|  ist    Hiedurcb 
wird  ausserdem      ' 

und  wenn  nun   noch  zur   AbIcSrzung  gesetzt  wird  a -|~  2/3  4*  y  =^  <^ 
und  ß^^aY  =  ö,  so  ist  die  Bedingungsgleicbung 


oder 


Sie  ist  zugleich  die  Gleichung  der  leitenden  Curve  für  die  um- 
hfiirende  Gerade  QQi  und  kann  leicht  unter  die  Form 

m  m 


©■Hl)"=>- 


welche  in  §.  4.  zu  Grunde  gelegt  Wurde,  gebracht  werden.  Es 
ist  nur  zu  setzen  fn= — 2,  n  =  l« 

d  1 

-5./*=a*  und    ^=Ä*; 

es  ist  dann  nach  8)  die  umbOllte  Curve 

ein  Kegelschnitt»  von  welchem  OX  und  OT  zwei  conjugirte 
Durchmesser  sind.  Bezeichnen  wir  diese  Durchmesser  mit  2a  und 
26,   80  ist 


=  5Vlund6=y^. 


4 

Es  sind  also  bi^e  Durchmesser  imagin&r,  d.  b.  der  Kegelschnitt 
selbst  ist  imaginär,  wenn 

/5*— ay<0   und    «  +  2/3  +  y<;0, 

ts  sind  beide  real   oder  der  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  wenn 


a« 
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ß^'-cty'^O   und   a+2/3+y>0, 

es  ist  einer  real  and  der  andere  imaginär,    oder  die  Umhüllte  ist 
eine  Hyperbel,   wenn 

ß^-^ay^O  und   a+2ß  +  Y<0 
oder 

<5a— «y<0  und   a+2/3  +  y>a 

Die  CoefBcienten  der  faomogenen  Function  lassen  sich  durch  die 
Durchmesser  des  Kegelschnittes  und  die  Stücke  p  und  q  aosdrflcken. 
Es  ist  nämlich  zunächst 

und  daraus  folgt: 

so  dass  die  Function  zweiten  Grades  übergeht  in : 

26)  (^*— a«)  2*  +  2(;?y  +  a*)  «i  +  (/)« — a«)  Zj*  =  6«/«. 

Werden  also  durch  zwei  Punkte  Pqnd  P|,  welche  in  demselben 
Durchmesser  2a  eines  Kegelschnittes  auf  verschiedenen  Seitendes 
Mittelpunktes  iq  den  Entfernungen  p  und  g  liegen,  Gerade  parallel 
zum  conjugirten  Durchmesser  26  gezogen,  so  schneidet  jede  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  auf  den  Geraden  Stücke  z  und  Zg  ab, 
die  der  Gleichung  26)  geniigen. 

Diese  lässt  sich  auch  noch  unter  die  folgenden  Formen  bringen: 

(qz  +  pzi)^''aHz-Zi)^  =  b^P> 
[(g  +  a)z  +  (p^a)z,]Hg^a)%  +  (p  +  a)zi]  =  b^l*, 

Es  Ist  bei  diesen  Darstellungen  festzuhalten,  das«  p  uod  q  glei* 
ghes  Vorzei<:hen  haben«  wenn  P  uod  /\  auf  verschiedenen  Selteo 
des  Mittelpunktes  O,  und  verschiedenes,  wenn  sie  auf  derselbea 

Seite  liegen. 

• 

Die  aligemeine  Gleiehung  26)  nimmt  In  einigen  Fällen  eine 
besonders  einlkche  Gestalt  an. 

a)  Wenn  pz=iqs=a,    so  geht  26)  übe?  in: 

27)  a^:^6«, 

im  h»  jede  Tttigcmte  «ehntidal  wf  iwei  fefitai  Tangente»»  weldM 
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durch  die  £odpankte  des  realen  Durchmessers  Sa  euer  Ellipse 
oder  H3rperbel  gezogen  sind,  Stücke  ab,  deren  Product  gleich  ist 
dem  Quadrate  des  halben  conjugirten  Durchmessers. 

ß)  Wenn  a  imaginär  und  p^sg:rz\/^  -^a*,    so  ist  nach  96): 

28)  Z«+I|«=:2^, 

d.  h.  von  den  Geraden,  welche  durch  die  Endpunkte  eines  inli^* 
ginären  Durchmessers  parallel  zum  conjugirten  gezogen  sind»  schnei- 
det jede  Tangente  Stucke  ab,  deren  Quadratsumme  gleich  ist  dem 
halben  Quadrate  de^  conjugirten  Durchmessers. 

§.  12. 
Die  bisherige  Entivickelung  ist  nicht  zulässig,  wenn 

und  es  ist  deshalb  dieser  Fall  besonders  zu  untersuchen. 

Unter  der  vorstehenden  Voraussetzung   ist  die  Bedingungs« 
ang: 

und  geht  durch  Anwendung  derselben  Gleichung  über  in 

Wird  nun  der  Anfangspunkt  O,  d.  h.  p  und  q  so  bestimmt,  dass 
so  Ist  die  Gleiefaung  ^ar  leitenden  Citrve 

aod  nach  f-  ^O«  ^^  ^^  lugehdrige  Umhallle 

30)  '^•=^-* 

eine  Parabel,  von  welcher  PPi  ein  Darohmesser  «mI  OV  die  su* 
gehörige  Scheiteltangente  ist.    Wird  der  Parameter  dieser  Parabel 

^=* 
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gesetzt,  Ao  ist 

also  ist  die  za  Grunde  gelegte  Bedingung  ausgedrückt  durch 

31)  «^2^  (y_p)„j  ^^«^1^ 

oder 

(PH  +  ^2:)  (i— ii)  =  JA-/». 

Werden  also  durch  zwei  Punkte  P  und  Pi ,  welche  auf  dem- 
selben Durchmesser  einer  Parabel  und  in  den  Entfernungen  p  und 
q  zu  beiden  Seiten  des  Scheitels  liegen,  zwei  Gerade  parallel 
zur  zugehörigen  Scheitel tangente  gezogen,  so  schneidet  jede  Tan- 
gente von  denselben  Stucke  ab ,  welche  der  Gleichung  31)  genfigen. 

Wenn  insbesondere  p=:^=i/,  so  ist 

Die  Beschaffenheit  des  Kegelschnittes,  welcher  von  QQi  umhSltt 
wird,  ist  ausser  von  der  Summe  der  Coefficienten  ce-f  2j3-f*7  =  tf 
noch  abhängig  von  der  Grosse  der  Determinante  der  Function; 
und  zwar  folgt  aus  der  Gleichung 

dass  a  real,  imaginär  oder  null  ist,  jenachdem  d  positiv  oder  ne- 
gativ oder  null  ist,  oder  jenachdem  die  homogene  Function  aas 
zwei  realen  oder  imaginären  oder  gleichen  Factoren  besteht 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  in  der  Gleichung  zwei- 
ten Grades,  welcher  die  Abschnitte  i  und  Z|  genügen,  nur  solche 
Glieder  vorkommen,  welche  in  Bezug  auf  diese  Veränderlicheo 
von  der  zweiten  Dimension  sind;  es  ist4lber  leicht  einzusehen, 
dass  die  Glieder  von  der  ersten  Dimension,  wenn  solche  darin 
enthalten  gewesen  wären,  hätten  durch  Verlegung  der  Anfangs- 
punkte P  und  P|  entfernt  werden  können;  so  dass  im  Allgemei- 
nen eine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  den  Veränderlichen  i  und 
Zi  einen  Kegelschnitt  darstellt.  Wir  wollen  jetzt  auf  die  Unter- 
suchung der  allgemeinen  Gleichung  nicht  eingehen,  sondern  mit 
Hülfe  der  vorstehenden  Entwickelung  eine  der  vorigen  nahe  ver- 
wandte Aufgabe  über  umhüllte  Gurven  lösen. 

$.  13. 
Die  von  zwei  festen  Punkten  P  und  /\  auf  eine  beweglkbe 
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Gerade  geföllten  Senkrechten  PR  und  PiA,  bilden  eine  hono^ 
gene  Function  zweiten  Grades  von  constanter  Grösse;  es  soll  die 
von  der  Geraden  umhüllte  Curve  bestimmt  werden. 

Die  Senkrechten  PR  und  PiRx  seien  mit  r  und  ty  bezeichnet, 
und  die  Gleichung,  welcher  sie  genOgen,  sei 

cfr*  +  ißrti  +  yr|*=  1. 

Werden  in  den  Punkten  P  und  Pi  Senkrechte  auf  PPj  errichtet. 
Dämlich  PQ  und  PiQif  welche  die  Gerade  RRi  in  Q  und  Qi 
schneiden,   und  PQ  =  z,   P^Q=zz^  gesetzt,  so  ist 

wo  /  wieder  die  Entfernung  der  festen  Punkte  P  und  P|  bezeich- 
net Durch  die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  obige  Gleichung 
entsteht 

welche  mit  der  Bedingungsgleichung  des  §.  11.  der  Form  nach 
fibereinstimmt.  Hieraus  folgt  schon,  dass  die  umhOllte  Curve  ein 
Kegelschnitt,  von  welchem  die  Gerade  PPi  die  eine  Axe  ist,  da 
sie  auf  dem  conjugirten  Durchmesser,  welcher  zu  PQ  parallel  ist, 
senkrecht  steht. 

Die  Gleichung  dieses  Kegelschnittes  ist  nach  25): 
wo  dann 

Oi  = ^1 —^-rj%* 

und  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes  von  P  und  P^t  nämllcb 
OP=p  and  OPi  =  ^  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

'^      o-t-2/S-fy  «  +  2/J  +  y 

Durch  Einfahrung  der  Summe  ff  und  der  Determinante  6  der^ge- 
gebenen  Function  geht  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  über  in: 

33)  B^«*+<»'»'  =  1. 


466  Keiiermafin:    Beitrag  %ur  TAemie  der  nmMUdien  Curpen. 
üf&tßt 

^  +  6,*-'' 
wenn  wir  die  Halbaxen  Oi  und  ^  bestininieti  durch  die  Glelcbobgen 

Hieraus  ergibt  sich  fiir  die  Excentricität  ei  =■  V^ai* — 6|*  der  Wertb: 

Durch  die  Elemente  der  Curve  lassen  sieb  nun  umgekehrt  die 
Coeflßcienten  der  Bedingungsgleichung  ausdrücken,  und  zwar  findet 
sich  aus  den  Gleichungen 


dass 


"=6^*'  '=f!w  ''+''=V''  ^+''=  Vit' 


bi*l*   '    y~    bi*P    '    P—     6,«/*  * 


Durch  BinsetzuDg  dieser  Wertbe  in  die  gegebene  Bediagungs- 
gleicbang  entsteht: 

34)      (9«-  c,«)r«  +  2(pq  +  ei»)rr,  +  (p*-  c,a)r,»=6,«/«. 

* 

Werden  auf  verschiedenen  Seiten  des  Mittelpunktes  in  der  Axe 
2ai  eines  Kegelschnittes  die  Punkte  P  und  P|  in  den  Entfernun- 
gen p  und  g  vom  Mittelpunkte  beliebig  angenommen,  so  genügen 
die  Entfernungen  jeder  Tangente  des  Kegelschnittes  von  den  Punk- 
ten P  und  Pi,  nämlich  ¥  und  r^,  der  Gleichung  34). 

Durch  eine  einfache  Umformung  nimmt  die  vorstehende  CUei- 
chung  folgende  Form  an: 

Wenn  nun  insbesoidere  p=zqz=zei,  d.  h.  wenn  die  Punkte  P  und 
Pi  die  realen  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  sind«  so  ist 

85)  iTi=6j*, 

d.  h.  das  Product  der  von  den  realen  Brennpunkten  auf  eine  Tan- 
gente eines  Kegelschnittes  geßülten  Senkrechten  ist  gleich  d«n 
Qoadrate  der  Halbaxe»  in  welcher  die  imaghiiren  Brennpnnkte  liegen. 
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Wenn  dagegen  e,  =  Vöj*—  bi^  imaginär  ist,  und  p=^r=  V"— «i*, 
60  geht  die  Gleichung  34)  über  in 

.    36)  r*  +  ri*=:26,« 

d.  b.  die  Summe  der  Quadrate  der  ron  den  imaginären  Brenn- 
punkten auf  eine  Tangente  geteilten  Senkrechten  ist  gleich  dem 
halben  Quadrate  der  Axe,  in  welcher  die  realen  Brennpunkte  liegen. 

In  allen  diesen  Gleichungen  zeigt  sich ,  dass  die  Senkrechten  r 
and  Ti  denselben  Bedingungen  genügen »  wie  die  Abschnitte  z  und 
Zi ,  welche  in  der  vorigen  Aufgabe  untersucht  Wurden,  nur  mit  dem 
Dnterschiede»  dass  statt  der  Halbaxe  a  hier  die  Excentrieltät  ei 
vorkomQit  Im  Zusammenhange  mit  dieser  Uebereinstimmung  ist 
die  Excentricität  des  Kegelschnittes  33),  welche  in  dem  Durch« 
ipesser  2ai  liegt,  real  oder  imaginär  oder  null,  jenachdem  die  ge^ 
^bene  Function  zweiten  Grades  aus  zwei  realen  oder  imaginären 
oder  gleichen  •  Factoren  besteht,  oder  jenachdem  d=z/9^ — o/ posi« 
Üv  oder  negativ  oder  null  ist 

§.  14. 

Die  erwähnte  (Jebereinstimmung  bleibt  auch  dann  noch  be- 
stehen» wenn  die  Coefficientensumme  0=:a+2ß  +  Y^O  und  in 
Folge  dessen  die  Cntwickelong  des  vorigen  Paragraphen  nicht  an* 
weadbar  Ist.    Die  umhfillte  Curve  ist  nach  §.12.: 

97)  i;«=-i-.i, 

'  '        y  —  a    l 

eioe  Parabel,   deren  Parameter 

4    ^ 


Ä  = 


Dazu  ist  aber 


(y~«)/ 


folglich 


«P+W  =  7- 


Nimmt  man  hiniii 


4 


•tfn4flii  mm 
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„-±=£2           Ä+4p                k  +  ip-2^ 
"--JT'  y-      */-•  P- Ja         ' 

ond  hierdurch  geht  die  Function  zweiten  Grades  Gber  in: 

[ßp+k)ri+(iq-k)r](r'-rO=-kP. 

Verlegt  man  noch  den  Punkt,  von  welchem  die  Entfernungen  p 
und  g  gerechnet  werden,  um  ik,  und  setzt  p — ik  statt p,  sowie 
g  +  ik  statt  q,   so  geht  die  Gleichung  über  in: 

38)  (pri  +  9r)(r-ri)  =  -l/:P; 

and  wenn  insbesondere  p^q,  d.  h.  die  Punkte  P  und  P|  in  gla* 
eher  Entfernung  vpm  Brennpunkte  sich  befinden,  so  ist 

39)  ri«-r«=W. 

Werden  von  zwei  Punkten,  welche  In  der  Axe  einer  Parabel 
gleich  weit  vom  Brennpunkte  entfernt  sind.  Senkrechte  auf  eine  Be- 
rührungslinie gefüllt,  so  ist  die  Differenz  der  Quadrate  dieser 
Senkrechten  constant 


§.  15. 

Die  Auflosung  der  letzten  Aufgaben  über  umhüllte  Curveii» 
§§.  11—14.,  führte  dazu,  die  gegebene  Function  zweiten  Grades 
in  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  oder  wenn  diese  imaginär  waren, 
dieselbe  darzustellen  als  Summe  zweier  Quadrate.  Eine  ein&cbe 
geometrische  Betrachtung  zeigt  die  geometrische  Bedeutung  die- 
ser Umformungen. 

Nach  26)  besteht  die  quadratische  Function  aus  den  Factoren 

(q  +  a)z  +  (p--a)zi    und    (9  — a)2  + (p  +  a)ri; 

es  seien  A  and  Ai  (Taf.  Xlll.  Fig.  11.)  die  Scheitel  der  ambfillten 
Corvo»  also 

q  +  a=zAPif    p  —  a^=zAP\ 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  zu  sehen: 

wo  der  Kürze  wegen  noch  AD^=zd  und  AiDi=^di  gesetzt  ist 
Qas  Product  jener  Factoren  ist  folglich  P.ddi,  wie  es  oben  ab 
spedeller  Fall  ang^eben  wurde.    Die  Zerlegung  in  Factoren  (Übite 
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also  dazu,  die  Scheitel  der  uaihdllten  Ellipse  in  der  Geraden  PP^ 
so  finden. 

Ist  aber  o  imaginär,  also  a*  negativ,  so  setse  man  — ä^  statt 
o*;   dadurch  geht  die  Gleichung  26)  Ober  in 

(9«  +  a«)2«  +  2(p7— a«)izi  +(/>«  +  a«)z,«=6V 

und  V&8%i  sich  umformen  in 

so  dass  nach  dem  Obigen  durch  jedes  dieser  Quadrate  einer  der 
Endpunkte  des  ireaginüren  Durchmessers  AAi  bestimmt  wird, 
und  die  Summe  der  Quadrate  der  Stücke  AD  und  AiD^  gleich 
wird  26^/^,  wie  wir  es  oben  als  besonderen  Fall  gefunden  haben. 

Wenn  zugleich  durch  A  und  Ai  Gerade  parallel  zu  BBi  und 
durch  B  und  Bi  Gerade  parallel  zu  AAi  gezogen  werden,  und 
die  Stucke  Ap=-ily  AiDg-^d-i,  welche  auf  jenen  durch  eine  Ge- 
rade DDi  abgeschnitten  werden,  der  Bedingung 

d^  +  di^^2b^=)i.OB^ 

genügen,  welche  eine  Eigenschaft  der  imaginären  Scheitel  A  und 
Ai  ist,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Stöcke  BC=zc  und  ^|C^=C|, 
welche  auf  verschiedenen  Seiten  des  Durchmessers  BBi  liegen, 
der  Gleichung 

CCi=:a«=Oi4« 

Genüge  leisten,  welche  ein  Merkmal  der  realen  Scheitel  i3  und  Bi  ist. 

Für  die  realen  und  imaginären  Bi^nnpunkte  eines  Kegelschnit* 
tes  haben  die  Zerlegungen  der  Function  34)  dieselbe  Bedeutung, 
welche  wir  von  der  Function  26)  für  Scheitel  nachgewiesen  haben. 

Schliesslich  füge  ich  noch  die  Bemerkung  hinzu,  dass  ich.  die 
vorstehenden  Untersuchungen  weniger  wegen  der  Resultate  mit- 
getheilt  habe,  da  sie  ^m  Theil  schon  von  Andern  durch  Anwen« 
düng  der  Dtfferenzialrechnung  gefunden  wurden ,  sondern  vielmehr 
wegen  der  elementaren  Entwickelung,  weil  Beispiele,  wie  die 
vorstehenden,  mir  besonders  geeignet  zu  sein  scheinen,  den  An- 
fknger  mit  der  Methode  der  Gränzwerthe,  auf  welcher  ihrer  Ent* 
stehung  und  ihrem  Wesen  nach  die  Differenzialrechnung  beruht, 
vertraut  zu  machen. 
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Ueber  die  Redaction  der  Monddistanxen,  fiir  naotaadie 

LehraDstalten. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Das  grosse  Interesse,  welches  fcb  an  der  Verbesserung  des 
nautischen  Unterrichts  und  der  nautischen  Rechnungsraethoden 
nehme»  hat  mich  vor  Kurzem  veranlasst,  die  meisten  der  bekann- 
ten Formeln  zur  Reduction  der  Monddistanzen  einer  sorgfältigen 
Präfung  zu  unterwerfen.  Das  Resultat  dieser  Prüfung  ist  gewe- 
sen, dass  nach  meiner  Meinung  unter  den  bis  jetzt  bekannten 
Formeln  der  Formel,  welche  der  berühmte  Borda  zuerst  in  seiner 
„Description  et  usage  du  cercle  de  r^flexion  avec  dif- 
f^rentes  m^thodes  pour  caiculer  les  observations  naa* 
tiquea.  Paris.  1787.  4.  p.  50.  p.  7&*'  bekamit  machte,  imniernocb 
der  Vorzug  gebfihrt,  weahalb  auch  namentlich  in  der,  besonders  seit 
Gründung  der  Ecples  d'Hydrographie  durch  den  grossen  Coibeit» 
durch  grosse  Wissenscbaftlicbkeit  so  sehr  ausgezeichneten  französi- 
schen Marine  diese  Methode  von  Borda  allein  Anwendung  zq  finden 
scheint;  wenigstens  beschränkt  sich  z.  B.  Herr  V.  Caillet,  bei 
kurzer  Erwähnung  der  Methoden  von'Dunl^orne,  Bnrckbardt, 
Mendoza  und  Richard,  die  aber  sämmtlich  den  Gebrauch  be- 
eron derer  Tafeln  voraussetzen,  in  seinem  treflTlichen,  durch  strenge 
Wissenschaftlichkeit  ausgezeichneten  „ Trait^  ^l^mentaire  de 
navigation,  k  l'usage  des  officiers  de  la  marFne  miH- 
taire  et  de  la  marine  du  commerce.  Tonte  T.  Brest.  18481. 
T.  11.  Tables.  Brest.  1846''  auf  die  Mittbeihmg  der  Borda- 
sehen  Methode;  und  Herr  Levret  ainö  sagt  in  seinem  „Cours 
complet  de  la  marine  marchande.  Troisi^me  Partie. 
Navigation.    Paris.  1850.  p.  TOCT.'S  nachdem  er  neben  der  Me* 
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tbode  von  Bor  da  noch  der  Methode  von  Mendoza  und  der  bei 
deren  Anwendung  erforderlichen  Tafeln  kurz  Erwähnung  gethan 
hat,  sehr  richtig:  „On  rend  un  mauvais  serrice  aux  marins,  en 
augroentant  le  bagage  de  tables  dont  ils  doivent  etre  inunis :  Teile 
est  la  raison  qui  nous  fait  accorder  la  pr^förence  ä  la  möthode  de 
eorrection  de  Borda»  puisqu'elle  n'exige  que  remploi  des  table« 
B^essaires  ä  tous  les  caicuis,  et  dont  par  satte  Tusage  est  tou« 
jovrs  tr^-familier  au  navigateur.  *'  In  deutschen  Lehrbüchern  4er 
Schafffahrtskunde  6ndet  man  jetzt  liM^fig  die  Methoden  Ton  Bre« 
»iker  und  Witchell;  aber  diese  Metboden,  denett  ich  ttbrigeos 
durchaus  nicht  allen  Werth  absprechen  will,  sind  blosse  Nähe* 
rungsnuethoden ,  ohne  dabei  nach  meiner  Meinung  eine  so  grosse 
Abkfirzung  der  Rechnung  z»  gestatten,  dass  man  nicht  lieber  den 
Gebrauch  ganz  strenger  Formeln  vorziehen  sollte;  und  überdies 
sollte  man  nach  meiner  Ueberzeugung  sieb  überhaupt  bei  eiaec 
Foroel,  auf  der»  wie  man  mit  voller  Wahrheit  sagen  kann«  dai( 
Leben  und  die  Wohlfahrt ,  und  die  Sicherheit  des  Vermögens  voo 
Tausenden  beruhet ,  nicht  mit  blossen  Annäherungen,  die*  wie  ein 
strenger  Mathematiker  nicht  leugnen  wird,  namentlich  in  der  Art« 
wie  sie  gewöhnlich  gegeben  werden,  doch  nie  von  einer  gewissen 
Unsicherheit  frei  sind,  begnügen,  am  allerwenigsten  aber  beiden^ 
in  ihrer  in  den  Lehrbüchern  meistens  noch  gewuhnlichen  Weise« 
so  unsicbern  Entwickelungen  durch  den  Taylor'schen  Lehrsatz^ 
welche  überhaupt  die  neuere  ^lathematik  ohne  strenge  Restbe- 
trachtungen gar  nicht  mehr»  oder  nur  mit  ^^cossem  Widerstreben, 
statuirt,  beruhigen.  Dies  sind  die  Gründe,  welche  mich,  wie  ich  glaube, 
in  völliger  Uebereinstimmung  mit  der  französischen  Marine,  bestim- 
men, unter  den  bekaikiiten  Methoden  und  Formeln  immer  noch  der 
Borda*schen  den  Vorzug  einzuräumer»^  und  dieselbe  zum  Gebrauch« 
auf  der  See  vorzugsweise  zu  empfehlen.  Indess  hat  die  schon 
erwähnte  Revision  der  bekannten  Methoden  —  so  weit  die  mir  zu 
Gebote  stehende,  allerdings  reichhaltige  nautit^he  Literatur  reichte  -** 
mich  zu  einigen  Betrachtungen  über  diesen,  wegen  seiner  grossen 
praktischen  Wichtigkeit  schon  so  vielfach  discutirten  Gegenstand 
geföhrt,  welche  ich  der  Mittbeilung  an  diesem  Orte  nicht  ganz 
unwertb  halte,  indem  ich  eines  Theils  deir  Meinung  bin,  dass  die 
Borda'sche  Methode  einiger  zweckmässigen  Abänderungen  ßlbig 
ist,  andern  Theils  aber  auch  ein  Paar  neue  Methoden  dem  Ur- 
theil  Derer,  welche  sich  für  die  Fortsehritte  der  Nautik  interes- 
siren,  unterwerfen  mochte.  Zu  diesen  Entwickelungen  will  ich 
jetzt  übergehen. 

Wenn  wir  die  scheinbaren  Hohen  uad  die  scheinbare  Distanz 
der  beiden  Gestirne  durch  A,  A|  und  z/,  ihre  wahren,  wegen  Re- 
fractioD,   ParaHaxe,    Kimmung  u.  s*  w.  geh9Hg  corrigirten  HDhen 
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uDd  ihre  wahre  Distanz  durch  h! ,  hi  uodz/'  bezeichnen ,  so  haben 
wir  die  bekannte  Relation: 

cos/i  —  sinAsinAt  coh/1*  —  sin A^  sin  A^^ 

'  cos  A  cos  A]         ""         cosA'cosAjl' 

welche  allen  diesen  Untersuchungen  zur  Grundlage  dient,  indeB 
es  darauf  ankommt,  die  wahre  Distanz  J'  aus  den  fibrigen  vorher 
genannten  Grossen  durch  ein  muglichst  einfaches  Rechnongsrer- 
fahren  zu  finden.  Dass  sich  aus  dieser  Gleichung,  wenn  man 
dieselbe  In  Bezug  auf  cos  J'  als  unbekannte  Grosse  auflust,  auf 
der  Stelle  ein  Ausdruck  für  diese  Grösse  ergiebt,  leuchtet  ein; 
da  aber  dieser  Ausdruck  zur  numerischen  Rechnung  zu  weitiSoig 
ist,  so  pflegt  man  ein  anderes  Verfahren  einzuschlagen. 

Bezeichnen. wir  nämlich  den  Winkel,  welchen  die  beiden  von 
den  scheinbaren  und  wahren  Zenithdistanzen  der  beiden  Gestirne 
und  deren  scheinbarer  und  wahrer  Distanz  von  einander  gebildeten 
sphärischen  Dreiecke  mit  einander  gemeinschaftlich  haben,  durch 
A^  so  liefern  uns  die  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie, wenn  wir  der  KCIrze  wegen 

2)  2s  =  A  +  A,+^ 

setzen,  die  folgenden  Ausdrücke: 

,  .     4/  cosfcos(«  — /i) 

cos42i=\ 7 7 — 

^         T       cos  A  cos  A« 

3) 


5«  1  J  —  irS'"(^'-'^)8'"(^^^l) 

"  cosAcosAi 


sin 

Nun  ist  aber  ferner  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cos  ^/'  =  sin  A'  sin  Aj '  -f*  cos  A'  cos  A| '  cos  A , 

also,   well  bekanntlich 

1sin\A'^=\^coBA' ,    2cos4iif'«=l  +  cosiif' 
ist: 

28inli^'«=l— sinA'sinA,'-cosA'cisAj'(l-2sinii4«) 

=  1 — sin  A' sin  A/ — cosA'cosA|'(2cosM*— 1) 

=  1— cos(A'— Ai')  +  2cosA'cosAi'sini2l« 

=  1  +  cos(A'  +  Ai')— 2cosA'cosA/cosii<« 

=2tsin4(A'-A,')*+cosA'cosA,'sinM*l 

=  2tco8l(A'  +  Ai')*-  cos*'cosAi'coslil«|, 
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also : 

4)  8inl^'*=:8in4(Ä'— Äi')*  +  cos  A'cosAi'sinlii« 

=  cosl(Ä'  +AiO*-co8Ä'co8Ai'co8M«; 
aod 

2co8  44'*=l+8iiiÄ'sinAi'  +  cosÄ'co8Äi'(l-2sinl2<^ 

=  J-f  sinA' 810^/4- C08A'c08Ai'(2c08iJ<r-l) 

=  l+co8(Ä'— AlO— 2co8A'cosAi'8inii<« 

=  1  — C08(A' +  Ä/) +  2cO8Ä'C08Ai'C08ii<« 

=  2|cosJ(A'— AiO*-co8Ä'co8Ai'8inii<«| 

=2  { sin  i(A'  +  Ä,')«  +  co8Ä'co8>li'cos  W*!, 
abo: 

5)  €08  i^/'«  =:  COS  4(A'  —  Ai')*  -  COS  Ä'  COS  Ai'  sin  \A^ 

=  sin  1(A'  +  Ai')*  +  cosÄ'  cos  A|' cos  4^1«. 

Die  vier  Formeln  4)  und  5)  lassen  sieb  nun  auf  folgende  Art 
darstellen : 

— cos  ir*' + Ä. '^«  1 1  -  ^25*l£2?Vco84^ 

_C08i(A  +A»  )    \\  C08i(Ä' +*,')•       '' 

««.i><'i— «ooi/v     i /\«ii     cosA'cosA,'8ini/<« 
C08,.f=C08.(A-Ä/)«(l eo8KA'~A,')'     ' 

^s   1/L/  ■  r  /\#ii  ■  cosA'cosAi'cosiil*, 
=  8ini(AHA.0«lH-      «int^Ar;^/)«     '' 

und  durch  EinfiTbrung  von  Ufilfswinkeln  kann  man  jetzt  aus  die- 
sen Formeln  eben  so  viele  zur  logaritbmischen  Berechnung  von 
^'^  bequeme  Formeln  ableiten. 

Die  Rorda*scbe  Formel    erhält  man  aus  der  zweiten    der 
?ier  vorstehenden  Gleichungen»   wenn  man 

4  /"cos  Ä'  cos  Ai '  cos  \A^ 
^'°y=V      co8  4(A' 4-^,0'     ' 
also  nach  3) 

.      -  i/^cQS  ^  cos  {$  ^J)  cos  h'  cos  A^ 
•>n 9>-  Y     cosAcosAt  cos KA* + A|0* 
TktU  XXIV.  32 
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.  setzt«  weil  dann 

'  sin  \J'  =  cos  \{h!  -f  Aj ')  cos  qt 

ist,  so  dass  man  also  die  beiden  folgenden  sehr  bequemen  For- 
meln zar  Berechnung  von  J'  hat: 

4/  cos ^  cos  (^ —  z/)casA^co8Ai^ 

sm<p  — Y     cosAcosAi cos i(A' +  *,')*    ' 

sin  4^'  =  cos  i(A'  +  Ai ')  cos  tp ; 

oder,  was  ich  aber  für  kaum  6o  zweckmässig  halte,  wie  voi^tehende 

Schreibart,  wie  Bor  da  die  Formeln  schreibt: 

<  • 

» 

1  A  /  e085COS(5— //)C08A^C0SA|^ 

^■"cosKA'+AiO^  cosAcosAi  ' 

sin  i  i^'  =  cos  J(Ä'  +  Ä|')  cos  g>. 

Weil  bei  dieser  Methode  der  Hulfswinkel  (p  mittelst  seine« 
Sinus  gefunden  wird,  was  bekanntlich  durch  die  Tafeln  nicht  im- 
mer  mit  aü^r  wünschenswerthen  Schfirfe  möglich  ist,  so  seheint 
es  mir  zweckmässig,  die  Methode  so  abzuändern,  dass  der  UOlb* 
Winkel  durch  seine  Tangente  erhalten  wird,  wobei  bekanntlich 
rdcksichtlich  der  Schärfe  nie  etwas  zu  wQnsehen  übrig  bleibt; 
dies  ist  z.  B.  roOglicb  mittelst  der  Formel 

1  ^/«       i    wu  ■  A  /\«ii  ■  *^^'>sA'cosA,'cos4^. 

well  aus  dieser  Formel,  wenn  man 

4  /  cos  A' cos  Äi '  cos  1 /<• 
**^''=\         Bi-UA'+ii,')«       ' 

also  nach  3) 

_  4/  cos  s  cos  (s — z/)  cos  h'  cos  hl ' 
^^«^-y     cosÄcosAisinl(Ä'  +  Ä|0* 
setst,  sogleich 

COS^ 

folgt,   und  man  daher  zur  Bestimmung  der  wahren  Distanz  die 
Formeln : 

—  4/  <^QS  *  cos  (s — z/)  COS  h'  COS  Aj^ 
g^  .  tangg>-  Y     cosÄcosAiSini(A'+A7)*~* 

cO6iie^'=:s8iDi(A'-fA,0sec9»; 
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oder 


T 


I__  1 4  /^C08  5 COS  {s  —  d)  COS h!  COS 

^^~"sin4(A'  +  Ai')  T  cosAcosAi 

cos  \J'  =  sin  4(A'  +  A| ')  sec  q>  , 

hat. 

Dass  man  aus  den  obigen  Fundamental  •  Gleichungen  noch  an- 
dere solche  zur  logarithmischen  Rechnung  bequeme  Formeln  ab- 
leiten kunnen  würde,  ist  klar,  was  aber  einer  weiteren  Erläuterung 

an  diesem  Orte  nicht  bedarf. 

» 

Bei  dem  Gebrauch  aller  dieser  Formeln  wird  die  wahre  Distanz 
erbalten,  indem  man  zuerst  die  halbe  wahre  Distanz  berechnet, 
und  dieselbe  dann  mit  Zwei  multiplicirt.  Ist  nun  aber  die  berech- 
nete halbe  wahre  Distanz  mit  einer  kleinen  Ungenauigkeit  behaf* 
tet,  die  sich  bei  dem  Gebrauche  der  Tafeln  sehr  selten  ganz  wird 
rermeiden  lassen,  so  wird  natürlich  die  daraus  durch  Verdoppe* 
lung  abgeleitete  ganze  wahre  Distanz  mit  einem  doppelt  so  gros- 
sen Fehler  behaftet  sein.  Aus  diesem  Grunde  bin  ich  geneigt, 
Formeln,  ^reiche  unmittelbar  die  ganze  wahre  Distanz  ohne  alle 
Zireideutigkeit  liefern,  den  Vorzug  einzuräumen,  insofern  dieselben 
eine  eben  so  leichte  numerische  Rechnung  wie  die  vorhergehen* 
den  Formeln  für  die  halbe  wahre  Distanz  gestatten.  Solche  For- 
meln kann  man  aus  den  obigen  Fundamental -Gleichungen  auf  fol- 
gende Art  ableiten. 

Wenn  man  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

cos  1^/'*= cps  4(Ä'  —  Ä^')* — cos  A'  cos  A|'  sin  \A^, 
sm4^'«  =  sin4(A'— AiO*+cosA'cosAi'sini^«; 

and  eben  so  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

cos  4^/'*= sin  J(Ä' +Ä/)*  +  cos  A'  cos  Ai'  cos  \A^, 
sin  4i^'*=cos4(A'  +  Aj')*-cosÄ'  cosÄi'co8  4i<*; 

durch  Subtraction  mit  einander  verbindet,  so  erhält  man  nach  be- 
kanoten  goniometrischen  Formeln: 

cos^'s     co8(A'— A]0-2cosA'co8Ai'sinM>, 
cos  ^' =— cos  (A' -1- A] ') -f  2  cos  A' cos  Ai '  cos  4  ^* ; - 

oder: 
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,,,      ,  ,,   ,      *2cosA'co8Ai'8in4/l^, 

C08Z/'  =^co8  (A'  +  Ä,  )  { 1 eo8(A-  +  A,0 '* 

Das«  die  Gru88e 

2  C08  A^  cos  hl '  8in  j  J* 

C08(A'— ÄiO 

stets  positiv  ist,  erhellet  auf  der  Stelle;  dieselbe  kann  aber  klei- 
ner oder  grosser  als  die  Einheit  sein,  was  nuan,  wenn  man  ihren 
Logarithmus  berechnet,  sogleich  daran  erkennt,  ob  dieser  Loga- 
rithmus sich  negativ  oder  positiv  ergiebt.  Ergiebt  sich  der  Loga- 
rithroas  negativ,  so  berechne  man  den  Hulfswinkel  tp  mittelst  der 
Formel 


cos 


V2  cos  h'  cos  A| '  sin  \A^ 
oder  nach  3)  mittelst  der  Formel 


cos 


_4  r2cosA^co8A/sin(^ — A)sin(<  — A|)^ 
^      V  cos  A  cos  Aj  cos  (A'  —  Ai') 


wo  dann  nach  dem  Obigen 

cos  ^*  ==  cos  (A'  —  kl)  sin  y* 

ist;    ergiebt  sich  dagegen  der  Logarithmus  positiv,    so  berecbBe 
man  tp  mittelst  der  Formel 

cosg)— Y  2cosA'co8Ai'sin4^l«' 
oder  nach  3)  mittelst  der  Formel 

Aj   '*      cos  A  cos  A|  cos  (A^  —  A| ') 

'^"~  V   2cosA'cosAi'sin(f — A)sin(i — Ai)' 

wo  dann  nach  dem  Obigen 


cos^'=cos(A'-AiO(l-^^~^=-cos(A'-A,Otangg.« 


ist. 


Diese  beiden  Fälle  lassen  sich  In  die  folgende  einfaebe,  prak- 
tisch sehr  leicht  anwendbare  Regel,  welche  ich  so  Rechnungen 
dieser  Art  hauptsächlich  zu  empfehlen  mir  erlauben  möchte,  zu* 
saromenfassen : 
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.    Man  berecboe  den  Winkel  fp  mittelst  der  Formel: 

,                   .  ,      4/  2cosÄ'co8Äi'8in(#— Ä)8in(«— Ai) 
logco.v=±logV  coaAcosA.co8(A^-A,0  ' 

Indem  man  in  diener  Formel  das  Zeichen  immer  so  nimmt ,  dass 
log  cos  9  negativ  wird;   dann  ist 

cos^'=cos(A'~Ai')sin9>*    oder   cos  ^':=. — cos(A'^A|')tang9i*» 

jeoaehdem  man   in  der  Formel   ftir  log  cos  ^  das  obere  oder  das 
untere  ~  Zeichen  hat  nehmen  müssen. 

Es  erbellet  Gbrigens  sogleich,  dass  man,  wenn  man  will,  diese 
Kegel  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen  kann: 

Man  berechne  den  Winkel  q>  mittelst  der  Formel 

,       .            .  ,     4/'2cosÄ'co8Ai'8in(*  — A)sin(i— Af) 
log8.nv=±-log\  co8Aco.A.co8(A'--V) ' 

indem  man  in  dieser  Formel  das  Zeichen  immer  so  nimmt»  dass 
log  sin  9  negativ  wird;   dann  ist 

cos^'  =  ros(A'~Ai')cos9^   oder  cosiif'  =— cos(A' —  A|Ocoty*, 

Jenacbdem  man  in  der  Formel  fCir  log  sin  <p  das  obere  oder  untere 
Zeichen  hat  nehmen  müssen. 

Da  J'  nie  180^  fibersteigt,  so  kann  bei  der  Anwendung  die« 
•er  leichten  Regeln  offenbar  nie  eine  Zweideutigkeit  bleiben,  wie 
man  ^'  zu  nehmen  hat,  ob  nftrolich  diese  Distanz  kleiner  oder 
grosser  als  90^  ist,  und  ich  halte  daher  diese  ]>is  jetzt  noch  nicht 
bekannte  Regel  in  der  That  ftir  besonders  bequem  und  genau, 
bin  auch  aus  den  oben  angegebenen  Gründen  allerdings  geneigt, 
sie  der  Borda'seben  Formel  vorzuziehen. 

Die  bekannte,  von  Mendoza  gegebene  Formel  hat  wohl 
hauptsächlich  den  Zweck,  die  Rechnung  mit  Logarithmen  zu  um- 
gehen, und  mit  den  sogenannten  natürlichen  Linien  oder  Functio- 
nen auszukommen,  wobei  man  sich  aber  besonderer,  ziemlich 
ausgedehnter  Tafeln  bedienen  muss.  Zu  einer  ähnlichen  Formel 
kann  man  auf  folgende  Art  gelangen. 

Die  Gleichung  1)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form: 
cosAcosA|Cos^' — cosAcosA|SinA'slnA|' 
=  cosA'cosAt'cos^/  —  sinAsinA^cosA'cosAx'. 
Nun  ist  aber  nach  einer  bekannten  goniometriscben  Formel: 


43rS  Qrunert:    (Jeher  die  Reductim  der 

2co8Aco8A|  =sco«(A— *|)  +  co»<A+*i), 
also 

'4co8*co8Ai8inA'=:2cos(A— A,)8iiiA'+2co8(A  +  Ai)8iDA' 

=«lii(A-Ai+A')-8io(A-A|~A')+«in(A  +  Ai+A')-8in(A+A|-Ä')' 

Hod  folglich 

8  cos  A  cos  Aj  sin  A'  sin  A| ' 
=     2sin(A-Ai-fA')sinAi'— 28in(A— Ai— AOsIdA/ 

+  28in(A  +  Ai+A')sinA,'-28in(A  +  Ai-A08inAt' 
=     co8(A— A|+A'—Ai')  — cos(A— Ai+A'  +  A|') 
-co8(A-A,-A'-Ai')  +  cos(A— Ai— A'  +  Ai') 
+  cos(A  +  A,+A'— A/)— co8(A  +  Ai+A'  +  Ai') 

-cos(A  +  A^  — A'--A,')  +  cos(A  +  Ai— A'  +  A,0, 
also,  wenn  man  A,  A|  und  A',  A/  gegen  einander  vertauscht: 

SsinAsinAi  cosA'cosAj' 

=    cos(A'-A|'  +  A-A|)— co8(A'— A,'  +  A  +  A,) 

--cos(A'  — Ai'  — A-Ai)  +  cos(A'— Ai'—A+Ai) 

+  cos  (A'  +  A,'  +  A  -  A,)  —  cos(A'  +  A/  +  A  +  A,) 

—  co8(A'+Ai'— A— Ai)  +  co8(A'  +  A/— A  +  Ai) 

Ä    cos(A-Ai  +A'-Ai')— co8(A  + A|  +A'  — A/) 

— co8(A  +  A| --A' +  A/)  +  co8(A^A|  — A' +  Ai') 

+  cos(A— A| +A' +Ai')— cos(A  +  Ai +A' +  A,') 

.      — cos(A  +  Ai.— A'~A,')  +  co8(A— Aj  -A'— Ai'). 

folglich,    weil 

8cosAcosA|  cos/^' — 8co8  AcosA]  sinA'sinAi^ 
^  8  cos  A'  cos  A| '  cos  J  —  8  sin  A  sin  A|  cos  A'  cos  Af ' 

ist,  wenn  man  in  diese  Gleicbang  die  obigen  Ausdrücke  eioRihrt, 
aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  und  zugleich  die  nt^thigen  lU- 
dactionen  Tornimmt: 
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+  co8{(*  +  Ai)— (A'-V) 
-cost(A-A,)  +  (Ä'  +  Ai') 

-co8t(A-A,)-(Ä'  +  Ai') 

=:4co8A'cosÄi'co8zf+co8t(A  +  A')  +  (Ai-Ai') 

+  co8t(A-A')  +  (Ai+AiO 

-co8l(A  +  A0-(Ai-Ai') 

-.co8|(A-Ä')-(Ai  +  Ai') 

Ferner  i8t  • 

2c«eAco8A,co8^'  =  lco8(A— Ai)  +  co8(A+Ai)|co8-^' 

ond 

4eo8Ä'co8Ai'co8zf=2co8(A'— A/)co8zf+2co8(A'+AiOco8-J 

=  co8(A'— A,'— ^)  +  co8(A'-Ai'+iO 
+  co8(A'+Ai'  — ^  +  co8(A'+A/+^, 

folglich  Dach  dem  Obigen: 

2|co8(A-Ai)+co8(A+Ai)|coä  J'^    co8(A'— A/— z^) 

+  co8(A'-Ai'+^ 
+  cos(A'  +  Ai'-^ 
+  co8(A'+A/+-^ 

+  co8t(AfAi)  +  (A'-A|')l 
+  co8j(A  +  Ai)-(A'-A|')) 
-cos((A-A,)  +  (A'  +  Ai')l 
-co8t(A— A,)-(A'+AiOl. 

Berechnet  man  also  die  GrOssen: 

M=    co8(A'— A,'-^ 

+  C08(Ä'-A,'+^ 
+  C08(A'+Ä,'— -^ 
+  C08(A'+Äi'+-^) 

+  co8l(A  +  Ai)+(A'-.Ai')l 
+  co8l(A  +  Ai)-(A'-.Ai')l 
-co8t(A-Ai)  +  (A'  +  AiOI 
-.co8l(A-A,)— (A'  +  Ai')1 


and 


iV=2tco8(A-A,)  +  co8(A  +  Ai)|, 


480  Grunert:    üeber  die  ReducUm  der 

was  durch  blosse  Additioa  and  SobtractioD  natOriieher  Coshmmi 
geschiebt,  so  ist 

'    ,      M 

cos  J'  =Z  j^* 

Wenn  man  in  der  vorher  gefundenen  Formel 

4cos  AcosAi  cos-^'  =  4co8  A'  cosAi'cos^  +  cos  t  (A  +  *')  +  (Ag  — i|')l 

+  cost(A-A')  +  (Ai+V)i 
— cosUÄ  +  A')— (Ai— A|')l 

-cost(A-A')-(Äi+V)l 

die  vier  unter  einander  stehenden  Cosinusse  rechts  vom  Gleicb- 
heitszeichen  nach  den  bekannten  goniometrischen  Formeln  ent- 
wickelt« und  aufhebt 9  was  sich  aufbeben  lässt»  so  erhält  man  die 
folgende  Formel: 


10) 


oder 


11) 


,,     cosA'cosAi'         .     sin(A— AOsinCAi+AiO 

cos  a^ ^- 7 1 — COS^ 5 1 7 

cos  A  COS  Äi  2  cos  A  cos  Ai 

sin(A|~AiOsin(A-i-AO 
2cosAcosAi 


,,     2coöA'cosAi'        ^     sin(A— A')sin(Ai+A,0 

cos^'=-ci z r-coszJ jv F T ^■-— 

2  cos  A  cos  A|  2  cos  A  cos  A| 

sin(Ai--AiOsin(A  +  AO 
2co8AcosA| 


> 


oder,  wenn  man  der  Kdrze  wegen 

12)  X  =  2cosAco8Ai 

setzt: 

.,      2co8A'cosAi'        ^     sin(A-AOsin(Ai-l-AiO 
cos^'= 5= i-cos-^— — ^^ %,>  v-i  ■  1  / 

13) 

sin(At— AiOsin(A+AO 

X 

oder,  wenn  man  noch 

,,_2cosA^cosAi^                     sin(A-AOsin(At-fAtO 
r —  = cosüi,  v  = Mf 

14)   ■  ^ 

D       »'"»(*!  -  *lO  »•»  (A  +  **) 

H 
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settt: 

15)  co84'=P— Q— Ä. 

Diese  Formel,  wenn  dieselbe  auch  nicht  ganz  zur  Bebandlang 
mit  Logarithmen  eingerichtet  ist,  halte  ich  dessenungeachtet  f&r 
vorzüglich  bequem  und  mochte  sie  zum  Gebrauche  besonders  em- 
pfehlen. Einige  Mfihe  und  Aufmerksamkeit  erfordert  bei  dieser 
ganz  genauen  Formel  eigentlich  nui  die  Berechnung  des  ersten 
Gliedes 

_^     cosA'cosA.'        ^     2cosA'cosAi' 

^  p— — _ -—cQg^--.^ F^cos-^; 

cosAcosAi  2cosAcosA| 

denn  weil  die  beiden  andern  Glieder 

sin(A--A-)Bin(At  +AtO  sin(A|  —  AiOsinCA-j-AQ 

2cosAcosAi         *  2cosAcosAi 

ihren  absoluten  Werthen  nach  immer  sehr  klein  sind,  und  des- 
halb  gewissermassen  als  blosse  Correctionsglieder  in  Bezug  auf 
das  erste  Glied  zu  betrachten  sind,  so  ist  ihre  Berechnung  unge- 
mein leicht  und  eigentlich  gar  nicht  in  Anschlag  zu  bringen,  wo- 
bei  immer  festzuhalten  ist,  dass  die  Formel  durchaus  keine  blosse 
Näberungsformel,  sondern  eine  ganz  genaue  Formel  ist.  Beson- 
ders bequem  wird  die  Rechnung,  wenn  man  neben  der  Tafel  der 
trigonometrischen  Logarithmen  auch  eine  Tafel  der  natOrlichen 
Linien  oder  Functionen  besitzt*),  die  sich  bekanntlich  jetzt  schon 
in  vielen  Sammlungen  nautischer  Tafeln  vorfindet,  so  dass  also 
diese  Sammlung  durch  Hinzufägung  der  in  Rede  stehenden  Tafel 
nicht  mit  einer  ganz  neuen  Tafel  vermehrt  wird.  Wollte  man  sich 
eine  solche  Vermehrung  nicht  gestatten,  so  konnten  bei  der  Rech- 
nung nach  obiger  Formel  die  sogenannten  Additions-  und  Sub- 
tractions« Logarithmen  gute  Dienste  leisten;  aber  auch  ohne  die- 
selben ist  die  Rechnung  nach  obiger  Formel  sehr  leicht,  und 
sogleich  ist  man  bei  deren  Gebrauch  Irrungen  nicht  leicht  ausge- 
setzt. Das  folgende,  absichtlich  mit  siebenstelligen  Logarithmen 
nach  dieser  Formel  berechnete  Beispiel  wird  hoffentlich  die 
Leichtigkeit  -und  Kürze  der  Rechnung  zeigen. 

.  A=2(K>.36'.22^  Ai=25o.  T.  5"     ^=]03<».  19^.49 

A'=20  .34.  2  Ai'=i25  .56.  6 

A-A'=         2.20  Ä4-Ai'=—    49,  1 

k^k=i\  .ia.24  Ai+A,'=51  .3.11 


*)  Wa«  aber  ■aturllch  dorchaua  nicht  unbedingt  nöthig  iai. 
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Srunert:   Veber  die  MedueUan  der 


« 

0,3010300 

9,9712861 

9,9568674 

log  11=0,2291735 

cd  log  11= 9,7708266 

0^0900 

6,8317029 

b,\64om. 

9,9713908 

9,8908!iS79 

93184497 

9,9539002 

9.7708265 

9,7708366 

9,3627914. 

log  9=0.4933673-4 

logA=0.7433312- 

9,7708266 

logP=:0,3599449- 1. 

A>=- 

-0,2290577 

9303 

«  = 

0,0003114 

146 

- 

-0,2293691 

133 

Ä=- 

-0.0065377 

130 

cos  ^'=  - 

-0.2238314 

Rechnet  man  bloss  mit  fünfstelligen  Logarithmen,  so  Dimmt 
die  Rechnung  folgende  Gestalt  an  und  ist  in  dieser  Form  in  ud- 
gemein  kurzer  Zeit  zu  erledigen: 

0,30103 
9,97129 
9,95686 


9,30103 
9,97140 
9,95390 
9,36279« 
9,77062 
logP=0,3699.1--l 


Iogll=0,229l8 

cd  log  »-9,7708-2 

6.83170 

8.15406). 

9.89083 

« 

9,81845 

9,77082 

• 

9,77082 

ogQ =0,49336 -4 

logßz 

»0.74333- 

#»=- 

-0,22906 

* 

Q= 

aooosi 

—0,22937 
Ä=— 000664 
cos  ^'i=— 0,22383 
zf=s     102ö.66'.2^ 

was  sehr  nahe  mit  dem  Obigen  übereinstimmt.    Hätte  ich  mich 
bei  beiden  Rechnongen  nicht  mit  ganzen  Secunden  begnOgt  und 
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wirkliche  geDaa  berechnete  f&nfstellfge  Tafeln  gebraucht ,  nicht 
bloss  bei  den  siebenateUigen  die  Abkärzungen  in  Gblicber  Weiae 
bis  auf  fSnf  Stellen  vorgenommen ,  ao  wOrde  wahrscheinlich  boch 
eine  Tollige  Uebereinatimmung  in  den  ganzen  Secunden  Statt  ge- 
foiideD  haben.  Ich  glaube  mich  daher  wohl  zu  der  Ansicht  be- 
rechtigt halten  zu  dürfen,  dass  die  obige' ganz  genaue  Methode 
zu  dem  praktischen  Gebrauche  auf  der  See  vorzOglich  geeignet 
ist»  und  mochte  sie  deshalb  dazu  empfehlen.  Auch  das  scheint 
mir  lur  sie  zu  sprechen ,  dass  man  die  betreffende  Formel  sehr 
leicht  im  Kopfe  behalten  kann,  wovon  man  sieb  bei  näherer  An- 
sicht derselben  sogleich  überzeugen  wird  *).  Die  gewöhnlichen  vor* 
bereitenden  Rechnungen,  um  aus  den  beobachteten  l^hen  die 
wahren  abzuleiten,  sind  natfirlich  bei  allen  Methoden  ganz  die- 
selben und  werden  in  jedem  nautischen  Lehrbucbe  ausfQhrlich 
gelehrt,  weshalb  hier  nichts  weiter  über  dieselben  zu  sagen  ist. 

Dieses  Exempel  will  ich  nun  auch  noch  nach  der  folgenden 
▼00  mir  oben  gegebenen  Regel  berechnen: 

Man  berechne  den  Winkel  q>  mittelst  der  Formel 

,                            4/"2co8^'co8Ai'sin(<— A)sin(<--Ai) 
logcos9=J:log\  cosAcosAiCos(A'-Ä,0  ' 

indem  man  in  dieser  Formel  das  Zeichen  Immer  so  nimmt,  dsM 
log  COS  9  negativ  wird;    dann  ist 

co«z/':=co8(Ä' — AiOsiny*  oder  cos^'=  — cosCA* — AiOtang^^, 

jenachdem  man  in  der  Formel  Rir  logcosg>  hat  das  obere  oder  das 
ODtere  Zeichen  nehmen  müssen. 

• 

Weshalb  ich  diese  Regel,  die  ungefähr  gerade  ebea  so  viel 
Recbnang  erfordert  wie  die  Borda'scbe  Regel,  dieser  letstereo 
vorziehe,    habe  ich  oben  angegeben. 

A=  a0«.36'.2'2* 

hl—  26  .  7.  6 

^=103  .19.49 

2«=149  .  3  .  16 

f=  74  .31 .38 

«'As  53  .55.16 

t—hi=  49  .24.33 

«'s  20  .34.  2 

A,'=  25  .56.  6 

A*— *i'=c-5  .22.  4 


')  Eise  piakdtche  RechanngMreg«!  •.  m.  am  Ba4«. 
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log2=0,3010300  logco8A=r9,9712861^ 

logcos  A'=:  9,97139e8  log  cos  A^  =9,9668574 

log  cos  Ä|'= 9,9539002         logco8(A^—Ai  0=9,9980913 
logsin  (« — A)  =  9,9075225  0,9262348-1 

logsin  (t—Ai) =9,8804565 

0,0143060 
0,9262348-1 
0,0880712 
'^    0,0440356    (unteres  Zeicheu) 
^og  cos  9 =9,9559644         9  =  25o.22'.4^4 

logtang9)=9,6759142 
log .  tang  9« =0,3518284— 1 
log  cos  (k'  -  A|  0 = 9,9980913 

logcos>=9,3499197n        zf'=102».56'.2^9 

also  bis  auf  ganze  Sekunden   wie  oben:    zf'=  102^. 60^.3*. 

Des  grossen  praktischen  Interesses  der  Sache  wegen  will  ich 
nun  noch  zeigen ,  wie  sich  unsere  Aufgabe  durch  Construction  und, 
gegründet  auf  diese  Construction,  bloss  mittelst  der  ebenen  Tri- 
gonometrie auflösen  lässt. 

Zu  dem  Ende  sei  C  der  Mittelpunkt  der  mit  einem  der  LSo- 
geneinheit  gleichen  Halbmesser  beschriebenen  Sphäre,  und  S^Si 
und  5^  5|'  seien  respective  die  scheinbaren  und  wahren  Od'ter 
der  beiden  beobachteten  Gestirne,  die  Projectionen  dieser  schein- 
baren und  wahren  Oerter  auf  dem  Horizonte  seien  aber  respecti?e 
5,  5]  und  5',  5|';  dann  ist  auf  der  Stelle  kläir,  dass,  indem  mr 
die  früher  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalten, 

S5.=sinA,   fö  =cosA;     Si$i  =sinAi,    C5|  =cosAi; 
Ä'5'=sinÄ',  CS'=cosA';     5i'5i'=sinAi',  C5i'=cosAi' 

Ist,  80,  dass  also,  den  Halbmesser  der  Sphäre  natürlich  als  ge- 
geben angesehen,  indem  man  denselben  einer  willkührllchen  Läo- 
geneinheitgleichsetzt,  die  Linien  55,  CS\  S^S^,  CSr,  S'S\  CS*; 
Si*$i\  C$i'  bekannt  sind,  indem  man  dieselben*  entweder  aus 
den  bekannten  Winkeln  A,  A| ;  A',  A|'  mittelst  rechtwinkliger  Drei- 
ecke wirklich  construirt  oder  aus  den  Tafeln  der  natarlicben 
Linien  entnimmt  und  von  einem  verjüngten  oder  sogenannten  tau- 
sendt heiligen  Maassstabe  abträgt,  welche  letztere  Methode  wn 
hier  festhalten  wollen,  weil  die  erste  Methode  iä»  Auftragen  der 
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Winkel  A,  A^;  h*,  hx*  mittelst  des  Transporteurs  erfordert,  welches 
bekanntlich  immer  nar  mit  einer  sehr  beschränkten  Genauigkeit 
möglich  ist«' selbst  dann,  wenn  man  sich  eines  Transporteurs  be- 
dient* der  mit  Hfllfe  eines  T^onios  etwa  Minuten  angiebt. 

Auch  ohne  Figur  wird  nun  sogleich  die  Richtigkeit  der*  fol- 
genden Constniction  erhellen.  Aus  der  Linie  SSi ,  die  man  ent* 
weder  mittelst  der  Formel  iSiS]=2siniz/  berechnet  und  von  dem 
tausendtheiligen  Alaassstabe  abträgt  oder  durch  Construction  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  erhält,  dessen  gleiche  Schenkel  der 
angenommenen  Längeneinheit  gleich  sind  und  dessen  Winkel  an 
der  Spitze  die  gegebene  wahre  Distanz  ^  ist,  als  Hypotenuse, 
nnd  dem  absoluten  Werthe  der  Differens  iS5— <Si5i=  sin  A — sinA| 
fils  der  einen  Kathete,  construire  man  ein  rechtwinkliges  Drei- 
eck, so  ist  die  andere  Kathete  dieses  rechtwinkligen  Dreiecks 
die  Linie  55i.  Nun  construire  man  das  Dreieck  5C5i  aus  den 
drei  gegebenen  Seiten  C5  =  cos  A,  C5]=  cos  A|  und  S$x,  trage 
aof  dessen  den  Winkel  C  einschliessende  Seiten  CS  und  C$i 
die  gegebenen  Linien  C5'z=  cos  A'  und  C5i'  =  cosA|'  auf  und  ver- 
binde di*  dadurch  erhaltenen  Punkte  S'  und  Sx'  durch  die  Linie 
SSx'  mit  einander.  Hierauf  cqpstruire  man  ans  der  bekannten 
Linie  $*$i  und  dem  gleichfalls  bekannten  absoluten  Werthe  der 
Differenz  S*$' —  SiSi^^^Bmh' —  siiihi  als  den  beiden  Katheten 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  die  Linie  S'Si 
ist  Mit  dieser  Linie  als  Grundlinie  und  zwei  der  eingenommenen 
Längeneinheit  gleichen  Schenkeln  construire  man  nun  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  so  ist  der  Winkel  an  der  Spitze  dieses  gleich- 
schenkligen Dreiecks  die  gesuchte  wahre  Distanz  ^',  die  man 
aber  auch  besser  miKelst  der  Formel  sinlzf'=  ^S'Si  ans  der  vor- 
her gefundenen  Linie  S*Si    berechnen  kann. 

Macht  man  den  Versuch,  diese  Construction  fdr  das  oben  be- 
rechnete Beispiel  wirklich  auszuführen,  so  wird  man  sich  auf  der 
Stelle  öberzeugen,  dass  dadurch  eine  auch  nur  einigermassen  er- 
trägliche Genauigkeit  gar  nicht  zu  erreichen  ist,  hauptsächlich 
wegen  der  Kleinheit  der  verschiedenen  zu  construirenden  Grussen. 
Ich  will  daher  jetzt  zeigen ,  wie  diese  bloss  mit  Hälfe  der  ebenen 
Trigonometrie  gefundene  Construction  sich  berechnen  lässt,  und 
wie  man  mittelst  derselben,  also  ganz  ohne  sphärische  Trigono- 
metrie, auch  zu  der  obigen  Grundformel  1),  aus  welcher  alle 
Anfldsungen  unseres  Problems  abgeleitet  werden  müssen,  gelan- 
gen kann,  was  in  der  That  auch  der  eigentliche  Grund  ist, 
welcher  mich  veranlasst  hat,  die  obige  Construction  hier  zu  ent- 
wickeln. Der  Kürze  wegen  werde  ich  im  Folgenden  die  Sinus 
der  eeheiabaren  und  wahren  Hohen  durch  «,  «|  nnd  «^  «|',    die 
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Cosinus  dieser  Höhen  durch  c,  Ci  und  & ^  Ci    bezeichnen,  in  Obi- 
gen also 

SS      =sioA    =1,  CS    =rcosA  :=c; 

SiSi   =sinAi  =ii,  CSi  =co8Ax  =:ci; 

S'S'    srsinA'  =1%  C5'  =C08Ä' =rc'; 

Si'5,'=8inA|'.=fi',  C5i'=cosA|'=Ci' 

setzen;  auch  werde  ich  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekannteo 
Linien  55i  und  S'Si    respective  durch  a  und  a'  bezeichnen. 

Dies  Torausgesetzt»  haben  wir  nach  dem  Obigen  zuvorderst 
zur  Berechnung  von  u  die  folgende  Formel; 

a=V48in4^^-(*-0*: 

Die  beiden  Dreiecke  SCSi  und  S'CSi',  deren  Seiten  C5=e, 
C!Si=Ci,  55i=a  und  CS'=& ,  C5i'=c,',  S'Si'—af  sind,  haben 
den  Winkel  bei  C,  welchen  wir  durch  C  selbst  bezeichnen  ivol- 
len ,  gemein ;  daher  ist  nach  einer  bekannten  Formel  d^  ebenen 
Trigonometrie :  • 

cosC=:— 2— —  ,     co8C  = 2c  V ' 

woraus  sich  di«  Gleichung 

CCi  C'C|' 

ergiebt»  welche  sogleich  zu  der  Formel 


&c.' 


oder  zu  der  Pormel 

"  ="^«  + ;;?; • 

oder»   «Tie  mau  leicht  findet ,  zu  der  Formel 

CCi  CCi 

f&hrt    iSetzeA  whr  nun 

C'  =  C+  Je 9     C|'  =  Ci  +-^C|  , 

wo  jie  und  ^€|  der  Null  sehr  nahe  koameode  GrOsseo  iM»  se  ii^ 


aluo 
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oder 


folglich 


«-=V  ^••H(.^-..V)(f -"f ). 

mittelst  welcher  Formel  sich  a'  berechnen  Ifisst»   wohei  man  zu 
bemerken  hat,    dass  der  absolute  Werth  der  Grosse 

immer  sehr  klein  ist. 

Endlich  hat  man  nun  die  Formel 

a'«=4sin  U'«—  (i'  -  f,')*, 
woraus 

8in  i^'  =  ;  V«'«+(i'— «lÖ^ 
folgt 

Daher  sind  die  Formeln  zur  Berechnung  von  d'  die  folgenden: 

/  a  t=:V4sinl-^— (*-!,)«, 

(  sin  iJ'  =  4  Vo'« + d' — *iO* ; 

Qod  diese  Formeln  sind  bloss  durch  Anwendung  der  ebenen  Tri- 
gonoroetrie  gewonnen  worden. 

Durch  Einführung  von  ein  Paar  Hölfswinkeln  u  und  e  kann 
^n  diese  Formeln  zuf  logarithmischen  Rechnung  bequemer  ein- 
lebten; sie  erhalten  dann  die  folgende  nicht  unelegante  Form» 
^obei  es  übrigens  natarPicb  nicht  meine  Absicht  sein  kann,  diese 
Formeln  zum  wirklichen  praktischen  Gebrauche  zu  empfehlen»  in* 
dem  die  hier  von  mir  angestellten  Betrachtungen  eigentlich  nur 
d^o  Zweck  haben»  als  lehrreiche  mathematische  Uebungen  bei'm 
Cnterricbte  zu  dienen : 
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s — $1 


Bin 


inM  =  o  .    .  ^>     a=:2s\nkJcosu=-(s  —  $t)cotu; 

'"  !"'=«Vt'Y'C(^-„%)(f-$). 

tangr=  — r^ »   8in4zf'=  ia'8ecr=i(/— t|')co8ecr. 
Näberungsu'eise  kann  man  auch  setzen: 

also:  ^ 

Aus  den  Torhergehenden  Formeln  wollen   wir  nun  noch  die 
Grundformel  1)  ableiten.     Weil 

a«  =  4sini^-(i--*i)«,    cosC=      ^g^ 

Ist,  so  ist 

^     c^+ci^+(f-"<i)«-4siniz/» 
cos  C== 2?^j , 

also,    weil  i*+c*:=l,    ii*+Ci*=l    Ist: 

^     1— 2sin4^— «1 
cos  C= _— i , 

CCi 

und  folglich,    weil  bekanntlich  co8J=:\^28mid^  ist: 

^      coszf — 1«! 
cos  C= ^  • 

Ganz  auf  ähnliche  Art  ist 

a'«=4sinJ-^'«-(f'-*iO»,    cosC=^^^^*^7^, 
also  ganz  wie  vorher:  * 

cos^' — i*il 


Daher  ist 


cosC=         .    / 


cci  &ei' 
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folglicb»  weno   man  fOr  «,  c;   ii»  C|  und  «S  c*\    Si  ,  Ci    ihre  be- 
kannten Wertbe  aus  dem  Obigen  einfflbrt: 

cos  ^ — sin  A  sin  A|  _  cos  J' — sio  h'  sin  kg ' 
cosAcos^x  cosA'cosAi' 

welches  die  zu  beweisende  Fundamental -Gleichung  1)  ist. 


Schlussbemerkung. 

Die  Formel 

-      cos  A'  cos  Ai '  sin  (A — A')  sin  (Ai  +  Ai ') 

cos  üf  = £ 7—  cos  üf  — :» 7 T 

cos  h  cos  A|  2  cos  A  cos  A| 

sin(A|— AiOsin(A  +  AO 
2cosAcosA| 

kann  man  auch  in  die  folgende  leicht  zu  behaltende  Regel  fassen: 

I.  Mit  dem  Producte  der  Cosinus  der  scheInbareA 
Hohen  dividire  man  in  das  Product  der  Cosinus  der 
wahren  Hoben  und  multipllcire  den  Quotienten  mit  dem 
Cosinus  der  scheinbaren  Distanz. 

II.  Das  Product  des  Sinus  der  Differenz  jeder 
scbeiobaren  und  der  entsprechenden  wahren  Hohe.  In- 

em  man  die  letztere  von  der  ersteren  abzieht,  und  des 
Sioas  der  Summe  der  anderen  scheinbaren  und  ent- 
sprechenden wahren  Hube  dividire  man  durch  das  dop- 
pelte Product  der  Cosinus  der  scheinbaren  Hoben. 

HL  Die  beiden  durch  IL  erhaltenen  Grössen  sub- 
trahire*)  man  von  der  durch  1.  erhaltenen  GrOsse,  so 
>8t  die  Differenz  der  Cosinus  der  wahren  Distanz. 

*)  NktArlich  mit  dem  gehörigen  Zeichen  oder  Hlgebraicch. 
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40U    ScAreiöen  des  Herrn  Prof.  James  f.  Espp  in  Washington 


> 
I 


Schreiben  des  Herrn  Professor  James  P.  Espy  in 

Washington  an  Herrn  Doctor  J.  G.  Flügel,  ante- 

rikaiuschen  Consol  in  Leipzig '^). 


Washington,  City,  April  30.,  1856. 

Dear  Sir! 

• 

The  many  kind  expressions  in  your  letters  to  ne,  J  hope»  in 
askiDg  you  to  confer  an  other  favor  od  nie»  aod  thus  add  ooe  niore 
to  the  roany  which  J  have  already  received  at  your  hands,  «i^UI 
be  my  sufBcieot  apology. 

Top  are  probably  a^i'are,  that  Redöeid,  Keid,  Piddingtoo  and 
Thom  have  all  advocated  the  doctrlne,  that  the  great  hurricanes 
of  the  East  aud  West  Indies  are  wbirluiuds  —  and  that  J  have 
examioed  maiiy  of  the  sanie  storms  which  they  say  are  «vhiriwinds, 
and  find,  as  annoäoced  in  my  Philosopby  of  Stornis,  that  they 
are  all  like  the  great  storms  of  the  United  States,  tu  tbis  respect, 
that  the  wind  in  the  borders  of  the  Storni  blows  is  towards  thecentrs. 

Mow  J  wish  that  the  sanie  storms,  wfaich  have  been  examl- 
ned  botb  by  these  gentlemen  and  me,  be  exaroined  af^in  by  as 
many  of  the  savans  of  Europe  as  can  be  induced  to  nndertake  tbe 
task,  either  as  a  favor  to  you  or  to  nie,  or  for  the  «ake  of  pro- 
moting  the  trae  interests  of  science. 

J  feel  very  gratefui  for  the  good  opinion  of  my  Labors,  whicfa 
your  nuraerous  correspondeuts  have  so  kindly  expressed;   and  as 

*)  Irh  erlaube  mir  alle  Meteorologen  und  Nautlker.aof  den  obigei 
höchtt  ihtereManten  Brief  dee  Herrn  Profeteor  Ja  Ol  ee  P.  Kepy  in  Was- 
hington betonder«  aufmerkMin  so  machen,  und  wnntchesehr,  daes  der- 
selbe in  einem  recht  weiten  Kreite  bekannt  werden  möge.  G. 
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it  i8  bighly  important»  tbat  the  tratb  sboald  be  establisbed  and 
acknowledged  on  tbis  sobject«  J  respectfulVy  ask  you  to  solicit 
the  atteotion  of  tbe  most  distinguisbed  lueteorologists  among  your 
correspondento  to  tbe  sabject.  Tbe  storms,  wbicb  J  wisb  tbem 
to  exainine,  and  report  upon,  are:  tbose  of  Redfield,  Reid  and 
Piddiogton,  whicb  are  contained  in  my  y^Pbilosopby  of  Storms*' 
from  page  188  to  page  277.  The  data  for  tbe  examination  of  these 
Monas ,  are  tbere  copied  from  tbe  authors  tbemselves ;  and  if  tbe 
gentlemen,  of  wbom  yoo  may  aak  tbis  favor  for  nie,  can  do  no 
more  tban  ezamioe  tbe  cbarts  in  my  work  witb  tbe  data  tbere 
given,  and  testify  as  to  tbe  correctness  of  my  deductions,  in  a 
revievr  of  tbe  work ,  it  will  do  mucb  good  to  tbe  canse  of  science, 
and  in  a  practical  point  öf  view,  it  will  be  the  means  of  saving 
raany  lives  aod  many  ships  lat  sea. 

Dr.  Tbom  says.  tbat  tbe  storms  of  tbe  Indiaa  Ooean,  wbkh 
be  bas  examined ,  take  place  between  tbe  N.  W.  monaoon  and  tbe 
S.  E.  trade  wind,  having  their  northern  aide  in  tbe  Monsoon  and 
tbelr  soatbern  side  in  the  Trade;  and  if  so»  it  is  higbly  probable, 
tbat  tbe  In  ward  motion  of  the  wind  will  not  be  direct,  but  splral, 
as  be  says  it  is.  He  acknowledges  tbere  is  an  npward  motion 
in  tbe  central  regions. 

J  find  by  calculation^  tbat  it  woald  require  2.600000  tuna  of 
coal  to  €vaporate  the  water  which  feil  on  each  Square  mile,  on 
wbicb  4  incb  deep  of  rain  feil,  and  Tbom  says  from  8  to  10  inches 
fail  on  Mauritius  in  one  of  tbese  burricanes.  Now  the  same  quan- 
tity  of  latent  caloric  was  recelTed  by  the  air  in  tbe  region  of  the 
cload  as  it  would  receive  by  burning  all  tbis  amount  of  coal  at 
tbe  surfare  of  the  earth  in  the  same  time  tbat  the  vapor  was  con- 
densing:  and  the  same  velocity  of  up-moving  currenf  would  be 
produced  in  the  one  case  as  in  tbe  other,  nearly. 

It  is  impossible  to  conceive  of  any  means  to  produce  f bis  grea^ 
coodensatioa  of  vapor  in  so  short  a  tirae»  but  the  cooling  process 
of  QzpanMon  from  tbe  diroinishing  pressure  of  an  upward  motion« 
eqaal  to  aboat  130^  Fabr.,  at  the  beight  of  tbe  top  of  the  cloud« 
wbere,  J  find  by  my  experiments,  detaiied  in  my  Third  Report 
on  Meteorology  to  tbe  Secretary  of  tbe  Navy,  the  barometer  would 
bave  fallen  about  24  inches. 

I  remain 

Hon.  My  Dear  Sir 

J.  G.  Flügel  Voar    c^liged   friend^ 

Leipzig.  Jaiflaa  P.  Espy. 
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Der  sehr  grQiidliche  Aufsatz  Nr.  XXXI.  iu  diesem  Hefte  von 
Herrn  Professor  Dr.  Lemoch  in  Lemberg  über  die  aus  der 
excentrischen  Aufstellung  des  Alesstiscbes  entstehenden  Fehler, 
welchen  der  verehrte  Herr  Verfasser  S.  437.  mit  den  folgenden 
sehr  zu  beherzigenden  Worten,  die  ich  in  ihrem  ganzen  Umfiinge 
un  terschreibe  •  schliess  t : 

»»Nach  dieser  Darstellung  also  hat  selbst  eine  kleine 
Excentricität  in  jeder-Hinsicht  einen  uachtbeiligenEin- 
fluss  auf  das  Resultat  der  Messung,  die  fehlerhafte 
Orientirung  des  Messtisches  jedoch,  welche  eine  un- 
ausbleibliche Folge  der  excentrischen  Aufstellung  ist, 
halte  ich   für  den   grussten"  dieser  Fehler'' 

veranlasst  mich,  den  Praktikern  von  Neuem  die  Methode  zu 
empfehlen,  welche  ich  im  Archiv  Tbl.  XVI.  Nr.  HI.  8. 39.  zur 
richtigen  centrischen  Aufstellung  des  Messtisches  angegeben  habe, 
weil  ich  diese  Methode,  welche  nur  eine  centrische  Drehung  des 
Tischblattes,  keine  besondere  künstliche  Einrichtung  desselben 
zur  seitlichen  Verschiebung  u.  dergl.  voraussetzt,  für  so  einfach, 
elegant  und  genau  halte,  dass  sie,  wenigstens  für  mich, 
nichts  zu  wünschen  übrig  Ifisst,  wobei  ich  ausdrücklich  noch  her- 
vorhebe, dass  diese  Methode  immer  die  genaue  Auf- 
stellung des  auf  dem  Tische  bezeichneten  Punktes 
über  dem  gegebenen  Punkte  auf  dem  Erdhoden  und 
die  genaue  Orientirung  des  Tisch'es  ■nyleieli  glebt. 

Der  Herausgeber. 


Druckfehler. 

Theil  Wli.  Heftl.S  114.  Z.  11.   innM  e«  «Utt  ff'-f8«/r*^3/7<|f-^ 
heicita  x    y » -{-Zly^  +  a*«y  =  P. 
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Allgemeine  Grössenlehre. 

Ueber  den  Begriff  des  Stetigen  and  seine  Bezie- 
biiBgen  zam  Caicul.  Eine  Rede,  am  14.  Novbr.  1853  in 
der  öffentlichen  Sitzung  der  Kön.  Sftcbsiscben  Gesell- 
•ehaft  der  Wissenschaften  so  Leipzig  gehalten  von 
W.  Drobisch. 

Wir  empfehlen  die  in  dieser  Rede  in  sehr  würdiger  Sprache 
angestellten  allgemeinen  Betrachtungen  über  einen  sowohl  fQr  die 
Geometrie,  als  auch  Air  die  neuere  strenge  Darstellung  der  mathe- 
matischen Analysis  so  wichtigen  Gegenstand  der  Beachtung  on« 
cerer  Leser  recht  sehr. 


Arithmetik. 

Anleitung  zum  Gebrauch  des  Rechenschiebers  (Sil- 
'iog-rule  —  R^gle  ä  Caicul).  Bearbeitet  von  C.Hoffmann. 
Zweite  Auflage.    Berlin.  Gärtner.  1864.  8. 

Die  Schrift  des  trefflichen ,  der  Wissenschaft  leider  la  frOh 

entrissenen  Schulz  von  Strasznicki  zu  Wien  über  den  eng- 

(tacben  Rechenschieber  ist  in  einer  früheren  Nummer  des  Literar. 

^er,  angezeigt  worden.    Neben  derselben  verdient  die  vorliegende 

Mrift  wegen  Ihrer  praktischen  Deutlichkeit  genannt  zu  werden. 

Die  Differential-  und  Integralrechnung  und  deren 
Aawendang  aaf  die  Geometrie  in   der  Ebene,   von  Dr. 

Tu.  XXIV.  Hfl.  1.  1 
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Edmund  Külp,  Professor  der  Physik  und  Hathematili 
an  der  höheren  Gewerbschule  zu  Darmstadt.  Abth.L 
und  II.    Darmstadt.  Leske.  1854.  8. 

Dieses  ziemlich  ausführliche  Lehrbuch  der  Differential-  usd 
Integralrechnung  schliesst  in  sehr  lobenswerther  und  ruhmlicher 
Weise  sich  ganz  den  neueren  strengen  Ansichten  über  die  allein 
richtige  Darstellung  der  genannten  Wissenschaften  an,  uod 
liefert  den  sehr  erfreulichen  Beweis ,  dass  diese  Ansichten  auch 
in  Deutschland  immer  mehr  und  mehr  Boden  gewinnen.  Freilich 
Ist  leider  in  neuerer  und  neuester  Zeit  die  deutsche  mathematische 
Literatur  noch  mit  einigen  Werken  fiber  die  Differential-  und  In- 
tegralrechnung verunziert  worden,  welche  diese  herrliche,  in  ihrer 
ganzen  inneren  Gliederung  an  sich  so  einfache,  und,  bei  wahrer 
Kenntniss  ihres  Wesens,  eine  so  reiche  und  so  ungemein  leichte 
Anwendung  auf  alle  möglichen  Gegenstände  des  Gebiets  der  Zahl 
und  des  Raums,  und  der  Natur  anwendbaren  Wissenschaften  noch 
in  ein  Gewand  kleiden,  das,  wohin  man  nur  den  Blick  wendet, 
nichts  als  Unklarheit,  Unrichtigkeit,  ja  hin  und  wieder  sogar  wirk- 
liehen Unsinn,  erkennen  lässt,  und  rucksichtlich  ihrer  Verfasser 
die  bedauerliche  Ueberzeuguog  aufdrängt,  dass  dieselben,  bei  oft 
sehr  grosser  Anmaassung,  doch  noch  nicht  zu  einer  auch  nur  eloi« 
germaassen  klaren  Idee  von  dem  Wesen  und  der  Bedeutung  der 
sogenannten  höheren  Analysis  gelangt  sind.  Lässt  man  nun  auch 
solche  Leute,  geleitet  von  dem  alten  SprQchworte,  dass  man  einen 
Mohren  niemals  weiss  waschen  kann,  gern  laufen:  so  kann  und  darf  dies 
doch  nicht  hindern,  in  einer  Zeitschrift,  wie  die  vorliegende,  Bücher  von 
der  vorher  bezeichneten  Art  für  im  hüchsten  Grade  verwerflich,  schäd- 
lieh  und  der  mathematischen  Literatur  unwürdig  zu  erklären,  und 
zwar  namentlich  deshalb,  weil  sie  den  Kopf  des  Anfängers,  der  an- 
glücklicherweise  in  ihre  Hände  fallt,  mit  Dingen  verwirren  und  ver- 
düstern, die  er  doch  einmal  als  miserabeln  Plunder  wieder  in  einen 
mit  Spinnweben  überzogenen  Winkel  werfen  muss,  um  dann  von 
Neuem  anfangen  zu  lernen.  Auffallend  ist  es  nur,  wie  in  Deutsch- 
land solche  elende  Machwerke  immer  noch  Verleger  finden  konneik 
Das  ist  in  Frankreich  ganz  anders.  Da  sieht  man  jetzt  durchgSn- 
gig  solche  Darstellungsweisen  als  etwas  Abgethanes,  irgend  eine 
Berechtigung  auf  Berücksichtigung  nicht  im  Entferntesten  noch 
beanspruchen  Dürfendes  an,  und  alle  jetzt  dort  erscheinenden 
Werke  sind  mit  der  Strenge,  Deutlichkeit  und  Durchsiehtigkeit 
der  neuen  Darstellungsweise  verfasst  Wir  können  hier  An- 
fänger nur  vor  solchen  Büchern,  wie  die  vorher  im 
Allgemeinen  bezeichneten,  dringend  warnen;  die  Reue 
wird  bei  Jedem,  wer  Sinn  für  wahre  Mathematik  besitzt, 
ab«r  das  Unglück  hatte,   in  ihren  Abgrund  xa  fallda» 
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kommen,  wenn  auch  zuweilen  vielleicht  erat  spSt;  sie 
wird  aber  dann  um  so  bitterer  seini  Je  widerwärtiger  uns 
gerade  in  neuester  Zeit  manche  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete 
der  höheren  Analysis  in  der  angedeuteten  Weise  entgegengetreten 
sind:  desto  mehr  haben  wir  uns,  wie  schon  gesagt,  über  das  vor* 
Heißende  Ruch  gefreu't  Glücklich  sind  die  Schüler  der  huberea 
Gewerbschule  In  Darmstadt,  wenn  ihnen  gleich  vom  Anfange  an 
ein  solcher  Unterricht  in  der  höheren  Analysis  zu  Tbeil  wird; 
und  dass  der  Unterricht  in  dieser  Weise  ertbeilt  wird  und  er- 
theilt  werden  kann,  liefert  einen  neuen  Beweis  von  der  Vortreff* 
lichkeit  dieser  Lehranstalt,  besonders  mit  Rücksicht  auf  die  von 
derselben  zunächst  verfolgte  praktische  Tendenz. 

Wir  glauben  hiermit  im  Allgemeinen  genug  über  den  Geist 
gesagt  zu  haben,  in  welchem  das  vorliegende  empfehlenswerthe 
Buch  verfasst  ist,  müssen  nun  aber  auch  noch  die  Vollständigkeit 
hervorheben,  welche  es  in  mehreren  Partieen  auszeichnet.  Dass 
der  Taylor 'sehen  und  Maclaur  in' sehen  Reihe  mit  gehuriger  Be- 
rücksichtigung der  Reste  eine  strenge  Entwickelung  zu  Theil  ge- 
worden ist,  und  dass  diese  Reste  bei  der  Entwickelung  der  Func- 
tionen in  Reihen,  in  der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis, 
u.  8.  w.  fortwährend  Anwendung  gefunden  haben,  versteht  sich  nach 
den  obigen  einleitenden  Bemerkungen  von  selbst.  Ausserdem  ha- 
ben aber  auch  die  bekannten  allgemeinen  Sätze  Cauchy's  über 
die  Reihenentwickelung  gebührende  Berücksichtigung  gefunden, 
so  wie  in  der  Integralrechnung  der  Integral-Logarithmus,  die  Fou* 
rfer'scfaen  Reihen,  die  Gamma-Functionen,  die  Euler'schen  In- 
tegrale, die  elliptischen  Functionen,  und  manches  Andere,  was 
man  in  Werken  von  gleichem  Umfange  nicht  flndet.  Dass  auch 
die  Anwendung  auf  die  Geometrie,  wenn  auch  in  beschränkterem 
Umfange,  Beachtung  gefunden  hat,  sagt  schon  der  Titel. 

Unter  allen  in  neuester  Zeit  in  nicht  geringer  Anzahl  er- 
schienenen Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  oder  auch  der 
Differential-  und  Integralrechnung  kunnen  wir  nur  das  vorliegende 
Werk  zu  weiterer  Beachtung  empfehlen,  natürlich  bei  freudigster 
Anerkennung  des  Werthes  mancher  früher  erschienener  verdienst- 
licher Werke,  die  auch  das  Archiv  nie  mit  Stillschweigen  zu  über- 
gehen sich  erlaubt  hat,  wie  es  bei  Schriften  von  der  oben  näher 
bezeichneten  Gattung  —  unter  gelegentlicher  allgemeiner  Hinwei- 
suDg  auf  dieselben ,  wie  z.  B.  oben  geschehen  —  zu  thun  Rir  das 
Beste   hält 
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Geometrie. 

Lehrboch  der  elementaren  Stereometrie  and  dar« 
stellenden  Geometrie,  zam  Gebrauche  beim  Unterricht 
in  GewerbsschuleOy  Gymnasien  n.  s.  w.  von  Dr.  Adam 
Weiss,  Professor  der  höheren  Mathematilc  and  Physik 
tn  der  kgl.  polytechnischen  Schule  zuNfirnberg.  Ans- 
bach. (Gummi).  1854.  8. 

Dieses  Lehrbuch  der  Stereometrie  gehurt  zu  den  ausftihrliche- 
ren  LehrbOchern  dieser  Wissenschaft  und  verdient  deshalb  zar 
Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Besondere  Sorgfalt  hat  der  Herr 
Verfasser  zunächst  auf  die  Darstellung  der  Lehre  von  der  Lage 
der  Linien  und  Ebenen  im  Räume,  welche  ausführlicher  als  in 
vielen  anderen  Lehrbuchern  und  theilweise  in  eigenthQmlicber 
Weise  behandelt  worden  ist,  verwandt  Eben  so  sorgfältig  ist 
aach  die  Lehre  von  der  Berechnung  der  Kurper  dargestellt,  welche 
zugleich  eine  ziemliche  Anzahl  von  Aufgaben  enthält,  und  daher 
den  Lehrern  zweckmässigen  und  reichhaltigen  Stoff  zu  Uebungs- 
aufgaben  darbieten  wird.  Der  Obelisk  ist  dabei  nicht  unberück- 
sichtigt geblieben,  und  auch  über  die  Berechnung  der  Kurperräume 
durch  Näherung  ist  Einiges  beigebracht,  so  wie  aucb  die  ßerech« 
nang  des,  z.  B.  in  der  Forstwissenschaft,  praktisch  mehrfach  wich- 
tigen Rotations-Paraboloides  gelehrt  worden  ist  Aufgefallen  ist 
es  uns,  dass  das  Euler'sche  Theorem  von  den  Polyedern  und 
die  daraus  zu  ziehenden  schunen  Folgerungen  ganz  fehlen.  Da«« 
der  Herr  Verfasser  endlich  auch  die  hauptsächlichsten  Grandlehren 
der  descriptiven  Geometrie  in  sein  Buch  aufgenommen  hat,  ver- 
dient noch  besondere  Anerkennung. 

Wir  wiederholen,  dass  wir  dieses  Buch  hauptsächlich  wegen 
der  vielen  darin  vorkommenden  zweckmässigen  stereometriscben 
Uebungsaufgaben  und  numerischen  Beispiele,  aücli  mancher  sehr 
nfitzlicher  praktischer  Notizen  wegen,  Lehrern  an  huheren  Lehr^ 
anstalten,  namentlich  an  Realschulen,  zur  Beachtung  empfehlen. 

Neue  Zusätze  zum  Florentiner  Problem.  Von  W« 
Drobisch,  Professor  an  der  Universität  zu  Leipzig. 
Aus  den  Berichten  der  K5n.  Sachs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Mathematisch-physischeClasse.  18. 
März  1854  besonders  abgedruckt. 

Die  frühere  Abhandlung  des  Herrn  Verfassers  fiber  das  Fla- 
rentiner  Problem  ist  mit  gebührendem  Lobe  im  Literar.  Ber.  Nro. 
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LiXXn.  S.  915.  angeieigt.  Ueber  den  Inhalt  dieser  neuen  ^  jeden- 
blls  in  ganz  gleicher  Weise  der  Beachtung  derXeser  des  Archivs 
WOL  empfehlenden  Abhandlung,  spricht  sich  der  Herr  Verf.  S.  14. 
auf  feigende  Art  aus:  ,,Unser  geehrter  College,  Herr  d' Arrest^ 
bat  vor  einiger  Zelt  die  interessante  Bemerkung  ▼erOffenttiebt*), 
dass  auch  die  gemeine  oder  Bernoulli'scbe  Lemniscata  zu  den' 
ebenen  Curven  geh5rt,  welche  das  Florentiner  Problem  lösen,  und 
swar  insofern,  als  diese  Linien  eine  stereographische  Projection 
der  sphfirischen  Schleifenlinie  ist,  welche,  nach  Viviani's  Auf- 
lösung seines  Problems,  die  ovalen  Oeffnungen  in  der  Kugelfläche, 
mn  die  es  sich  handelt,  begrenzt  Später  bat  Herr  d' Arrest, 
was  Ich  seiner  Privatmittheilung  verdanke,  gefunden,  dass  aucb 
die  Cassini 'sehe  Curve,  von  der  bekanntlich  die  Lemniscata  eun 
apecieller  Fall  ist,  sich  als  stereographische  Projection  einer  sphä- 
rischen Curve.  nämlich  der  durch  die  Gleichung  cosif;=mcos9 
gegebenen,  wo  tp  und  ^  rechtwinklige  sphärische  Coordinaten  be- 
deuten, darstellen  läset  Diese  Sätze  haben  mich  veranlasst»  nicht 
oor  weiter  zu  untersuchen,  auf  welche  ebene  Curvea  die  stereo- 
graphischen  Projectionen  der  sphärischen  Curven  sin  ^=mcos^ 
und  ^  =  m9),  durch  welche,  nach  Jacob  Bernoulli,  das  Floren- 
tiner Problem  gelOst  wird,  fuhren,  sondern  auch. ihre  orthographi- 
schen Projectionen  allgemeiner  zu  erörtern  als  es  in  meiner  frQ- 
bereu  Abhandlung  geschehen  ist,  und  endlich  noch  die  centralen 
Projectionen  dieser  Curven  in  Betrachtung  zu  ziehen.  Dieselbe 
Untersuchung  kann  ohne  Schwierigkeiten  auch  auf  die  Leibniz'- 
»che  Auflösung  durch  die  sphärische  Curve  sin  if;  =  1  —  m  sin  9 
ausgedehnt  werden;  sie  fuhrt  aber  grOsstentheils  zu  verwickelten 
Ergebnissen,  die,  da  hier  das  Interesse  hauptsächlich  von  der  Ein- 
fachheit der  Resultate  abhängt,  wohl  Qbergangen  werden  durften/' 

Wir  k5nnen  den  Lesern  versichern,  dass  ihnen  diese  neuen 
Zusätze  zum  Florentiner  Problem  eine  nicht  weniger  interessante 
tmd  lehrreiche  LectOre  gewähren  werden  wie  die  früheren,  und 
erlauben  uns,  noch  besonders  auf  die  wegen  der  Beziehung  zu 
den  elliptischen  Functionen  der  dritten  Art  besonders  interessante 
riummer  7  hinzuweisen,  weil  uns  nicht  bekannt  ist,  dass  diese 
Functionen  bis  jetzt  in  ähnlicher  Weise  wie  die  der  ersten  und 
acveiten  Art  durch  Curvenbogen  dargestellt  worden  wären. 


*)  MitgetheiK  aat  den  attronomitcben  Nacbriehten  Mb«  076.  im  Ar* 
cliiv  Thl.  XXII.  S.  22d. 
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Theoretische  Mechanik. 

Theori«  der  Statik  gegrGndet  auf  die  Priocipiea 
der  Dynamik  Ton  Zernikow,  Lehrer  an  der  K5nigl.  Pro- 
viDzial-G«werbeschule  zu  Erfurt  Erfurt.  Villaret. 
1854.  a 

Was  diese  kleine  Schrift  bezweckt,  spricht  ihr  Titel  mit  hin- 
reichender Deutlichkeit  aus.  Wir  sind  von  je  her  der  Meinung 
gewesen,  dass  die  Lehren  der  Statik  auch  auf  rein  statischem 
Wege  begründet  werden  nidssen,  namentlich  bei  dem  ersten  Un« 
terrichte.  Jede  andere  Darstellungsweise,  wenn  wir  sie  auch  kei- 
neswegs für  unmöglich,  ja  bei  einer  allgemeinen  Darstellung  d^ 
gesammten  Mechanik  im  weitesten  Umfange,  —  im  Grossen  und 
Ganzen  —  ffir  recht  förderlich  halten,  nimmt  der  Statik  an  sieb, 
als  eine  selbststfindige  Wissenschaft  betrachtet,  ihren  scbunen 
83rnthetisch-  oder  analytisch  -  geometrischen  Charakter,  und  be- 
einträchtigt die  ungemeine  Eleganz,  die  sich  namentlich  in  dieser 
Wissenschaft,  hauptsächlich  auch  in  Bezug  auf  strenge  und  t5I- 
lig  erschfipfende  systematische  Darstellung,  fOr  welche  keine 
andere  mathematische  Disciplin  ein  gleich  lehrreiches  Beispiel  dar- 
bietet, erreichen  lässt,  sehr,  weshalb  jFrir  die  in  dieser  Schrift  be- 
folgte Methode  am  wenigsten  zu  dem  Gebrauche  bei*m  ersten 
Unterrichte  in  der  Statik  empfehlen  können. 


Praktische  Mechanik, 

Theorie  des  Windstosses  nebst  Anwendung  auf 
WindflQgel  und  Schiffssegel.  Von  Zernikow,  Lehrer 
au  der  Kunigl,  Provinzial- Gewerbeschule  zu  Erfurt 
Erfurt.    Villaret.    1854. 

Es  geufigt  uns,  die  Existenz  dieser  Schrift  anzuzeigen.  Wich- 
tig genug  ist  ihr  Gegenstand  ffir  die  praktische  Mechanik  im  All- 
gemeinen, und  in  Verbindung  mit  der  Theorie  des  Wasserstosses 
insbesondere  ffir  die  Nautik,  jedenfalls!  Wer  aber  weiss,  wie  viele 
dergleichen  Theorieen  schon  aufgestellt  und  wie  grosse  Muhe  und 
Kosten  namentlich  in  England,  selbst  von  Privaten,  schon  aufge- 
wandt worden  sind,  um  diesen  wichtigen  Gegenstand  einigermaasseo 
zum  Abscbluss  zu  bringen,  wird  mit  uns  gewiss  darin  einverstaa- 
den  sein,  dass  bei  der  jetzigen  Lage  der  Sache  fiber  den  grosse- 
ren oder  geringeren  Werth  einer  solchen  Theorie  nur  die  laU* 
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retchsten  und  maotiigfaltigsteii  Versuche  entscheideo  kOnneo.  In 
reio  theoretischer  Betiehang  scbeiDt  ans  von  neueren  Schriftstellern 
das  treffliebe,  jetzt  aber  freilich  seltene  Werk  von  Don  George 
Juan:  Examen  maritime  th^orique  et  pratique.  Traduit 
de  TEspagnol  par  Leveque.  A  Nantes.  1783.  (ZweiTheile 
in  Quart)  nicht  genug  Beachtung  zu  finden,  namentlich  rflcksicht* 
lieh  der  allgemeinen  bei  Aufstellung  einer  solchen  Theorie  zu 
befolgenden  Methode. 


Vennisehte  Schriften. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
zu  Bern.  Nr.  310-323.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.LXXXVlIL 

S.7.) 

G.  Brunner:  über  ein  Mittel,  auf  chemischem  Wege  einen 
luftleeren  Raum  zu  erzeugen.    Nr.  310.  und  311. 

R.  Wolf:  XLVl.  SonnenfleckenBeobachtungen  in  der  zwei- 
ten Hälfte  des  Jahres  1853. 

R.  Wolf:  LVII.  Meteorologische  Beobachtungen  im  October, 
November  und  December  1853,  nebst  Uebersicht  der  meteorologi- 
sehen  Verhältnisse  im  Jahre  1853,  und  Untersuchung  der  Angaben 
eines  Ozonometers.    Nr.  312  und  313. 

Wegen  der  mitgetbeilten  Ozon ometer- Beobachtungen  scheint 
dieser  Aufsatz  besonders  interessant  zu  sein,  da  eine  längere  Reihe 
solcher  Beobachtungen  wohl  noch  nicht  vorliegt,  Herr  R.  Wolf 
aber  durch  die  Güte  der  Herren  Dr.  Tscharner  und  Apotheker 
M filier  über  drei  auf  einander  folgende  Jahre  (1851  —  1853)  dis- 
ponirt,  die  er  zugleich  mit  seinen  eigenen  Beobachtungen  vollständig 
in  Tafeln  mittheilt,  und  daraus  beachtenswerthe  Resultate  zieht. 

L.  R.  von  Fellenberg,  (iber  ein  eigenthfimliches  Fahlerz 
ans  dem  Einfischthale  im  Kanton  Wallis.    Nr.  317  und  318. 

M.  Hipp,  fiber  seine  telegraphische  Eisenbahn  •Control- Uhr. 
Nr.  317  und  318.  (Jedem,  wer  sich  ffir  galvanische  Uhren  inter- 
essirt,  muss  dieser  Aufsatz  zur  Beachtung  empfohlen  werden.) 

R.  Wolf:  XljVni.  Meteorologische  Beobachtungen  Im  JYin- 
ter  1853  auf  1854 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik 
In  der  Schweiz.   Nr.  317  und  3ia    (Biographbche  Notizen  Aber 
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Conrad  Dasypodius,  der  jedem  Mathematiker  bekaoot  ist,  fn>- 
nerlsaak  Habrecht,  Johann  Jacob  FSal  tod  Zfirlob,  Josias 
Simmler,  Burkard  Leemann,  Martin  Planta  und  den  in 
der  Geschichte  des  Streits  über  die'Erfindung  der  Dlferentiabeck- 
nnng  bekanntlich  vielfach  genannten  genfer  Mathematiker  Nicola as 
Fatio  de  I>ulller.  Von  Leonhard  Euler  erzfthlt  Herr  R 
Wolf  S.  70.  eine  interessante  Anecdote.). 

9 

t 

R.  Wolf,  fiber  die  neuesten  Veränderungen  auf  der  Stern« 
warte  zu  Bern.    Nr.  ^319  und  320. 

Derselbe:  L.  Beobachtungen  der  Sternschnuppen  im  Win- 
terhalbjabre  1863  und  1864. 

S.  86  theilt  Herr  R.  Wolf  folgende  Worte  des  trefffichen  und 
mit  Recht  beruhroten  Mathematikers  Johann  Georg  Trallet 
mit,  deren  Mittheilung  an  diesem  Orte  uns  zu  besonderer  Freude 
gereicht,  weil  sie  wohl  gerade  am  Schluss  dieses  Jahres  1854  oder 
wenigstens  in  den  ersten  Tagen  des  nächsten  Jahres  in  die  Hände 
der  meisten  Leser  des  Archivs  gelangen  werden: 

,,7.  Januar  1791.  Wenn  gleich  die  Zeit  beständig  ähnlich  tob 
einer  Sekunde  snr  andern  ebenso  fortfliesst  wie  ton  einem  Jahre  son 
andern,  nnd  desswegen  der  Jahreswechsel  keiner  andern  Betrachtung  fä- 
hig zu  sein  scheint,  als  der  Wechsel  eines  Moments  mit  dem  andern,  to 
hat  doch  die  menschliche  Gesellschaft  (deren  Gang  oft  auf  Resultaten 
einer  praktischen  Philosophie  beruht,  deren  Wahrheit  die  Philosophen 
noch  nicht  gefunden  haben)  es  anders  betrachtet,  und  bemerkt  Tonnglich 
die  Zeit,  wo  die  Periode  von  365<  bß*  48«"  48«  sich  endet,  und  eine  neue 
anfängt.  Ohne  mich  darum  zu  kummern,  ob  es  philosophisch  sei  oder 
nicht,  das  neue  Jahr  zu  feiern,  folge  ich  der  grossem  Menschenzahl, 
deren  Sache  eben  nicht  Philosophie  ist.  Unter  solchen  Umständen  steUt 
man  nämlich  fromme  Betrachtungen  an,  wenn  man  gleich  die  ganze  Zeit 
hindurch,  fiber  welche  sie  sich  erstrecken,  kein  einziges  Mal  daran  ge- 
dacht, Tiel  weniger  dazu  thätig  beigetragen  hat,  dass  solche  Betracb- 
tuns^en  zu  unserer  Zufriedenheit  ausfallen  mochten.  Indessen  ist  Rene 
nnd  Wille,  dass  es  künftig  besser  gehen  möge,  das  Resultat,  das,  weoa 
es  gleich  wenig  Acti?es  enthält,  doch  oft  nur  einen  kleinen  Stoss  erwar- 
tet, um  in  Bewegung  zu  gerathen/' 

R.  Wolf:  LI.  Beobacbtangen  der  Sonnenflecken  in  der  ersten 
Hälße  dfes  Jahres  1854.  —  LH.  Meteorologische  Beobachtungen 
im  PHShIing  1854.    Nr.  323. 
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Mathematische  Bibliographie. 

BibliotbevB  matbematica.  Ver^eiehfiiss  der  Biiclier 
fiber  die  f^eaarainteD  Zweige  der  Malbematik,  aiss 
ATitbmetik»  höbere  Analysis,  coostruirende  und  aualy* 
tisebe  Geometrie«  Mecbanik,  AatroMoniSe  ntid  6eodftp> 
sie«  welcbe  in  Deutschland  und  dem  Auslände  rem 
Jabre  1830  bis  Mitte  des  Jahres  1854  erschteiiett  sind. 
Herausgegeben  von  L.  A.  Sohncke»  w^il.  Professor  der 
Mathematik  zu  Halle«  Leipzig.  Engelmaan.  1824.  Preis 
t  Tkir.  10  Ngr. 

Diese  Bibtlotheca  mathematica  schHesst  skh  an  J.  Rogg's 
Handbuch  der  mathematischen  Literatur.  Tübingen. 
18d0.  an,  und  scheint  mit  Vollstfindigkeit  zweckroSssige  Einrich- 
tung zu  fereinigen. 


Geschichte  der  UMathematik. 

Üie  Geschichte  der  hOberea  Anaiysis.  Von  Dr.  C. 
J»  Gerliliult.  Erste  Abtheilung.  Die  Entdeckung  de? 
böberesuinalyais.    Halle.  Selimidt  1865«  8.  IThln  lOSgr. 

Herr  Dr.  Gerhardt  erulrbt  sich  durch  diese  Scirifl  eiii 
neues  Verdienst  um  die  Geschichte  der  Mathematik,  Indem  er  in 
derselben  die  erste,  wirklich  aus  den  irgend  zugünglichen  Quellen 
geechiiplle  Geschichte  der  höheren  Anaiysis  liefert.  Diese  erste 
Abibeilang  besteht  au«  den  drei  folgenden  Haupttheilen :  Der 
Grundbegriff  der  höheren*  Anaiysis  bis  auf  Leibniz  und  New- 
ton. —  Die  Entwickelung  des  Algorithmus  der  hohem  Anaiysis 
durch  Leibniz.  —  Die  EntKlekelung  der  Fluxionsrechnong  durch 
Newton.  -*-  Hierzu  kororoen  noch  die  folgenden  Beilagen:  I.  Ueber 
die  Ealslebung  und  Ausbreitueg  des  decadleebeo  Zahlensystems. 
II.  26.  October  1675.  Anaiysis  Tetragonistica  ex  Ceotrobaryds. 
HL   11.  Novbr.  1673.    Metbedi  tangentitkn  Iriirersae  ezempla.  -^ 
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IV.  Nov.  1676.  Caiculus  tangentium  differentialis.  —  V.  11.  JaüilST?. 
Methode  geoerale  pour  roener  les  toucbantes  des  lignes  Courbes 
Sans  calcul,  et  saus  reduction  des  quantit^s  irrationelles  et  rom- 
pues.  —  VI.  Elementa  caiculi  novi  pro  differentiis  et  samniis ,  tu 
gentibus  et  quadraturis»  maximis  ^  miiMmis,  diroefv^iooibus  linea- 
rum,  superficierum,  aolidorum,  aliistpie  coiäfionnem  caiculum  trän* 
scendentibus.  —  Die  Beilagen  II.  bis  VI.,  sämmtlich  bandschrifilicbe 
Aufsätze  von  Leibniz,  sind  jso  abgedruckt,  dass  sie  ein  roöglicbst 
genaues  Bild  der  Originale  geben.  —  Den  Verfassern  gewisser 
neuer  Lehrbucher  der  Diflferentialrechnung  milchten  wir  folgende, 
uns  ganz  aus  der  Seela  gaschrieben«  SteUe  d^r  Vorrede  zu  die- 
sem sehr  verdienstlichen  Buche  zur  Beherzigung  entgegenhalten: 
„Dies  Alles''  -—  nämlich  viele  oberflächliche,  auf  unsicherem  Grunde 
ruhende,  von  dem  wahren  Geiste  der  grossen  Erfinder  sich  guu 
und  gar  entfernende,  namentlich  den  Anfänger  vollständig  vo> 
wirrende  Darstellungen  der  Differentialrechnung,  wie  sie  feider 
selbst  in  neuester  Zeit  sich  in  einigen  Lehrbuchern  wieder  breit 
za  machen  gesucht  haben  —  „wäre  vermieden  worden ,  wenn  maa 
die  historische  Entwiokelung  der  höheren  Analysis  Terfolgt  bStte; 
man  wurde  alsdann  in  den  Untersuchungen  der  griechischen  Geo- 
meter  aus  dem  Bereich  der  höheren  Geometrie  den  Grundbegriff 
gefunden  und  durch  Zusammenfassen  der  einzelnen  Falle,  in  wel- 
chen derselbe  erscheint,  ihn  so  verallgemeinert  haben,  wie  es  die 
Begründung  der  höheren  Analysis  verlangt.  Erst  in  neaerer  Zeit 
haben  theoretische  Untersuchungen  zu  der  Ueberzeugung  geführt, 
dass  eben  dieser  Begriff  der  Gränze  das  alleinige 
sichere  Fundament  für  die  gesammte  höhere  Analysis 
bildet;  die  Stimmen  indess  sind  noch  nioht  zum  Schweigen 
gebracht*),  welche  meinen,  dieser  Begriff  sei  zu  dunkel  und  für 
diejenigen^  welche  das  Studium  der  höheren  Mathematik  beginnen, 
zu  schwierig  **).  Um  auch  diesen  Vorwurf,  den  einzig  baltbared» 
der  noch  von  den  Gegnern  der  Gränzmethode  erhoben  wird ,  gründ- 
lich zu  beseitigen,  durfte  die  geschichtliche  Darstellung  am  recb* 
ten  Orte  sein,  in  der  gezeigt  wird,  wie  die  höhere  Analysis  eot- 


*)  Wird  aber  «nhon  j^eRrhelicn,  denn  in  der  MachemaHk ,  wie  ober- 
aU,  giebc  e«  nur  eine  Wahrheit,  die  «idi  tfeeh  «m  Kitde  TolUtiadig 
Bülrn  bricht;  da«  Archif  wird  gewie«  da«  Seinige  wie  bi«ber  auch  fcr* 
nerhin  redlich  than,  den  Zeitpunkt,  wo  jene  Sfiramea  ganz  xnm  Schwei* 
l^en  gebracht  Rein  iverden ,  niögiichat  bald  herbelsnfährea« 

**)  WSr  meinen:  ntir  cn  dnntet  und  so  schwierig  fdr  die  oiatbe* 
niAiUehaA  K öpfe 'der  TerfAVfler  der  im  Obigen  nfiher beseieb* 
ncjlea  Lbhrbücber  der  höheren  Ahulj«i8,  keineswegc  für  befm. Vater« 
dchta  «i^hUg  nnd  v^re^än^ig.  g«lei(a|e  Anlanger  Ton  g^iondtai  ¥eiblaadai 
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•liRkieii,  a«f  welche  Quelle  sie  surddcgefdhrt  werden  kaon  mid 
aof  welche  Welee  sie  sich  nach  and  nach  •berangebiMet  haf  — -^ 
tndMi  wir  diese  Ansichten  Über  die  Wichtigkeit  der  histpriscbeii 
Bntwickelang  der  höheren  Analysis  ganz  unterschreiben  and  voll» 
stSndig  SU  der  onsrigen  wachen,  freuen  wir  ans  ganz  besonders» 
da««  diese  Geschichte  der  höheren  Analysis  ganz  m  dem  in  der 
o&eii  angeflSbrten  Stelle  sich  aos8|)rech enden  strengen  Greiste»  bei 
der  riditigslen  and  umsichtigsten  Wftrdigang  der  Arbeiten  der 
Daueren  strengen  Analytiker  über  die  höhere  Analjrsis«  verfasst 
ist,  and  emiplehlea  diese  Schrifl,  die,  wie  schon  hervorgeheben, 
ein  wichtiger  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  fiberbaupt 
tot,  uameirtlich  anch  jCttigeren  Matheroatikem  zur  sorgföltigsten 
Beechtong  vnd  aom  sorgfaltigsten  Studium.  Manchem,' der  das 
Ungiilck  hatte,  in  den  Abgrund  solcher  Lehrbücher,  wie  die  oben 
bezeichneten,  und  in  den  Abgrund  des  Unterrichts  ihrer  Verfasser 
zn  fallen,  wird  dünn  aus  diesem  vortrefflichen  Buche  ein  Licht 
aufgeben  and  dessen  sorgfältiges  Studium  ihn  veranlassen,  mög- 
lichst' bald  alles  früher  Erlernte  zu  vergessen,  und  den  einzig 
nchtigen  Weg  zu  betreten,  den  schon  die  grossen  Erfinder  des 
höheren  Calcnis  betraten ,  und  der  sie'  zu  ihrer  grosi^en  Erfindung 
leitete.  Wie  Überhaupt,  versprechen  wir  uns  namentlich  auch  in 
dieser  Beziehung  von  dem  vorliegenden  trefflichen  Buche  einen 
grossen  Nutzen  und  eine  segensreiche  Wirkung,  weshalb  wir  auch 
dem  Erscheinen  des  zweiten  Theiles  desselben  mit  Verlangen 
«i^^egen  sehen. 

Den  Hohen  vorgesetzten  Behörden  in  Berlin  und  Hannover; 
ganz  besonders  aber  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten in  Berlin,  zollt  die  Wissenschaft  mit  dem  Herrn  Verfasser 
den  wärmsten  Dank,  dass  sie  demselben  die  kräftigste  und  erfolg- 
reichste Unterstützung  bei  seinem  verdienstlichen  Unternehmen 
|a  Theil  werden  Hessen. 


Geometrie. 

Geometrische  Anschauungslehre  für  das  Unter-Gym- 
oasium.  Von  Dr.  Franz  Mocnik,  k.  k.  Schulrathe.  L  Ab- 
theilung, mit  153  Holzschnitten.  Zweite  Auflage.  Wien. 
Gerold.    1854.    8.    15  Sgr. 

Dies  Ist  keine  geometrische  Anschatningslehre  im  Smae  man* 
ehdr  defitsoher  Pädagogen,  sondern  ein,  allerdings  und  mit  voll* 
Sien  Rechte  mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  Ansohav- 
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tieb  kei  t  varAMwUs  sdhr  deiitlicbeaLehi%iicb  der  «boieB  GeMwIrii^ 
welche«  fihetflkll  bekoodet«  wie  geoao  der  Herr  Verfasser'  dae  Be* 
dörfttUs  und  das  Wesen  dee  ersten  elgentliehen  geometriMto 
Unterrichts   kennt,    und   deshalb  auch   eine    grosse  Anzahl  seht 
zweckmässiger,  an  die  Knaben  zu  riobtend er  Fragen  eothilt.    Dass 
in  einem  xU  solchem  Zwecke  verfassten  Buche  namentlich  in  den 
Fragen  auf  den  praktischen   Gebrauch  der  Geometrie   lUkkstcbt 
genommen  worden  ist,  kOnnen  wir  nur  in  jeder  Beziehong  billigen« 
and  empfehlen  daher  di^s^s  BOchMn  zu  wetterer  Beachinng.  •  Es 
kontaKB  darin  auch  selbst  manche  interessante  Dinge  vor^  die  dem 
Herrn   Verfasser  eigenthOmlich   zn  sein  scheinen»  z.  B.  ifie  Ver- 
wan<llung  etneft  Rechtecks  in  ein  Quadrat  auf  S.  76. ,  wo  der  Heiff 
Verfasser  eine  von  der  gewl»hnlfehen  abweichende  Anfivsuog  die» 
ser  Aufgabe  giebt,  die  sieh  für  den  Unterricht  sehr  eignet.     Uns 
wenigsten»  ist  diese  Auflösung  bis  jetzt  unbekannt  gewesen. 

Axonometri;Sche  Projectionen  der  wichtigsten  geo^ 
metrischen  Flächen.  Vorlegebiätter  för  die  bescl^rfi^ 
b^nde  Geometrie,  zuglieich  als  Catalog  einer  Model^ 
Sammlung  von  Körpern»  die  nach  den  vorgenannte^ 
Projectionen  ausgeführt  worden  sind.  Von  Ferdinand 
Engel.  Mit  JX.  Figurentafeln.  Vorwort  von  Dr«  Jo|i^ 
chimsthal»  Professor  der  Universität  Halle.  Berlin. 
MuUer.    4,    2  Thir,  20  Ngr. 

Diese  sehr  sauber  ausgefiihrten  Projectionen  der  wicbtigirfMi 
Flächen  sind  allerdings  ein  geeignetes  Mittel,  um  dem  Unterrichte 
in  der  Theorie  der  Flächen  eine  grössere  Anschaulichkeit  zu  geben» 
und  verdienen  deshalb  empfohlen  zu  werden.  Die  dargestellten 
Flächen  sind  folgende:  FresneTs  Wellenfläche  (ur  zweiaxige 
Krystalle.  Das  dreiaxige  Ellipsoid  mit  zwei  Kreisschnitten.  Das 
l£Hipsoid  mit  «:einen  Kriimmungscurven.  Das  zweischalige  Hyper- 
boloid. Dieselbe  Fläche  mit  ihren  Krummungscurven.  Das  einl^ 
schalige  Hyperboloid  mit  zwei  Kreisschnitten.  Dieselbe  Fläche 
mit  ihren  Kriimmungscurven.  Das  elliptische  Paraboloid  mit  zwei 
Kreisschnitten.  Dieselbe  Fläche  mit  ihren  Krummungscurven.  Hy- 
perbolisches Paraboloid.  Dieselbe  Fläche  mit  ihren  Krummungs- 
curven. Gerader  elliptischer  Kegel  mit  zwei  Kr^eisschnitten.  Die- 
selbe Fläche  mit  ihren  KrQmmungstioien.  Gerader  Kreiskegel  mit 
seinem  Scheitelkegel  und  drei  Durchschnitten.  jSchiefef  Kreis- 
kegel  mit  vier  Durchschnitten.  Verbindung  einer  Kugel  und  eines 
geraden  elliptischen  Kegel.  Ein  Körper,  begränzt  von  zwei  Qua- 
draten «nd  vier  viindschiefen  Ebenen.  Ein  Körper»  begränzt  von 
einem  Quadrate  und  einer  windschiefen  Ebene.  Parallelepipedoi^ 
dnreh  eine  windschiefe  Ebene  in  zwei  angUcbe  Theile  gethnll. 
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Gerade  Scbraubenfliche.  Schtefif  SoKraubÄnfttihe;'  AN^iferiieine 
Sefcritibcnflächif.  Abwickelbare  Schraobenflacbe.  Dfesefte  Fßchfer 
init  ihren  Krumniun^slinien.  Viergängige  Schraube  nebst  Mutter^ 
Fönfgängige  Schraube  nebat  Mutter.  Windschiefe  Fläche.  Wiiujü. 
«ohiffe  Fiäcbe;  elliptischer  Keit  WinthdHere  Fläche;  ballier 
kreisförnilgef  KeiK  Zvrei  abwickelbare  Flächen.  Schlangbtiför- 
miger  Körper.  Ringförmiger  Körper.  Sphärische  Curve  mit  ihrei^ 
Polarcurve.  Kugel  mit  vier  grossten  Kreisen.  Kugeldreieck  mit 
seinem  symmetrischen  and  Polardreieck.  Verbindung  von  ffinf 
Worfeln. 

Vermischte  Schriften. 


1  I. 


Sitzungsberichte   der  Kaiserlichen  . Akademie   der 
Wissenschaften  7'uWlefft.    (8.  Literat.  Ber.  Nr.XGLS.d.> 

Jahrgang  1854.  XII.  Band.  5.  tteft.  S,  727.  RochlW. 
der:  Üeber  die  Constitution  der  organischen  Verbiodu/igen,  II^.^Im 
ibeilung.  —  S.  738.  Haidinger:  Einige  neuere  Ansichtep  4bcic 
die  Watur  der  Polarisatlonsboscbel.  —  S.  771.  Lieben:  Ueber 
die  Ursache  dßf<  plötzlichen  Erstarrens  übersättigter,  A^^alzlösungeii 
unter  gewi<ssen  Urnnt^nden.  —  S.  78?w  Grailicbs  Beitrag  »uf 
Theorie  der  gemischten  Farben.  (Sehr  beachtecisirerth.)  —  8.^7; 
Kreil:  Resultate  der  magnetischen  Beobacbtungeu  zu  Prag.  ^ 
S.  911.  Oettzeh:  Ergänzun(;en  zur  .Histoire  eheste  ,  fran^^aiset 
und  einigen  anderen  Sterncatalogen.   —  S.  035.    Licntenfels: 

Ueber    4ie    Tbeorie    der    linefireti    algebraischen   Gleichungen.  

S.  1014*  Sp ilaer;  Ueber  die  Kriterien  des  GHissten  und  Kleih4 
steh  bei  den  Prn^blenien  der  Vartatioosre^hnang.  (Zu  «orgfakiger 
Beachtung  sehr  au  empfehlen.)  ^  S.  1071.  San  titii :  OsservBztoiHl 
della  H.  Cometa  dell'  Anno  1854 ,  apparsa  verso  la  ^ne  di  Marfecr, 
visibile  ad  occhio  nudo,  fatte  neir.  I.  R.  Osservatorio  di  Padova. 
—  S.  1074.  Haidliiger:  PJeochroismns  einiger  Augite  und  Anv^ 
phfbole.  ^  S.  1085.  Liehen:  Zusatz  zu  dem  Aufsatze:  IJclior 
die  Ursache  des  plötzlichen  Erntarrens  Clbersättigter  Salzlosungen 
unter  gewissen  Umständen. 

Jahrgang  1854.  Band  XIII.  L  Heft.  S.  3.  Haidin- 
ger: Pleochroismus  an  mehreren  einaxigen  Krystallen  in  neoere? 
Zeil  beobachtet.  —  S.  18.  Ffitsch:  Ergänzung  der  Belege  für 
eine  secul^re  Acmderung  der  Lufttemperatur,  nachgen:ie8en  aus 
TTeliährTgen ;  an  mehreren  Orten  angestellten  Beobachtungen.  — 
S.  37.   V.  Litti-pw:    Bemerkungen    zu   dem    fofgenden   Aufsätze 

fiber  die  Proximltaten  der  Bahnen  der  Planeten  und  Kometen.  

3.  38w  Grunert:  Ueber^die  ProxtmitlUeo  der  Bahnen  der  Pla- 
neten und  Kometen.  — S.  201.  Grailicb:  Beitrag  zur  Theori« 
der  gemischten  Farben.  Portsetzung.  (Sehr  heachtenswertb.')  ,** 
S.  306.  Uaidinger:  Pleocbroismus  an  einigen  zweiaxigen  Kry- 
stalUft,  in  neuer«'  Zeil,  beobachtet.  **^S.  39d.  P^tri'na;  Bei- 
träge zur  Physik.    Fortsetzung.  
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JaJirgang  1854  Band  Xlfl.  2.  Heft  S.  Xl.  Ca^lini: 
Sülle  proprieta  delle  fanzloni  al^ebriche  conjugate  (cod  ana  tavob). 
—  S.  40(1.  Petzval:  .  Ueber  die  Fortschritte  der  Pbotograpbie 
in  Wien.  —  S.  410.  Grailich  und  Pekirek:  Das  Skierometer, 
ein  Apparat  zur  genaueren  Meesun^  der  Hürfe  der  Krystalle.  — 
S.  527.  Pierre:  Beitritte  zur  Theorie  der  Gaugain*9chen  Tan- 
g^ntenboussole.  ^~  S.  017.  Oeltzenj  Nachweis  des  VorkomniefM 
?on  Sternen  aus  den  Argelan  de r'scheo  oördlicbeo  Zonao  ia 
anderen  Quellen. 


if 


Preisaufgabe  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 

Schäften  za  Wien. 

w 

Eine  der  ffihlbarsteu  Liicken  unserer  gegenwärtigen  astrono- 
mischen Kenntnisse  iiüt  der  Mangel  irgend  umfassender  Heilig- 
keitsmessungen  von  Fixsternen.  So  sehr  verdienstlich  die  bishe« 
rigen  Leistungen  dieser  Art,  besonders  von  Argelander,  dann 
von  Heis  u.  A.  sind,  so  können  dieselben  doch»  da  sie  lediglich 
auf  Schätzungen  mit  freiem  Auge  beruhen,  nur  als  Vorarbeiteo 
betrachtet  werden.  So  lang  aber  eigentlich  photometrische  be- 
stimmtingen  in  grosserer  Anzahl  fehlen,  ist  z.  B.  weder  an  völlig 
getiiigende  Sternkarten,  noch  an  genauere  Beobachtung  der  Licht- 
Verhältnisse  von  sopenatinten  Veränderlichen  zu  denken.  Da  nun 
andererseits  durch  die  Arbeiten  von  Steinheil,  J.  Herschel, 
Dawes  etc.  der  Weg  zu  solchen  Untersuchungen  völlig  ange- 
bahnt  ist,  so  findet  sich  die  Kaiserliche  Akademie  veranlasst» 
folgende  Preisfrage  auszuschreiben: 

Es  sind  möglichst  zahlreiche  und  möglichst  genaue 
photometrische  B-estimmungen  von  Fixsternen  in  sol- 
cher Anordnung  und  Ausdehnung  zu  liefern,  dass  der 
heatigen  Sternkunde  dadurch  ein  bedeutender  Port« 
schritt  erwächst. 

Preis:  Dreihundert  Stück  k.  k.  österreichische  Münzducaten. 
Termin  der  Einsendung:  31.  December  1856.  Die  Ertheilung 
des  Preises  erfolgt  am  30.  Mai  1857. 


Preisaafgaben  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 

Ein  Freund  der  Naturwissenschaft  hat  ^er  physikalischen  Ge- 
sellschaft die  Mittel  verliehen,  bei  Gelegenheit  der  Feier  ihres 
zehnjährigen  Bestehens,  folgende  Preise  auszuschreibeo :  ^ 

-  L  Zwei  kleinere  Preise  von  je  Einhundert  Thaler  Gold 
^llen  durch  einen  vom  Vorstande  der  Gesellschaft  gewählten 
Ausschuss 

a)    Der  besten  Arbeit  aus  dem  Gebiete  der  mathematischea 
Physik,  und  > 
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^    Deur  be«teii  AA^eit  ans :  dem  »Gebiete  f)er  Experunentai- 
....     Physik  .  ..-.  .      . 

zuerkannt  werden,  tvelche  im  Jahr  1855  entt^eder  als  selbstün* 
dige  Schrift  oder  in  dem  entspreehenfdcn  Jahrjrang^  einer  Zeit-  oder 
Gesetlschaftisschrift  gedruckt,  bis  zqm  1.  April  des  Jahres  1866 
xiir  Bewerbun»  eingCiiandt  sind.  '  •*' 

*  'Zu  dieser  Bewerbung  werden ,  der  Ah«icht  des  Gebers  gemSss, 
¥f>r2iigsweiRe  fiolche  jfin(»ere  deutsche  Physiker  eintrelädeB* 
deren  Arbeiten  dnrch  die  Gewinnung  eines  dieser  Preise  ni  ntitsr 
Heber  Weise  (refördert  nerden  kl^nnen. 

Die  laoUvirte  Zuerkennung  der  Preise  erfolgt  öffentlich  i^  der 
ersten  Sitzung  der  Gesellschaft  im  Joli  1856.  , 

II.  Ein  grusfierer  Preis  von  Zweihundert  lind  Fünfzig 
Thaler  Gold  soll  von  einem  wie  oben  gewühlten  Ausschüsse 
derjenigen  ungedriickten  und  ohne  Angabe  des  Verfassers  einge- 
sandten Arbeit  zuerkannt  werden,  welche  am  befriedigendsten 
naefistehende  Aufgabe  lost. 

„Die  schon  friili«r  yon  einzelnen  Nfttarforscherii  auAgeiiprochene  Am« 
ifsiclit,  dnss  die  WXrme  nicht  ein  besonderer  Stoff,  soadcrn  Jittr  eine  ße^ 
nwegnng  der  kleinsten  Tkei  lohen  der  sonM  torhniidenen  Stoffe  sei,  istt 
ft nachdem  sie  Innise  wegen  mancher  ikr  enlf^genstehender  Schwierigkei^tea 
ff  nicht  balle  durchdringen  können,  in  neuerer  Zeil  iheils  durch  iheore- 
f, tische,  iheils  durch  experimentelle  ünlersnctiuti^en  soweit  begründet, 
ffdass  an  ihrer  Richtigkeit  kaum  noch  tu  Eweifelfl  ist.  Nach  dieser  Theo« 
?»rie  ISsst  sich  Wärme  in  mechanische-  Arbeil  und  un^ekehrt  Arbef»  in 
ff  Wurme  verwandeln  f  und  die  Acbeitscrösse,  weldkc  dabei  einer  Wäeint- 
f,einheit  entspricht,  und  welche  man  das  mechanische  Aequivalont 
„der  Wärme  genannt  hat,  ist  jedenfalls  eine  der  wichtigsten  Canstanlen 
„der  ganzen  Physik,'  indem  sie  nicht  nur  bei  der  Bestimmung  der  Arbeits- 
„fähigkeit  der  durch  WäVmc  getriebenen  Maschinen  eine  unmittelbare 
„praktische  Anwendung  findet,  sondern  auch  in  vieleu  anderen  Unter-* 
„snehnagen  eine  bedeutende  Rolle  spielt.  Der  Werth  dieser  Grösse  Hisst 
„eich  dorck  theoretische  Sehlüsse  aug  dem  Verhalten  Terschtedener  K.ör* 
„per,  bcsontlers  der  Gase  and  Dämpfe,  ableiten;  indessen  müssen  bei 
„jeder  solchen  Rechnung  mehrere  Beobachtungsdata  su  Grunde  gelegt  wer- 
„den,  weiche  selbst  zum  Theil  noch  nicht  mit  der  nölhigen- Geu^nlgkeit 
,-.,, bekannt  sind«  Ausserdem  ist  von  iHerrn  James  Prescott  Joule  eine 
„Iteihe  von  experimeulellen  Untersuchungen  zur  unibitlelbaren  Bes^im- 
„mnng  jener  Grösse  angestellt;  aber  so  wcrihvoU  diese  Arbeiten  auch 
„unzweifelhaft  sind,  so  liegt  es  doch  In  der  NatnV  der  Suche,  dass  bei 
„so  schwierigen  Versuchen  das  Resoltal  immer  noch  mil  einiget  Unsicher- 
„heit  behaftet  bleibt,  und  nur  durch  vielfach  wiederholte  Bestltnmung 
„derselben  Zahl  unter  möglichst  veränderten  Umständen  kann  allmälig 
„der  Grad  von  Genauigkeit  und  Sicherheit  erreicht  werden ,  welclier  für 
„diese  Conslante  dringend  zu  wünschen  ist.  Demnach  würde  es  für  die 
^Wissenschaft  sehr  nützlich  sein,  wenn  mehrere  Physiker  sich  diesem 
„  Gegeust{\nde  zuwendeten ,  and  die  phyeikalischrOsaellschafl  stellt  daher, 
„nm  auch  ihrerseits  eine  Anregung  hierzu  zu  geben,   die  Aufgabe: 

„„das  mechanische  Aequiraleat  d#r  W^rme  ezperi- 
„„menlell    za    bestimmen,****  .     i     • 

''  Die  DareteHan^  4er  Versuche  mifss  eine  klare' Ei  nsidht,  .nielit 
nnr  in  die  einzelnen  Ergebnisse»  sondern  auch  'iit  die  angewandtiafi 
Versuchs  weisen  und  Vorsieh  tsmassregeln  gewähren,  und  daher 
von  Abbildungen  etwaiger  neu^K  .Vorrichtungen  begleitet  sein. 
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Die  Beff^erbun^sbcbriften  dOrfeti  in  Aeatocher,  thuiz5»l»eber, 
englischer  oder  lateinischer  Sprache  abgefasst  sein.  Bei  den  Zahlen- 
angaben ist  der  Jeicbtereo  Vergleich ung  halber  das  neufranzusiscbe 
Mass- und  Gewichtssystem  und  für  Temperaturen  die  Centesimalscaie 
bntti^'enden.  Sebriuen,:  u eiche  auf  stOrende  Weiche  unleserlich 
geschrieben  sind,  können  von  der  Bewerbung  ausgeschlossen  Herden. 

Die  äasserste  Frist  fiir  die  Einsendung  der  Bewerbungsscbrifte« 
Ist  der  M.  «faiittär  1867.  Jede  derselben  ist  mit  einem  Wahlspmch 
SV  vergeben  >uäd  dieser  auf  der  Aussenseite  des  versiegelten  Zetr 
tels,  welcher  den  Namen  des  Verfassers  enth&lt,  zu  wiederholen. 

Die  motivirte  Zuerkennnng  A^%  Preises  erfolgt  ftflfentlicb  in  der 
ersten  Sitzung   der  Gesellschaft  im  Juli   1857.     Die  zu  d«r>  nicht 

Sekrunten  Abhandlungen  gehörigen  versiegelten  Zettel  werden  bei 
erselben  Gelegenheit  uneriiffnet  verbrannt.  Eine  Theilun^  des 
Preises  findet  nicht  statt.  Die  eingegangenen  Handschriflen  säramt- 
lieber  Abhandlungen  werden  zuruclcbehalten. 

Der  Verfasser  der  gekrönten  Abhandlung  ist  verpflichtet,  die* 
selbe  binnen  Jahresfrist  unverändert,  ivenn  auch  nach  seinem  Be- 
lieben mit  Zusätzen ,  in  den  Druck  zu  geben.  Geldschw  ierigkeiten» 
die  sich  dabei  einstellen  sollten,  wird  die. Gesellschaft  nach  Mass- 
gabe ihrer  Mittel  zu  heben  suchen. 

Sowohl  die  Bewerbuni^sschriften  um  den  grosseren  Preis  t  als 
die  zur  Bewerbung  um  die  beiden  kleineren  Preise  bestimmten 
gedruckten  Abhandlungen  sind  entweder  dem  Vorsitzenden  der 
Gesellschaft,  Prof.  Du  Bois-Reymond,  Neuenburgerstr.  5. »  oder 
ihrem  Scbriftfitibrer,  Dr.  Krön  ig»  Bernburgerstr.  £i.,  soweit  es 
thunKch  ist,   postfrei  einzusenden. 

Sollte  unter  den  ßewerbupusscbrifien  um, einen  der  drei  Preise 
keine  des  betreffenden  Preises  wiirdig  erachtet  werden»  so  behalt 
sich  der  Vorstand  vor,    Ober  die   Verwendung   des   ausgesetzteo 
Preises  im  EinverstÜndniss  mit  dem  Geber  das  Weilere  m  ver- 
fügen, nach  Beflnden  denselben  nochmals  auszuschreiben. 

Berlin,  14  Janua;'  1855. 
Der  zeitige  Vorstand  der  physikalischen  Gesellschaft 

£•  INJ  Bois-RüTiioNn.    A.  Kboemg.    W.  Bni\. 
W.  B«ETZ.    R.  Claüsits.     f.  VBirm.     D.  Sflitgbkbkk. 
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Preisangabe   der  Pariser  Akadeniie.  ^ 

Trouver  ponr  vn  exposant  entier  qnelooiiqu«  n  les  Solutions 
en  nombres  entiers  et  inögaux  de  t'i^ation  a;"-f-^=ss",  ou  pron- 
?er  qa*elle  n'en  a  pas  qjuand  n  esl  plu4f  graod  que  2.  Yatwr  d« 
prix :   3000  Francs.    Limite  du  cpncoors  X^  Avrij  185f>. 
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,       Am  238ten  Februar  1855»   Morgens   bald   nach  1  Uhr^ 

•tarb 

Carl  Friedricii  Gauss. 

Er  mar  am  SOstep  April  1777  zo  Braonschweig  gebores, 

seit  1807  Professor  in  GOttingen. 

Sibi  gratalentnr   Mnrtalet  tale  tantonque  ezatitiaM 
Hnmani   Generis    Decot. 


Geometrie.  '^ 

Lehrbach  der  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höhe- 
ren Lehranstalten.  Von  Dr.  Eduard  Heis,  Prof.  an  der 
Kunigl.  Akademie  zu  Münster,  und  Thomas  Eschwei- 
ler, Director  der  höheren  Bürgerschule  zu  Köln.  Erster 
Theil.    Planimetrie.    Köln.  (Du  Mont-SchaubergO  1855. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  Geometrie  fSr  Schulen  zeichnet 
sich  durch  die  Einfachheit  und  Deutlichkeit  seiner  Darstellung 
sehr  Tortheilhaft  aus.  Ausser  den  Lehren  der  gewohnlichen  Ele* 
mentar- Geometrie 'enthält  es,  in  sehr  verständiger  Auswahl,  von 
der  sogeaannlen  neueren  Geometrie  alles  Dasjenige,  was  dem 
Zwecke  der  Schale  entsprecbea  roüchte,  und  scheint  eben  so  wie 

•Uli.  XXIV.  Hft.  8.  s 
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wir  dem  Grandsatze  za  haldigen»  dass  man  mit  diesen  Dingen  anf 
der  Schule  ja  nicht  zu  weit  gehen  dürfe»  weil  ja  die  Schule,  na- 
türlich neben  geometrischen  Uebungen  mancherlei  Art,  doch  jedea- 
falls  nur  hauptsächlich   Das  lehren   und  zu  dem  vollkommensten 
geistigen  Eigenthum  der  Schüler  zu  machen  suchen  rouss,   was 
zu  dem  Verständniss  der  folgenden  Theile  der  Mathematik  unbe- 
dingt eiforderlich  ist,  und   dabei   vorausgesetzt  wird.     Wie  sehr 
manche  Schulen   den  letzteren  Gesichtspunkt  in  neuerer  Zeit  ans 
den   Augen  gesetzt  haben,    indem   sie   —   worin  nach  unserer 
Ansicht  mit  ein  Hauptgrund  der  nachher  namhaft  gemachten  Uebel- 
stände  liegt  —  ihre  Schüler  immer  und  immer  wieder  bloss   mit 
Gott  weiss  was  für  höchst  kunstreichen  geometrischen  Sätzen  und 
Sätzchen  bis  zum  vollkommensten  Ueberdruss   und  der  Erschlaf- 
fung ihrer  geistigen  Kraft  quälten  *) ,  haben  neuerlich  sehr  anange- 
nehme, tfuf  höheren  praktischen  Lehranstalten  gemachte  Erfahrun- 
gen bewiesen,  wo  den  auf  Gymnasien  und  Realschulen  vorgehifdeten 
Schülern  die  zum  Verständniss  der  Vorträge  über  sphärische  Tri- 
gonometrie, analytische  Geometrie  und  Curvenlehre  nothigen  Vor- 
kenntnisse in  hohem  Grade  mangelten.     Noch  weit  eher,  als  wir 
von  diesen  Uebelständen  Kenntniss  erhielten,    haben  wir  in  dem 
Archiv  auf  dieselben  schon  so  ofl  dringend  hingewiesen  ond  anf- 
roerksam  gemacht^*),  dass  es  ganz  unnütz  sein  würde,    darüber 
jetzt  noch  ein  Wort  zu  verlieren.     Aber  verhehlen  können  wir  bei 
dieser  Gelegenheit  nicht,   wie  sehr  wir   durch  die  auch  bis  auf 
den  kleinsten  Punkt  unserer  eigenen  Ansicht  vollkommen  entspre- 
chende neueste    Verfügung***)    des    Hohen  Kilnigl.  Preos- 
slschen    Unterrichts- Ministeriums    erfreut    worden   sind, 
welche  in  der  weisesten  und  väterlichsten  Fürsorge  för  das  künf* 
tige  Wohl  und  das  künftige  Fortkommen  der  jungen  Staatsbürger, 
befiehlt,  dass  dergleichen  Uebelständen  bei  Ertbeilung  des  mathe- 
matischen Unterrichts  unverweilt  auf  alle  mögliche  Weise  abgeholfen 
werden  solle  und  müsse. 


*)  Verttändigen  und  rücksichtlich  ihrer  pädagogitchen 
Zweckmätsigkeit  wohl  ö  her  legten  geometrischen  Uebongen,  die, 
ohne  die  übrigen  eben  so  nüthigrn  und  für  die  höhere  und  praktische 
Mathematik  theilweise  noch  nöthigem  Theile  der  Kleroentar-Mathemalik 
tn  vernachlässigen ,  unautgetetxt  anxustellen  sind,  ihren  wohlbegrön- 
deten,  ausser  aller  Frage  stehenden,  grossen  Werth  absprechen  sa  wollen, 
wäre  natürlich  die  grösste  Thorheit. 

**)  Man  sehe,  um  nur  ein  Beispiel  ans  neuerer  Zeit  anxufnhrea, 
Tbl.  \XtII.  S.  20a  oder  auch  Thl.  \\.  Literur.  Ber.  ^r.  LXXVni.  S.  970. 

***)  So  weit  unsere  Kenntniss  reicht  vom  20.  December  1854.  Bf.  a. 
das  Programm  des  Gjmnasiums  an  Anclam  yoo  Ostern  1865  8. 13.  aad 
das  des  Gjmnaainms  tn  Stargard  von  Ostern  1855  S.  10. 
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Dass  manche  eigeBthümliche  Beiveise  uud  DarstellougsarteD, 
auf  die  wir  hier  nicht  einzeln  hinweisen  können,  in  diesem  Buche 
nicht  fehlen,  rersteht  sich  bei  so  kenntnissreichen  und  gewandten 
Verfassen  von  selbst;  und  da  nun  das  Buch  ausserdem  auch 
noch  eine  ziemliche  Anzahl  zweckniSssiger  Uebungsanfgaben  ent- 
bftlt,  so  darf  dasselbe  unseren  Lesern  gewiss  recht  sehr  zur  Be- 
achtung empfohlen  werden.  Dem  zweiten,  die  Stereometrie  ent» 
haltenden  Theile  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

Die  Grundlehren  der  niederen  Messkunde,  leicht 
fasslich  dargestellt  von  Dr.  Leopold  Kt^niger.  Frank» 
fürt  a.  M.  (Sauerfänder.)  1855.    8. 

Dieses  Schriftchen  enthält  auf  80  Seiten  die  ganze  ebene 
Geometrie,  die  Stereometrie  und  ebene  Trigonometrie,  ja  selbst 
auch  die  Polygonometrie.  Der  Versuch,  die  nuthigsten  und  wich- 
tigsten Lehren  der  Mathematik  in  möglichster  Kürze  und  Einfach- 
heit darzustellen,  ist  nicht  neu.  Jeder  derartige  Versuch  erregt 
ein  gewisses  Interesse.  Aber  innere  Wahrheit  und  Strenge  wird 
immer  auch  die  Haoptbedinguog  bleiben  müssen,  welcher  ein  sol* 
eher  Versuch  zu  genOgen  hat  Die  Hauptgrundlage,  kann  man 
sagen,  bildet  der  auf  S.  6.  und  7.  vorgetragene  Satz:  Parallele 
Linien  zwischen  parallelen  Linien  sind  gleich.  Liest 
man  nun  aber  die  Begründung  dieses  Satzes  a.a.O.,  welche  auf 
einer  Art  von  Gränzenbetrachtung  beruhet,  so  trauet  man  in  der 
That  seinen  Augen  kaum  und  fragt  sich,  wie  der  Herr  Verfasser 
solche  Dinge  dem  mathematischen  Publikum  auftischen  kann.  Diese 
BegrCfndung  ist  in  der  That  unter  aller  Kritik,  und  wir  befin- 
den  uns  wirklich  in  Verlegenheit,  wenn  wir,  ohne  hier  nicht 
zniSssige  Weitlfiu6gkeit,  dem  Herrn  Verfasser  alle  in  den  betref- 
fenden wenigen  Zeilen  enthaltenen  Fehler  nachweisen  sollen. 
Weil  wir  aber  do/ch  als  Kritiker  etwas  zur  Widerlegung  sagen  müssen, 
so  wollen  wir  nur  Folgendes  bemerken.  Der  Herr  Verfasser  will 
zeigen,    dass  AB=:AiBi  ist*).     Dies  beweist  er  so.    „Nimmt 

AB'-'A  B* 
man  den  Abstand  PAi   unendlich   gross  an,    so  ist  nj  ' 

eine  unendlich  kleine   GrGsse,  die  =0  zur  Grenze  hat     Da  in 

diesem  Falle  die  Linien  CD  und  C^/>i  offenbar  einander  parallel 

j4Bm^ A  R 
sind  und  aus  -p-A — ^=0  AB=zAiBi  erhalten  wird,  so  folgt 

der  zu  beweisende  Satz.''    Wie  in  aller  Welt  aber  kann  der  Herr 
Verfasser  daraus,   dass  PAi   unendlich  gross  ist,    oder,   wie  er 


*)  M.  t.  «eine  Figor. 
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«agt,  als onendlibh  gross angenommeDwefdeD soll,  schUesseo,  dass 
p^- — =0  ist.  Dieser Sohluss  wurde  doch  nur  dann  gerecht- 
fertigt sein,  wenn  man  sich  bestimmt  versidhert  halten  konnte» 
dass  der  Zähler  AB — diBi,  auf  dessen  Bestimmtung  es 
hier  ja  <eben  ankommt,  der  ja  hier  eb>en  e^rst  heatijnmt 
-werden  soll  und  an  steh  vOMrg  un'bekanf^t  ist,  eine  endl- 
liche  bestimmte  Crrusse  wäre  oder  wenigstens  eine  solche  niemale 
übersteigen  konnte.  Ueberhaupt  daraus,  dass  der  Nenner  eines 
Bruchs  sich  dem  Unendlichen  nähert,  schliessen  wollen,  dass 
der  Brach  selbst,  dessen  Zähler  man  gar  nicht  kenn^ 
auf  dessen  Bestimmung  es  eben  erst  ankommt.  Null 
sein  oder  sich  der  Mull  näheren,  und  dass  also  nun  der  Zähler  Null 
seil)  müsse,  ist  eine  Schlussweise,  welcher  ein  Epitheton  ornans 
gebfihrt,  das  wir  hier  nicht  aussprechen  wollen.  Es  könnte  ja  auch 
der  Bruch  bei  in's  Unendliche  wachsendem  Nenner  s^ähr  wohl  s«b 
der  Null  nähern,  ohne  dass  der  Zähler  sich  der  NoN  näherte  oder 
Null  wäre,  wenn  derselbe  nämlich  Oberhaupt  nur  eine  endücbe  be- 
stimmte Grösse  wäre  oder  eine  solche  nie  überstiege.  Da  der  gaii«e 
Seweis  nur  ein  Fehler  ist,  so  ist  dagegen,  und  eben  so  aadi 
über  den  übrigen  Inhält  des  Büchleins,    nichts  weiter  su  sagen. 

DieEntfernungsorter  geradliniger  Dreiecke.  II.  Die 
äusseren  Entfernungsurter.  Eine  geometrische  A'b- 
handlung  von  C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  in  Pforta.  Mit 
zwei  Figurentafeln.    Jena.  Frommann.  1854.    4.    1  Thir. 

Diese  Schrift  ist  eine  Fortsetzung  der  in  .dem  Aufsatze  Archiv 
Theil  XVII.  Nr.  XIV.  S.  361.   ausführlicher  besprochenen   Schrift, 
und  ganz  in  derselben  Weise  wie  jener  erste  Theil  verfasst,  so 
dass  wir  über  die  vor|iegende  zweite  Abtbeilung  hier  nichts  wrei- 
ter  zu  sogen  brauchen. 

Fünf  merkwürdige  unendliche  Reihen  für  die  Sinu« 
und  <3osinus  vielfacher  Bogen  und  für  die  Zahlen  x 
und  tA,  auf  elementar-geometrischem  Wege  entwickelt. 
Nae^h  den  hinterlassenen  Papieren  des  am  .10.  Novem« 
her  1853  zu  Potsdam  verstorbenen  'Oberstlieutenante 
Tzahn  bearbeitet  und  zum  Besten  der  hlnterbliebenen 
hülfsbedürftigen  Familie  desselben  iheransgegeben 
und  verlegt  von  Dr.  J.  W.  H.  Lcfhmann.  Berlin. .(Jn  .Com- 
mission  bei  F.  Schneider.)    1855.    4. 

Herr  Doctor  Lehmann  in  Potsdam  hat  durch  die  Heraus- 
gabe und  Verlegung  dieser  Schrift  sich  ein  dreifaches  Verdienst 
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«rtrorben»  £f  «teiis  <kdimsb.>  t4»is  er  die  .aof  lleai  Xit«l  erwltfiii* 
Im  Hinf  mefk^Offdlgen  Beiheo  aus  ileo  Pi^Meieg  des  vdr^gtorbep^n 
wfirdigeii  ObefstlieutMiants  Tsahnjo  Potsdam»  •welcher  20 .Jahre 
laag,  natürlicb  nicht  im  fiinae  der  gewuhalichen  Cirkel -Quadrirer, 
Forschungeo  über  die  Quadratur  des  Kreiaes  anateilte,  aum  From- 
mea  der  Wiaaensehaft  übertiaupt  veröffentlichte.  Zweitens  .da- 
durch, dass  er  mehrere  dieser  Reihen  mit  elementar  gehaltenen 
Beweisen,  als  Producte  seines  eigenen  mathematischen  Scharf- 
sinns, versah,  oder  deren  Beweise  vervollstSndigte  und  ergänzte. 
Drittens  dadurch,  dass  er  diese  Schrift  in  Selbstverlag  über- 
nahm, ihren  Druck  aus  eigenen  Mitteln  bestritt  und  den  ganzen 
Erlös  aus  ihrem  Verkauf  zur  UntersfOtzung  der  von  ^em  Oberst- 
lieutenant Tzahn  nachgelassenen  würdigen  Familie  bestimmte,  deren 
grosse  HfflfsbedQrftigkeit  vorzfigticih  dadnrdh  veraiilasst  worden  ist, 
dass  der  Erblasser  der  von  Herrn  Dr.  Xj  e  h  m  a  n  n  herausgegebe- 
nen Papiere,  beim  Antritt  seiner  zweiten  Ehe  schon  pensionirt 
vrad  daher,  zur  Eirikaufung  seiner  Gsrttin  in  die  Wittwenkasse  nidit 
Dnbedingt  verpflichtet,  diesen  ffir  die  Subsistenz  seiner  Hinter- 
bliebenen so  nothwendigen  Schritt  nnterliess,  weil  einesHieits  der- 
selbe bei  dem  enormen  Unterschiede  zwischen  seinem  Alter  und 
de»  seiner  GaHin  mit  .ausserordentltoheti  JCosten  verbpndan  war, 
iifid  er  andemtheils  eine  zuversi^^htliche  Hoffnung  sowohJ  auf  kör- 
perliche Bfintigkeit,  als  auf  das  Gelingen  serner  grosfi^en  iBemdbung 
um  die  Quadratur  des  Kreises  und  auf  «eine  allgemeine  .Anerken- 
nrang seines  Verdienstes  setzte.  Wir  wfinsohen  sehr,  dasSfdie 
Leser  des  Archivs  durch  Ankaufung  dieser  Schrift  den  in  jedv 
Beaiehung  buchst  edlen  .Zweck.,  welohen  Herr  Uoctor  Lehtmann 
iivrch  deren  .Herausgabe  zu.  erreichen  wOnsoht  und  hofft,  .befördera 
i^ifen  miigen,  und: geben; denselben  die  Versicherung,  dass  ihoea 
die  Schriß  eine  lehrreiche  Lectiire  gewähren  wird.  fUerr  iDoctar 
£#ehniamn  bat  sich  schon  vielfache  Verdienste.,  Bamentlich  aiiob 
mn  die  Methoden  der  annfihernden  Berechnung  gewisser  numefi- 
aoher 'Wetthe  ^erworben,  wie  am  Basten  aus  «seiner  auaipeaciebae- 
ten  Abhandlung  Ober  die  Berechnung  der  Zahl  n  im  2Isten 
T heile  des  Archivs  Nr.  XHI.  S.  121.  erheHet,  die  ihrer  Vor- 
trefflicbkeit  wegen  auch  neuerlich  in  den  von  den  Herren  Terquem 
ond  Gerono  herausgegebenen  Nouvelles  Annales  de  Mathd* 
matiqnes  in  einem  ausführlichen  Auszuge  übersetzt  worden  ist. 
Gleiche  lehrreiche  Bemerkungen  über  der^eieheo  Berechnpngan  wer- 
den die  Leser  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  in  reichemMaasse  finden, 
wodurch  natarlich  ihr  Interesse  ikiid  ihr^erth  sehr  erhöhet  wer- 
den ^muMs.  <}fid  da  iordevaalbcnabaiahtliah.Aih»  «lOgliebat  iehime*- 
'ter  (gebäHvn,  ja  am -finde  fdärMhfiftiin*$.-39. 'dar  fWiinsofa  »auni^ 
•spfoehenrwsfd^  istv  dass  ein  (DheiliUirasinfaallsfliitien  malbamat^ 
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sehen  Elementar  Unterricht  aufgenommen  werden  mdge»  so  werdet 
gewiss  anch  die  Bibliotheken  der  Gymnasien  und  Realschulen  nicht 
säumen,  den  edlen  Zweck  des  Herrn  Herausgehers  durch  Ankavf 
der  Schrift  befordern  zu  helfen.  Dass  dies  in  reichstem  Maasse 
geschehen  möge»  ist  wenigstens  der  Innigste  Wunsch  deiT  Her- 
ausgebers des  Archivs  und  der  Hauptzweck  der  obigen  Zeilen. 


Mechanik. 

Die  Experimental-Hydraulik.  Eine  Anleitung  zur 
Ausführung  hydraulischer  Versuche  im  Kleinen,  nebst 
Beschreibung  der  hierzu  nothigen  Apparate  und  Ent- 
Wickelung  der  wichtigsten  Grundformeln  der  Hydrau- 
lik, so  wie  Vergleichung  der  durch  diese  Apparate  ge- 
fundenen Versuchsresultate»  mit  der  Theorie  und  mit 
den  Erfahrungen  im  Grossen.  Bearbeitet  von  Julius 
Welsbach,  Professor  zu  Freiberg.  Mit  149  Holzschnit- 
ten.   Freiberg.  Engelhardt.  1855.    2  Thir.  10  Ngr. 

Obiger  Titel  dieses  Buchs,  das  wir  Praktikern  zur  Beaehtiing 
empfehlen,  ist  so  ausfuhrlich,  dass  wir  über  dessen  Zweck  und 
Inhalt  hier  nichts  weiter  zu  sagen  brauchen. .  Nur  wollen  wir  uns 
zu  bemerken  erlauben,  dass  Herr  Julius  Welsbach  jedenfalls 
sehr  wohl  daran  gethan  hat,  sich  in  diesem  neuesten  Prodncte 
seines  mathematischen  Genie's  lediglich  auf  dem  Gebiete  des  Ex- 
periments zu  halten ,  wobei  wir  ihm  zugleich  wohlmeinend  zu  ratben 
nicht  unterlassen  können,  dies  fernerhin  immer  zu  thun,  und  sich 
besonders  ja  niemals  wieder  in  das  Bereich  der  Differential*  und 
Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  überhaupt  zu  wa- 
gen, da  die  mathematische  Analysis  durch  seine  berfihmten 
Grundlehren  der  höheren  Analysis.  Braunschweig.  1849. 
doch  in  der  That  schon  zu  sehr  an  ihrer  Ehre  gekrSnkt  worden  ist. 


Astronomie. 

Der  Jahrgang  1855  des 

Kalenders   für   alle   Stände, 

durch  dessen  Herausgabe  Herr  Professor  v.'Llttrow  In  Wien 
sich  ein  anerkennungswerthes  Verdienst  erwirbt,  .entli&lt  noch 
diesmal  so  werthvolle  wissenschaftliche  Zugaben,  dass  wir  unsere 
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Leser  ganz  besonflers  aaf  denfielben  aöfmerkMun  zn  niaclMD  Mr 
nnnere  Pflicht  halten,  weil  sie  darin  Zvsammeiiatelioogen  finden 
n-erden,  deren  Kenntnis»  aie  sich  sonst  nur  aus  grossen,  ihnen 
gewiss  theilweise  wenig  suginglichen  Werken  würden  versehafeo 
kOonen,  und  die  ausserdem  noch  das  Verdienst  besitsen,  dass 
die  betreffenden  Gegenstände  darin  bis  auf  die  neueste  Zeit  fort« 
gefOhrt  worden  sind.  Je  weniger  Dieser  oder  Jener  dergleichen 
werthvolle  und  allgemein  nfltzliche  Dinge  in  einem  solchen,  mit 
einem  so  ausserordentlich  geringen  Kostenaufwande  zu  erwerben- 
den schätzbaren  Buche  suchen  dfirfte,  desto  mehr  halten  wir  uns 
nir  verpflichtet,  hier  darauf  besonders  aufmerksam  zu  machen. 

Zuerst  giebt  Herr  v.  Littrow  ein  Verzeich niss  alier 
bisher  berechneten  Kometen,  natfirlich  mit  genauer  Angabe 
der  ihre  Bahnen  bestimmenden  Elemente»  ihrer  Entdecker  und 
Berechner.  Zu  Grunde  liegt  dabei,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
das  Olbers-Galle'sche,  bis  zum  zweiten  Kometen  von  J847 
reichende  Verzeichniss,  welches  179*)  Nummern  enthält;  das 
Verzeicbniss  des  Herrn  v.  Littrow  reicht  dagegen  bis  zu  dem 
zweiten  Kometen  vom  Jahre  1854  und  enthält  199  Nummern.  In, 
einer  Reihe  von  Bemerkungen  sind  alle  besonderen  Merkwürdig- 
keiten, welche  die  in  dem  Verzeichnisse  enthaltenen  Kometen 
dargeboten  haben,  mitgetheilt.  Die  Kometen,  deren  Rückkehr 
als  genau  constatirt  betrachtet  werden  kann,  sind  durch  zweck- 
mässige Zeichen  hervorgehoben. 

Ferner  theilt  Herr  v.  Littrow  aus  der  Connaissance  des 
temps  1866  einen  sehr  interessanten  Aufsatz:  Ueber  die  Va- 
riationen  des  Ganges  der  Chronometer  mit,  der  für  alle 
Besitzer  genauer  Uhren  sehr  lehrreich  ist.  Herr  Lieussou  in 
Paris  bat  nSmIich  in  neuester  Zeit  an  einer  grossen  Anzahl  von 
Chronometern  Untersuchungen  über  die  Unregelmässigkeiten  ihres 
Ganges  angestellt,  sowohl  bezüglich  des  Temperaturwechsels,  als 
der  Verdichtung  des  Oels.  Aus  diesen  Untersuchungen  ergab  sich, 
dass  der  Gang  eines  Chronometers  bei  einer  constan- 
ten  Temperatur  so  variirt,  wie  die  Ordinaten  einer  Ge- 
raden,  und  folglich  jeden  Tag  durch  a  +  ba:  vorgestellt 
werden  kann.  Was  den  Einfluss  der  Variationen  der  Tempe- 
ratur auf  die  täglichen  Gänge  betrifft,  so  steifte  er  sich  in  der 
eben  betrachteten  Curve  durch  die  Distanzen  heraus,  welche  die 
einzelnen  parallelen  Geraden  trennten.  Nach  einigen  Versuehen 
erkannte  Lienssoo,   dass  diese  Distanzen  variiren  im  Verhftlt- 


*)  Ich  entnehme  dieee  NsmoMr  aae  4em  v.  Liitrow^eckea  Versaich- 
aieee  eelbtt 
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nisse  des  Quadrate  der  irirkliobcD  Temperatar  des  Chronometers 
und  einer  bestimmten  asderen»  welcher  dai»  Maximam  de%  tSg^ 
liehen  Gsnes  entspricht,  und  zwar  zeigte  sich  diese  zweite  Tesh 
peratur  ^eicfa  dem  Mittel  aus-  den  beiden^  flQr  welche  die  Uhr 
regulirt  inirde  *).  Wir  bedauern,  dass  uns  der  Raum  verbietet,, 
hie?  mehr  aus  diesem  sehr  interessanten  Aufsätze  mitzutheilen, 
verB-eisen  aber  die  Leser,  die  sich  fClr  dergleichen  Gegenslflnde 
interessiren,   dringend  auf  denselben. 

Ferner  enthält  der  Kalender  interessante  Mittheilungen  iil>er 
W.  Stpuve's  neueste  Untersuchungen  üb«r  Fixsterne, 
und  zuletzt  giebt  Herr  v.  Littrow  ein  buchst  verdienstliches  und 
sehr  vollständiges  Verzeichniss  der  Behnnähen  zwischen  den 
periodischen  Gestirnen  des  Sonnensystems,  ganz  nadi 
seinen  eigenen  Be8tiipmun<!fen,  durch  welche  er  sieh  bckanntiieh 
eht  besonderes  Verdienst  ernrorben  bat,  und  welche  hauptsichUci^ 
deshalb  so  verdienstlich  sind»  weil  sie  zuerst  mit  HtUfe  der 
dehre  von  den  Maximis  und-  Minimis  auf  ein  ganz  bestimmtes 
geometrisches  Rrincip  gegründet  worden  sind,  wogegen  alle  frQbe^ 
rien  Bestimmungen  nur  auf  ganz  vagen  Vorstellungsweisen  beruhe» 
ten.und  vor  dem  Richterstuhle  der  strengen  Geometrie  keines- 
wegs bestehen  konnten. 


Annalen    der    k.  k.   Sternwarte   in  Wien     Nach  dem 
Befehle    Seiner  k.  k.    apost.    Majestät   auf   öffentliche 
Kosten   herausgegeben   von   Carl  von   Littrow.     Dritte 
Folge..    Vierter  Band.    Jahrgang*']854.    Wien.  1855.  8.   (S. 
LUerar.  Ber.  Nr.  LXXXIX.  S.  9.) 

Die  Wiener  Sternwarte  ist  gegenwärtig  das  astronomische  In- 
stitut in  Deutschland,  welches  seine  Beobachtungen  am  regelmäs* 
sigsten  veröffentlicht,  und  der  Herr  Herausgeber  erwirbt  sich  durch 
diese  regelmässigen  Publicationeo  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst 
um  die  Wissenschaft.  Der  vorliegende  neueste  Band  enthält: 
I.  Beobachtungen  von  Cometen  am  Refractpr  in  den 
Jahren  1847  bis  1854,  redigirt  von  Horustein,  Adjunc- 
ten  der  Sternwarte.  II.  Nachträge  zu  den  Planeten- 
ond  Cometenbeobachtungen  am  Refractor  in  den  Jahr» 


*)  Besieren  Tertttnitnifie«  iregen  bemerken  wir,  dast  man  fid  Re- 
gnlirnng  der  Compensationtvorrichtnng  die  Uhr  ztrei  bedeotend  von  ein- 
Hnd)»r  «>cn«elffiedenen  Tenifemtarea'  aairasetaen  pflegt  nnd  es  dahin  %m 
bringen  tncht,  dsM  nie  hei  heiilen  denselhen  Gang  zeigt. 


liier  arischer  Berichi  XCV.  9 

gSngen   1863  und  1854  der  Annalen«    III.  BeobachtuDgen 
am  Meridiankreise  vom  5.  September  1838  bis  finde  1840. 

Herr  Karl  MGsta,  welcher  jetzt  der  Sternwarte  za  San- 
tiago de  Chile  als  DIrector  vorsteht,  hat  uns  kdrzlich  seine 
in  der  Schrift: 

Inforroe  sobre  las  observaciones  hechas  dorante 
el  eclipse  solar  de  30  de  Noviembre  de  1853,  presen- 
tado  al  Sennor  Ministro  de  instruccion  publica  por 
Carlos  Moesta.    Santiago  de  Chile.    1864. 

niedergelegten  Beobachtungen  der  Sonnen6nsteniiss  vom  30.  No- 
vember 1853»  zu  deren  Anstellung  er  sich  nach  Pisco  in  Peru 
begab,  mitzutheilen  die  Gute  gehabt.  Wir  empfehlen  diese  in 
astronomischer  und  physikalischer  Rücksicht  wichtige  und  inter- 
essante Schrift  unsern  Lesern  sehr  zur  Beachtung.  Nach  einer 
Einleitung  enthält  dieselbe:  „I.  Fenömenos  de  luz  referen- 
tes  a  la  atmösfera  de  sol  i  a  la  diafanitad  de  la  atro6s- 
fera  terrestre.  II.  Fenömenos  meteorol6jicos  i  algunas 
otras  observaciones.  III.  Determinacion  de  la  posicion 
jegräf'vca  de  varios  lugares  de  P^ru."  Eine  sehr  schone 
illuminirte  Zeichnung  der  Finsterniss  bei  ihrer  Totalität  mit  der 
Corona  und  den  bekannten  Protuberanzen  ist  eine  sehr  werthvolle 
Zugabe. 


Physik. 

4 

Der  Foucault'sche  Pendelversuch  als  directer  Be- 
weis von  ,der  Achsendrehung  der  Erde  von  Professor 
Delabar.  Eine  Abhandlung,  die  in  der  allgemeinen 
Versammlung  der  schweizerischen  naturforschenden 
Gesellschaft  zu  St.  Gallen  am  24.  Juli  1854  vorgetragen 
wurde.  Mit  4  Tafeln  Abbildungen.  St.  Gallen.  (Scheit- 
liD  &  Zollikofer.)   1855.    8. 

Unter  den  Schriften,  welche  den  berühmten  Foucaul fachen 
Versuch  zum  Gegenstande  haben  und  nicht  gerade  bis  in  die 
gr9ssten  Tiefen  der  Analysis  und  höheren  Mechanik  hinabzustei- 
gen beabsichtigen,  ist  die  vorliegende  unbedingt  eine  der  l>esteD, 
ja  sie  hat  unter  allen  derartigen  Schriften  uns  eigentlidi  am  Mei- 
sten angesprochen.  Nach  einer  kurzen  Einleitung  handelt  dieselbe 
mit  ungemeiner  Deutlichkeit  1.  vom  Prinzip  und  Beweis  des' 
Foocault'schen  Pendelversuchs.  Zuerst  erläutert  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  die  Sache  in  eigenthdmiicber,  sehr  sinnreicher 

3» 
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Weise  Uofiw  mit  Hülfe  der  Elementar -Geometrie  und  der  eiDfadietei 
Grutidlehreii  der  ebenen  Trigonemetrie«  mit  Rücksicht  aaf  die  be- 
treffende Literatur,  und  g^ebt  dann  noch  den  die  sphärische  TrV 
goBometrie  vod  einige  Kenntnisse  der  Differ^ntialrechnang  vcHraat- 
setzefiden  Eschweiler'scben  Beweis,  den  Herr  DIrector  Esch* 
Weiler  in  Köln  auch  den  Lesern  des  Archivs  in  ThI.  XIX.  S.5L 
^dieser  Zeitschrift  mitzutheilen  die  Gute  gehabt  hat  Ferner  ban- 
delt der  Herr  Verfasser  in  eben  so  deutlicher  Weise  U.  von  der 
Einrichtung  der  zum  Foucault*scben  Pendel  versocb 
benuthigten  Apparate  und  der  Methode  des  hierbei  be* 
folgten  Verfahreos.  Die  nothigen  Apparate  sind  mit  grosser 
Sorgfalt  beschrieben  und  «He  Vorsichtsinassregeln ,  welche  dat. 
Gelingen  des  Versuchs  Toraussetzt,  sind  sorgföltig  namhaft  ge^ 
macht  worden.  Endlich  ivird  III.  die  wirkliche  Aasführusf 
des  Foncault'schen  PendelTersucha  in  der  Domkircfcs 
so  St.  Gallen  beschrieben,  wt^rans  hervorgeht,  das«  der  wm 
der  versammelten  schweizerischen  naturforsdbenden  Gesellschaft 
etwa  vor  150  Personen,  angestellts  Versuch  jedenfalls  den  ge- 
lungensten beigezählt  werden  darf. 

Je  mehr  wir  Gelegenlieit  gehabt  haben,  zu  bemerken,  wie 
wenig  eine  völlig  deutliche  theoretische  Einsicht  in  die  wahre 
Natur  des  Gegenstandes,  um  den  es  sich  hier  handelt,  bis  jetzt 
noch  verbreitet  ist,  ja  was  für  falsche  Begriffe  man  Ober  denselben 
sogar  hin  und  wieder  noch  bei  Leuten  antrifft,  die  sich  das  Ansehen 
von  Physikern  geben  mochten:  desto  mehr  halten  wir  uns  filr  ver- 
pflichtet, die  vorliegende,  sehr  deutlich  und  mit  feinem  matbema* 
tischen  Takte,  —  der  hierbei  freilich  unerlässlicher  wie 
bei  irgend  einem  anderen  physikalischen  Gegenstande 
Ist,  und  wo  er  sich  nicht  findet,  auch  kein  wahres«  Verstündniss 
der  Sache  erwarten  ISsst,  —  üibrigens,  etwa  mit  Ansnahme  des 
Esch weile r'schen  Beweises,  in  ganz  elementarer  Weise  ^er* 
fasste  Schrift  zur  allgemeinsten  und  sorgfältigsten  Beachtung  drin- 
gend zu  empfehlen.  Ohne  ein  gewisses  Maass  mathematischer 
Kenntnisse  kann  die  Sache  freilich  unmöglich  jEum  VerstAnihilss 
gebracht  werden,  und  dergleichen  Versuche  vor  einem  ganz  an* 
mathematischen  Publikum  anstellen  za  wollen»  halten  wir  für  pure 
Taschenspielerei,  für  eine  eines  wissenscbaftUcheii  Maihematifcera 
und  Physikers  völlig  unwürdige  Escamotage«  werfiber  des  Weite- 
ren wegen  des  Herausgebers  des  Archivs  eigeae elementar* ana- 
lytische IhirsteMvng  dieses  wichtigen  Gegenstandes  im  Archiv 
ThI.  XX.  Nr.  V.  S.W.  nadigesclrto  werden  kann.  Nur  vor  solche 
hochachtbnre  Versammlsngen»  wie  die,  welche  Herr  Professor 
Delabar  sn  ednem  Auditsriam  wählte»  and  fthaticbe,  gsbdrei 
dsrgleiehen  Vsrsoche. 
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Vm  dei  SobrifkoD,  irelche  Ab  SmitbAoniafi  iostitatUt 
Em  WasbingtoD  imler  dem  allgemeioeu  Titol  Smithaoiiia« 
Contribotions  to£iH>wUdfe  heraQ8gi#bt,  und  sieb  dadsrcb 
€i«  aebr  gcousiea  VerdieDst  um  die  WiaaenacbafteD  erwirbt,  sind 
uns  neuerlicb  die  folgenden  wicbtigen«  in  Quart  imchtvoll  gedruck- 
ten Werke  zugekommen  >  die  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer 
Leser  dringend  empfeblen,  obne  uns,  wegen  der  Besebränktbeit 
des  Raumes»  darauf  einlassen  zu  können,  deren  lobalt  nSber  an- 
angeben,  was  aucb  unnutbig  ist,  da  der  Kundige  denselben  aus 
den  blossen  Titeln  scbon  binreichend  erkennt,  und  sebon  daraus 
ersehen  wird,  ob  dieselben  för  seine  eigenen  Arbeiten  und  Be- 
strebungen Ton  Wichtigkeit  sind  und  bei  der  WeUerföhrung  der- 
selben nicht  entbehrt  werden  können: 

Researches  on  electrica!  Rbeoaietry.  By  A.  Secchi, 
Professor  of  Astronomy  and  Director  ofthe  observA^ 
tovy  in  tbe  Roman  College  (Rome),  and  late  Professor 
ofPbjslcs  and  Astronomy  in  Georgetown  College*  (D.CL) 

Observations  on  terrestrial  Magii«tisin.  By  Jeb« 
Locke,  M.  ü.,  M.  A.  P.  S«  Professor  «f  Cheraistry  and 
Pharmacy  in  ibe  medical  College  of  Oblo. 

Winds  ofthe  nortbern  Hemisphere,  By  James  H. 
Coffin,  A.  M.,  Professer  of  Nathematies  and  nat4iral 
Phllosophy  in  Lafayette  College,  Easton,  PensylTa» 
nia.  Mit  sehr  Ttelen  trefflich  aosgefOhrten  Karte«,  naMrIiolH 
ausser  Hlv  die  Physik,  auch  sehr  wichtig  tttr  <Ke  Nautik. 


Vermiischte  Schriften. 

Mitthellungen    der    naturforscbenden   Gesellschafi 
zu  Bern.    Nr.  324-330.    (Vergl.  Liter.  Ber.Nr.  XCIM.  S.  7.) 

^  R.  Wolf:  Nachrichten  Fon  der  Sternwarte  zu  Bern.  LIUL 
Beobachtungen  der  Sternschnuppen  im^SommerbalbjabrelSS^  N/.324 
and  325:  —  LIV,  Meteorologische  Beobachtungen  im  Sommer  1854. 
—  Herr  R.  Wolf  theilt  auch  mehrere  interessante  Briefe  von  Christ. 
Wolf  an  Beruh.  Bilfinger  mit,  von  denen  der  eine  aus  Halle, 
cBe  andern  aus  Marhurg,  wo  Christ.  Wolf  nach  seiner  Tertrel* 
hung  aus  Halle  bekanntlich  einige  Zeit  Professor  war,  bis  er  auf 
Friedrich  des  Grossen  Ruf  wieder  nach  Halle  zurflckkebtte, 
geschrieben  sind. 

B.  S  tu  der:     Zur  geologischen  Karte  der  Schweiz.     Nr.  326 
und  327.  —  Auch  in  diesen  Nummern  theilt  Herr  R.  WoJ/  einige 
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von  Christ.  Wolf  an  Bilfinger  und  von  Voltaire  an 
Bertrand,  Sekretair  der  Gkooomiscben  Gesellacbaft  zu  Bern, 
zu  deren  Mitgfied  Voltaire  erwählt  worden  war,  mit 

R»  Wolf:  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Nr.  328 
und  329.    LV.  Meteorologische  Beobachtungen  im  Herbste  18S4. 

R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  Nr.  328  und  329.  XXXIII.  Verschiedene  No- 
tizen und  Anträge.  Hierunter  ist  vorzOglich  die  folgende  Notis 
über  den  grossen  Leonhard  Euler  interessant: 

9, Nach  einer  mir''  —  sagt  Herr  R.  Wolf  —  ,, durch  die  Gfite 
des  Herrn  Rathsherrn  Peter  Merian  in  Basel  zugekommenen 
Notiz,  war  Peter  Euler,  Vater  des  berühmten  Mathematikers 
Leonhard  Euler,  von  1703—1708  Pfarrer  in  St.  Jakob  bei  Ba- 
,  //sei,  und  erhielt  erst  1708  die  Pfarre  in  Riehen,  auf  welcher  er  am 
\^^  13.  März  1745  starb.  Es  ist  also  die  häufig  vorkommende  Angabe, 
es  sei  Leonhard  Euler  in  Riehen  geboren*),  dahin  zi%e- 
richtigen,  dass  er  in  Basel  geboren  wurde,  aber  seine  Jugend- 
jahre  in  Riehen  verlebte.*' 

(Jeher  den  Erfinder  der  Guldin'schen  Regel,  den  Jesuiten 
Paul  Guldin  von  St.  Gallen,  giebt  Herr  R.  Wolf  nach  Ric- 
cioli  folgende  biographische  Notiz: 

„Paulus  Guldin  Societ.  Jesu,  Sancto  •  Gallensis  natus  Anno 
1677  die  12  Junii,  et  Habacuc  vocatus,  Frisinge  ad  fidem  catholi- 
cam  adductus,  et  Monachii  Anno  1597  admissus  pro  Coadjutore 
temporali,  Pauli  nomen  assumpsit,  sed  detecta  in  eo  indole  exi- 
mia  ad  Mathesin,  Romam  vocatus  Philosoph,  ac  Mattbeui.  ataduit^ 
docuit  Graecii  et  Viennae  Mathesim.  Scripsit  pro  Kalendario  Gre- 
goriano  contra  Setbum  Calvisium,  ubi  contra  Scaligeri  diatribaro 
de  Aequinoctiorum  praecessione.  Problema  geographicuro  de  dis- 
crepantia  in  numerandis  diebus  inter  eos,  qui  navigant  ad  orbem 
novum,  et  qui  ibi  consistunf ,  Centrobaryca  et  alia:  obilt  Anno  1643." 
-*  Am  bekanntesten  ist  Guldin's  Werk:  De  centro  gravi- 
tatis  libri  4.     Viennae  1035.    Fol. 

R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.    XXXIV.  Verschiedene  Notizen  und  Anträge. 

Gdtigst  mitgetheilt  bat  uns  Herr  R.  Wolf  noch  eine  von  ihm 
gehaltene:  Gedächtnissrede  auf  Jacob  Bernoulli  zar 
zweiten  Säcularfeier  seiner  Geburt.  Bern  1855.,  auf  die 
wir  ihres  sehr  interessanten  Inhalts  wegen  unsere  Leser  ganz  be- 
sonders aufmerksam  machen  und  auf  die  wir  späterhin  surflekza- 
kommen  hoffen. 


*)  Allerding«  Ist  die«  die  gewöhnliche  Angabe.  G. 


'  V  ' 
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Trigonometrie. 

Theoretisch-praktisches  Handbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie  mit  zahlreichen  Anwendun- 
gen derselben  auf  reine  und  praktische  Geometrie» 
physische  Astronomie,  geographische  Ortsbestimmung 
und  höhere  Geodäsie»  so  wie  Unter&uchungen  über 
den  Einfluss  der  Beobachtungsfehler  und  die  Mittel» 
denselben  zu  vermindern.  Von  Dr.  J.  Dienger»  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  polytechnischen  Schule 
zu  Karlsruhe.  Mit  81  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Stuttgart.  Metzler.    1865.   8. 

• 

Dieses  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
leistet  vollkommen,  was  sein  Titel  verspricht»  und  verdient  na- 
mentlich allen  denen,  welche  praktische  Anwendungen  von  der 
Trigonometrie ,  insbesondere  in  der  niederen  und  höheren  Geodäsie 
zu  machen  beabsichtigen,  recht  sehr  empfohlen  zu  werden.  Da- 
bei ist  noch  besonders  hervorzuheben»  dass  der  Herr  Verfasser 
bei  den  Beweisen»  namentlich  auch  der  gonioroetrischen  Formeln, 
volkitändige  Allgemeinheit  zu  erreichen  gestrebt  hat»  was  leider 
in  der  Trigonometrie  so  häufig  vernachlässigt  wird»  und  doch  ge- 
rade in  dieser  Wissenschaft  von  so  grosser  Bedeutung  ist»  well 
ja  eben  die  Grundformeln  derselben,  eben  so  wie  die  Formeln 
der  anafjrtischen  Geometrie,  hauptsächlich  mit  die  Bestimmung 
haben,  den  analytisch -geometrischen  Untersuchungen  und  Ent- 
wickelungen  vollkommene  Allgemeinheit  zu  verleihen»  und  die  Un- 
terscheidung specieller  Fälle  unnuthtg  zu  machen,  welche  letztere 
man  der  synthetischen  Geometrie  überlässt.    Wird  also  der  Nach- 
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weis  der  vollständigen  Allgemeinheit  der  Formeln  der  Trigonome- 
trie veraachlässigt ,  so  verliert  diese  Wissenschaft  einen  grossen 
Theil  ihres  eigentlichen  Wesens  und  genügt  nicht  ihrer  Bestim- 
mung, was  der  Herr  Verfasser  dieses  Lehrbuchs  Gberall  sehr 
richtig  gefählt  und  sich  deshalb  mit  Erfolg  bestrebt  hat,  solchet 
Vernachlässigungen  sich  nicht  schuldig  zu  machen.  Die  Berech- 
nung der  Tafeln  ist  in  sehr  zweckmässiger  Weise  nach  Lionnet 
(m.  s.  Archiv^  Tbl.  VI.  S.  205.)  gelehrt,  wodurch  der  Herr  Ver- 
fasser der  wirklichen  vollständigen  Entwickelung  der  verschiede- 
nen gonioi^etrischeu  und  cyclometrispben  Reiben  überhoben  wurde, 
die  in  diesem  augenscheinlich  zunächst  eine  vorzugsweise  prak- 
tische Richtung  verfolgenden  Buche*^  nicht  in  seinem  Plane  lag. 
Fast  sämmtliche  Aufgaben  sind  durch  vollständig  ausgerecboeta 
numerische  Beispiele  erläutert,  die  Praktikern  gewiss  eine  «ehr 
dankenswerthe  Zugabe  sein  werden,  und  auf  alle  bei  praktischen 
Anwendungen  vorkommende  Correctionen :  Refraction,  Depression 
des  IMeerhorizoots,  u.  s.  w.,  ist  Rücksicht  genommen ,  so  wie  auch 
^ie  Bestimmung  des  Einflusses  der  Beobachtungsfehler  auf  die 
Resultate  fdr  ebene  und  sphärische  Dreiecke  in  zwei  gesonderten 
Abschnitten,  —  diese  Bestimmungen  namentlich  in  einer  dem  Herrn 
Verfasser  eigenthümlichen  Entwickelungswelse,  —  die  Interpola- 
tion, die  Benutzung  zehnstolllger  Logarithmen,  u.  s.  w.,  ausHibr' 
liehe  (Berücksichtigung  gefunden  haben.  Dass  4erLegendre* sehe 
SatZj  die  Berechnung  der  Dreiecknetze,  —  auch  durch  rechtwinklige 
uqd  Polar-Coordinaten,  —  und  Aehuliches  gleichfalls  vorkommt,  ver- 
steht sich  bei  einem  von  einem  so  kenntnissreichen  Verfasser  be- 
arbeiteten Handbuche  wie  das  vorliegende  von  selbst  Selbst  die 
Construction  der  Sonnenuhren,  die  Bestimmung  der  Tageslänge 
«Qd  der  Dauer  des  längsten  Tages,  der  Dämmerung  u.a.  w.  fefr- 
len  oicht«  Mit  gan^  besonderer  Vorliebe,  und  ^war  mit  voVlkoai- 
ipeiiem  Rechte»  b^t  ^^t  tjerr  Verfasser  endlich  auf  S,2ti5.— S.32ä, 
die  yerschiedene^  Mi^thodoo  9;iir  Bestimmung  der  geographlscbei» 
Qr^te  entwickelt.  Pie  («eser  werden  sich  von  zehn  verschied^« 
nen  Methoden  ge^Ag^nde  Keuntniss  au«  diesem  Buche  versobaffen 
kOn^^o»  wobei  d^  Unterz^iobnete  sich  nicht  vemagen  kann,  dem 
Vcirra  V^rfasfiier  h^ond^rs  zu  danken»  dass  er  sein9  e^gne  Me-* 
tl^^  9pr  Breitenbentimoiung  bei  geod^inchen  Operationen,  die 
in  4/er  S^hrK^a  ^^Versucb  einer  neuep  Bletbode  ^ur  B^n 
^UwmM^S  ^^'  Polhuh^  oder  geographischen  Breite  bei 
^eodäti^ehen  Messungen  von  Johann  August  Gri^iierti« 
Leipzig«  1844*"  von  Umh  zuerst  bekannt  gemacht,  und  nanu^n^ 
lieh  auch  mit  sorgfältiger  B^r^ksiqbligung  aller  Feht^quellen  uii4 
der  darfiu^  sich  ergebenden  best^p  Methode  dfr  Anwendung«  voU^ 
9MM>g  eat^  ickelt  wurde,  zur  Anwendung  bei  gtosaea  g^d^tiscbeii 
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Operationen' vorzugsweise  empfdiieii  hat,  inden  er  S.  321.  sagt: 
y,(ür  Geodäten,  die  in  der  Regel  gute  Theodoliten  besitsen  und 
ein  Steroverseichntss  sich  leicht  verschaffen  kOnnen,  enipfiebU 
sich  vorzugsweise  VIL**  Die  Methode  Nr.  VII,  ist  aber  die  von 
dem  Unterzeiehneten  a.a.O.  zuerst  angegebene  Methode:  ,,Aao 
drei  beobachteten  gleichen  SternhOheo,  die  aber  selbsf 
ihrer  Grösse  nach  gar  picht  bekannt  zu  sein  brauchen, 
qnd  den  gemessenen  entsprechenden  Asimuthaldif« 
ferenzeu  Polh5be  und  Zeit  zu  bestimmen'^  welche  sieh 
f^r  den  Geodäten  hauptsächlich  deshalb  so  sehr  empfiehlt,  weil 
er  bei  Anwendung  derselben  nur  eines  Azimuthai -Theodoliten  be- 
darf*), die  Refraction  gar  nicht  in  Betrachtung  kommt,  ein  Baro« 
meter  und  Thermometer  also  nicht  erforderlich  ist,  and  weil  endücb, 
wras  von  besonderer  Bedeutung  ist,  der  Gebrauch  einer  Uhr  gar 
nicht  in  Anspruch  genommen  wird,  insofern  es  sich  nämlich,  wie 
dies  bei  geodätischen  Operationen  immer  der  Fall  ist,  zunächst 
nur  um  die  Bestimmung  der  Breite,  nicht  auch  der  Zeit,  bandelt» 
Eio/t  neue  kurze  Darstellung  dieser  Methode  hat  der  UnterzeidH 
nete  auch  im  Archiv.  Tbl.  XIX.  Nr.  XXXil.  S.  46^.  gegeben, 
und  hat,  da  ihm  sehr  viel  daran  liegt,  dass  dieselbe  bei  geodä* 
tischen  Operationen  praktisch  wirklich  häu(^  angewandt  werde, 
diese  Gelegenheit  nicht  unbenutzt  lassen  wollen,  sie  den  Geodäten 
von  Neqem  ln*s  Ged&chtniss  zurückzurufen ,  dankt  auch  dem  Herrn 
Verfasser  nochmals  recht  sehr,  dass  er  dieselbe  a.a.O.  als  die 
geeignetste  zur  Anwendung  bei  geodätischen  Messungen  in  die- 
sem gewiss  eine  weite  Verbreitung  unter  Praktikern  findenden 
B«che  empfohlen  hat,  was  ihrer  von  dem  Unterzeichneten  sehr 
gewtUiscbten  häufigen  Anwendung  ge%vlss  sehr  förderlich  sein  wird. 
Dass  sie  von  einem  eiiie  Auswanderungsgesellschaft  nach  Chile 
begleitenden  Geodäten,  der  sich  von  dem  Unterzeichneten  noch  beson- 
dere Erläuterungen  über  die  beste  Art  ihrer  Anwendung  erbat,  bei 
den  dort  vonouaehmenden  geodätischen  Messungen  dqrchgängig 
«igewandt  werden  sollte  and  wahrscheinlich  auch  angewandt  wirc^ 
ist  schon  Im  Archiv,  a.  a,  O.  bemerkt  worden. 

Uer  Herausgeber. 


*)  Am  h9MtMa  elgsen  «ich  Iveltlch  ile  j«tBl  «ehr  g^wdbnllohen  Th«»- 
dolflcn  mit  gebrochenem  Fernrohr,  weil  Mese  «ehr  heqaepie  peobach- 
tmigea  bis  som  Zenith  gestatten,  wobei  der  HobenkreU  nur  Toa  gans 
ootergeordneter  Bedeatong  oder  eigentlich  gar  nicht  vorhanden  %vk  Bern 
braoclit,  venn  map  daa  FemrQbr  nur  In  allen  Hohen  bia  zqüi  Zeaith 
mlltehit  irgend  einer  Votricbluag  fectatellen  kann. 
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Als  im  Jahre  1851  die  deutschen  Natorforscher  sich  in  Gofhi 
versammelten^  hatte  sich  dort  auch  eiiie  mathematisch- astrono- 
mische Seetien  gebildet»  die  durch  19  Ml^lteder  vertreten  war, 
Ober  deren^^eijiandlupgen  Herr  Prof.  Bretaehneider  In  Gotha 
im  Archiv.  ThI.  XIX.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXUI.  8.  930. -S.  936. 
einen  interessanten  Bericht  zu  liefern  die  Güte  gehabt  bi^.  Von 
den  späteren  Versammlungen  sind,  unbeachtet  tneiner  Aufibrde- 
rung  a.  a:p.8.  929.,  dergleichen  Berichte  mir  nicht  ^geßangen, 
nnd  es  miOgen  daher  bei  denselben  wohl  nicht  genug  Vertreter 
der  Astroipbm^ie  und  Mathematik  gegenwärtig  gewesen  «ein,  um 
£  eigentliche 'mathematisch -astronomische  Sectionen  bilden  su  kun- 

»  neo.  In  diesem  Jahre  versammeln  sich  .die^  deutschen  Natur- 
forscher in  Wie.n,  und  gewiss  ist  es.  sen|  zu  wänsefaen,  dass 
sich  gerade  bei  dieser  Versammlung,  die,  wptiaa  gar  nicht  icu  zw^- 
feln  ist,  eine  grq^^se  Anzahl  der  bedeutendsten  Mläqoeir  aus  alleii 
Ländern,  auf  el^n^mPoakte  zu  eipem  senieiaschaAlt^n  Zwecke 
▼ereinigen  wird,  sieh  auch  recht  viele  Matbetoatlker^  Astronomen 
und  mathematische  Physiker  einfinden  roöohteOa  Wenn  nun  der 
U^terzeicfatie^  im  Interesse  der  Sache,  seine  weh  verbreitete  Zeit- 
r  Schrift  benutzt,  hier  iTine  Aufforderung  an  alle^eine  vorli^  genann- 

ten geehrten  Hfffre«t  Collegen  ergebelfk^i  Ibss^^  die  diesjährige, 
in  Wien  stattfindende,  gewiss  sehr  grossaffige  rbturforscher* 
Versammlung  mit  ihrer  sehr  wfinschenswerthen  Gegenwart  zu  h^f^ 
ehren«,  so  darf  man  ihm,  dies  ))icht  als  Zvl-  öder  Aufdiiirglichlf^M»* 
oder  gar  als  ein  Bestreben,  sich  hervoVzudrSngen^  auslegen',  da 
I  er  siöh,   indem  er  hieü  diese  Aufforderung  ei;^faen  lässt«  durch»    , 

aus  bewusst  ist,   nur  im  reinsten  Dienst  der  Sache  «u  stehen,^ 
wenn  er  auch  auf  der  anderen  Seite  keirlri^wegs  verhehlen  kann 
\  und  will,   dass  er  mit  dieser  AufTorderung  ullerditogs  auch  einem 

gewisseti  Eigennutze  dient,  indem  ier,   lebhaft  aiffiezo^n  von  der 
ungemeinen  Grossartigkeit  und  Mannigfaltigkeit  der  Anstalten,  (i^'elche 
4  die  herrliche  deutsche  Kaiserstadt  zur  Purderung  der  mathemati* 

p        ^  sehen   und  Naturwissenschaften,  —  n^tiiriieh  ipiit-  Efasi^/uss  4er 

\       '  Astronomie,  Meteorologie  und  Optik; -^fj^f^lidM  iind  vorzügrich 

InWissenscbaftlicber,  dan'n  aber  auch  in  inri^  Ifie^haniscben  und  optU 
sehen  Werkstätten  in'  teehniseher  RGcksicU  besitzt«  4-  angezogen 
ferner  hauptsächlich  dutclj^die*  Vielen  .dor^lebenden  trefflichen  Ma^ 
thematiker,    Astronom^ vUjMtt^atu^rscl^  die 

mit  der  gr5ssten  llafulni^^udfie  |^4^^  zu 

verbinden  gewohnt  sifid,   d^*  ziernlich«  festen  \j&ntschiuss  ge/asst 
hat,  die  diesjähri^e'Nja^rforscher -^Versammlung  in  Wien  selbst 
'     zu  besuchen,  insofern  ihm  Gott  lieben-  imd  tjesundheit  schenkt 
"*  und  andere  Vmstände^'^s  gestatten.    4a,  nochmals  sei  es  gesagt, 

Eigennutz,  r^cht  grosser  j^gennutz  ist  es  alao,  wenn 
der  Unterzeichnete  alle  seine  verdirten  Hennen  Golleeen  nocbmals 
dringend  aufzufordern  sich  erlaubt»  dieVersammlungaer  deutschen 
Naturforscher  in  Wien  in  (diesem  Jahre  re^t  zahicteich  mit  ihrer 
Gegenwart  zu  beehren.  Dass  dann  vielfache  und  mannigfaltige  An- 
regung und  Kräftigung,  freudig,  munter  und  rSstig  auf  dem  Wege 
der  Wissenschafl  fortzuschreiten,  nicht  ausbleiben  werden:  davon.. 
'*  ist  der  CnterzeTcbnete  wenigstens  i^  Bezug  auf  sich  selbst 

In  freudigster  Erwartung  vollkommen  üjierzeugt. 
Greifswald,  den 22.  Junll855.  '  Der  Uerausgeber. 
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